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  .ارم که بر بنده اش منت نهاد و در زمره ي دانشجویان قرار داد زسپاسگ ي را خدا

که با  ستاد گران قدر جناب آقاي دکتر احمد خاکسارياز زحمات بی دریغ و تلاش دلسوزانه ا

  . تجارب گران مایه خود راهنما و راهگشاي اینجانب بودند نهایت سپاس و امتنان را دارم 

  از استاد ارجمند خانم دکتر منصوره معانی شیرازي که افتخار شاگردي ایشان را دارم تشکر 

  .یش  از بیش موفق باشند می کنم امیدوارم که درسایه الطاف ایزد منان ب

از جناب آقاي دکتر بهمن یوسفی که با تقبل داوري این پایان نامه بر من منت نهادند 

توفیقات روز افزون ایشان را از خداوند بزرگ خواهانم همچنین از نماینده . .سپاسگزارم

   .تحصیلات تکمیلی استاد ارجمند خانم دکتر مهناز پروانه شیرازي تشکر می کنم 
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  . متناهی  مولفه داشته باشد 
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  :مقدمه
مه شامل سه فصل می باشد در فصل اول واژگان کلیدي و تعاریف ، لم ها و ن نااین پایا

در فضاي  SIPو SSPرا با ویژگیهاي  Rدر فصل دوم حلقه. قضایاي پیش نیاز ارائه می گردد 
Spec(R)  در فصل سوم زیر . توصیف می کنیم و لم ها و قضایاي مربوط را اثبات می کنیم
 .چگال و اید آل هاي جمعوند را بررسی می کنیم فضاهاي 
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  فصل اول
  زهاپیش نیا

 عناصر خودتوان

  
2را خود توان گوییم، هر گاه ∋Reعضو . یک حلقه باشدRفرض کنید  .تعریف 1-1 =e e   .

−1تنها اگر خود توان است اگر و eواضح است که  e  خود توان باشد.  
 . آن خود توان باشد ورا یک حلقه بولی گوییم، هر گاه هر عض  Rحلقه.  تعریف 1-2

مجموعه ي همه عناصر خود توان Sمثال اگر . توجه کنید که هر حلقه بولی، جابجایی است
R باشد، در این صورت)×⊕ ,,S ( که جمع رويجای. یک حلقه ي بولی استS  بصورت
eeeeee   . تعریف می شود  Rهمان ضرب رويSو ضرب روي  ⊕′=+′−′

Seeeeفرض کنید .  اثبات ∈′ 21   در اینصورت   ,,,
2 2

( ) ( ) 2 2 2′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊕ = + − = + + + − − = + − = ⊕e e e e ee e e ee ee ee ee e e ee e e 
( ) ( ) , ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2= ⊕ = + − = + − = ⊕e e e e e e e e e e e e e ee ee ee e ee ee  

 . یک حلقه بولی است  Sبنابراین 

   یک حلقه بولی باشد ، در این صورتRاگر  . قضیه 1-3
  .است ، ماکسیمال  Rآل اول هر اید -1
  .، مینیمال است R  اول آل هر اید -2

.  ∋Meو Pآل ماکسیمال شامل  یک اید  Mو   Rآل اول در یک اید Pفرض کنید  -1 .اثبات 
)از آنجا که  )e e P− = ∈1 o  وPe∉−1 این بنابرPe نیز مشابه  2اثبات قسمت .  P=Mاز اینرو . ∋

  .است 1

RNilI)(اگر  ،Rدر حلقه  . قضیه 1-4 Raو = چنان باشد که  ∋
I
RIaa خود توان  =+∋

)(باشد ، در این صورت عضو خود توان  ae∈  دارد که وجودaIee =+= .  
IaIaاز  ،زیرا .  I∈ab=a-a2لذا داریم  .  b=1-aقرار دهید  .اثبات  +=+ 2)( نتیجه می شود   

Iaa ∈−2 )وجود دارد به گونه اي که  ∋Nmبنابراین  . )mab = o . اما
2 2 2 1 1 1 2

1 11 ( ) ... ...m m m m m m m m
m ma b a r a b r a b r a b b− − +

+= + = + + + + + +   قرار می دهیم   
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  f=rm+1 am-1bm+1+…+b2m ,  e=a2m+r 1a 2m-1b+…+rmambm.  بوضوح)( ae∈ و از آنجا کهo 
ambm= داریمo ef=  . از اینرو 

e = e.1 = e(e+f) = e2+ef = e2    یعنیe اما از . خود توان استIab   نتیجه ∋
meمی شود    a I= )ازطرفی .  2∋ )a a a a I− = − ∈2   :، پس 1

( ) ( ... )−− = − + + ∈m ma a a a a I2 2 21 mاز اینرو .  1 me a e a a a I− = − + − ∈2 بنابراین .  2
e I a I+ = eیعنی ؛،  + a=  .  

باشد که شامل هیچ عضو خود توان غیر صفري نباشد ، در  Rآلی از حلقه  اید Iاگر . قضیه   1-5

e,اینصورت اگر  f R∈  چنان باشند کهe f=  درR
I

e، آنگاه   f=  .  
e=اگر  .اثبات  f  در این صورت ،e I f I+ = eبنابراین  و + f I− eاما . ∋ f−  خود توان

−=oلذا ). اینگونه اند  eو  fچون ( است  fe از اینروe=f .ل اگر حاo=fe  آنگاه ،
( )( )e I f I I+ + efبنابراین .  = I∈  . اماef  لذا . خود توان استo=fe .  

ته باشد را یک حلقه کاهشی گوییم ، هرگاه هیچ عضو پوچتوان ناصفر نداش Rحلقه  .تعریف  1-6
  . o=)(RNil ، یعنی ؛
، حلقه ي توابع پیوسته حقیقی  C(X)همچنین .بوضوح هر حوزه صحیح کاهشی است  .2مثال

o=)(xfزیرا اگر . ، نیز یک حلقه  کاهشی است  X کمقدار روي فضاي توپولوژی n  آنگاه
o=)(xf  .  

است اگر  I آل مینیمالیک اید Pدر این صورت .  Rآل در حلقه یک اید Iد فرض کنی .قضیه1-7
aو تنها اگر براي هر  P∈ عنصرx R P∈   ∋Iaxوجود داشته باشد، گونه اي که −

aباشد و  Iآل مینیمال یک اید Pفرض کنید  :اثبات P∈  چنان باشد که براي هر
PR xIax ∌براي هر  یعنی ∌∋− ∈na x I n N .ت، در این صور

n
S (R P) a x :x R P , n N= − ∈ − ∈

 
 
 

U  است که  بسته ضربییک مجموعهI S φ=I  . ،زیرا

R-P  و
n

A a x : x R P , n N= ∈ − ∈
 
 
 

و اگر  هستند بسته ضربیمجموعه  دو 

,na x A y R P∈ ∈ naآنگاه  − x y A∈  زیراx y R P∈ وجود   Rاز  Q اول آل بنابراین اید −
Q,دارد که  S I Qφ= ⊆I.  لذا( )Q R P φ− =I  پسPQ  Iآل مینیمال یک اید Pکه با فرض  ⊅

  . در تناقص است است 
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Iباشد که  آل اولی اید Qبرعکس فرض کنید  Q P⊆ aو  ⊇ P∈. عنصر بنابراین طبق فرض ، 
x R P R Q∈ − ⊆ nو  − N∈  وجود دارد کهn na x I Q∈ a پس ،اول است Qحال چون   .⊇ Q∈  

  . است Iآل اول مینیمال یک اید P یعنی   P=Qاز اینرو و 
 Pدر این صورت  .یک ایدآل اول در آن باشد Pیک حلقه ي کاهشی و  Rفرض کنید  :قضیه 1-8

PRx عنصر ∋Paیک اید آل اول مینیمال است اگر و تنها اگر براي هر وجود داشته باشد به  ∋−
  .o=axطوري که 
  .استحکم واضح  7-1قضیه  بنابر: اثبات

P در اینصورت. یک حلقه کاهشی باشد  Rفرض کنید  .قضیه   1-9
RMinP )(∈

U   برابر است با
  . Rمجموعه ي همه مقسوم علیه هاي صفر 

Pهر عضوبوضوح طبق قضیه قبل ، . اثبات 
RMinP )(∈

U   حال اگر . یک مقسوم علیه صفر است
Rx∈≠o  یک مقسوم علیه صفر باشد، در این صورتRy∈≠o  وجود دارد کهo=xy  . از آنجا که
R یک حلقه کاهشی است، لذاP

RMinP )(∈
I . بنابراین( )P Min R′ yوجود دارد که  ∋ P′∉  . از اینرو

Pxyاز  ′∈= o  نتیجه می شودx P′∈ .  
 Iدر این صورت . باشد Rآل متناهی مولد در حلقه کاهشی  یک اید Iفرض کنید  .قضیه  1-10

  . o≠IAnn)(است اگر و تنها اگر  Rیمال آل اول مین مشمول در یک اید
naRaRIفرض کنید .  اثبات ++= Iباشد که  Rآل مینیمال ک ایدی Pو  1... P⊆  . بنابراین

ib,به ازاي هر  ، 8-1طبق قضیه  R P i n∈ − ≤ iوجود دارد که  1≥ ia b = o.  قرار دهید... nb b b= 1  .
bبوضوح  R P∈ −،≠ob و∈b AnnI . برعکس ، فرض کنید( )AnnI ≠ o  . لذا از آنجا که

( ) ( ) ( )P Min R P Nil R∈ = =I o  ایده آل اول مینیمال ،P′  درR  وجود دارد که′⊄AnnI P  . از اینرو
I P′⊆  زیرا اگر ،,x AnnI a I∈ xچنان باشد که    ∋ P′∉  ، آنگاهax P′= ∈o  .و در نتیجه 
a P′∈  . همانطور که در اثبات مشاهده می شود ، در این قسمت نیازي به متناهی مولد بودنI  نیست

  . ، کفایت شرط برقرار است  Rاز  Iآل دلخواه  ترتیب براي هر اید به این. 
آل نامیده می شود ، هر گاه اید R، یک جمعوند مستقیم حلقه  Rدر حلقه  Iآل اید. تعریف  1-11

J  درR د داشته باشد به گونه اي که وجوI J R⊕ )، یعنی ؛  = ) ,I J I J R= + =I o .  
e∋ بوضوح براي هر عضو خود توان. 3مثال  R اید آل( )e  یک جمعوند مستقیم حلقه يR 

) ،زیرا .است ) ( ) ( ) , ( ) ( )e e e e R− = + − =I o1 زیر نشان می دهد که عکس مطلب فوق نیز  قضیه.  1
  . برقرار است 
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aI)(آنگاه ، باشد  Rآل جمعوند مستقیم حلقه  یک اید Iآل  اگر اید. قضیه  1-12  aکه در آن  =
  .است Rیک عضو خودتوان 

د دارد که وجو Rاز  Jآل اید است Rند مستقیم حلقه ویک ایدآل جمع Iاز آنجایی که  .اثبات
I+J=R   و( )I J =I o  .عناصر  پس,b J a I∈ abاما  .a+b=1د که نوجود دار ∋ = o زیرا، 

∈ =I oab I J 1)(2لذا و. abaaaa xحال اگر  .ان استتوخود aیعنی؛ ، ==+= I∈  آنگاه     
. .( ) ( )x x x a b xa xb xa a= = + = + = oI)( ،زیرا ؛1∋ =∈ JIxb  . از اینرو   ( )I a= .  

آل نامیده می شود، هرگاه هراید VNR یا به اختصار  1حلقه منظم یک  Rحلقه . تعریف  1-13
یک  توسط Rآل اصلی در  بعبارت معادل هر اید. باشد Rآل جمعوند مستقیم  ، یک اید Rاصلی در 

  . خود توان تولید شود
  . است  VNRبوضوح هر حلقه بولی یک حلقه . 4مثال 

  :گزاره هاي زیر هم ارزند .قضیه 1-14
1-R  یک حلقه منظم است.  
2-R آل اول آن، اول مینیمال است  یک حلقه کاهشی است و هر اید.  
a∋براي هر -3 R عنصر∈b R  وجود دارد کهa a b= 2  .  

) .اثبات ) ( )⇒1 xباشد و  Rآل در  یک اید Iیک حلقه منظم و  Rفرض کنید  2 R∈  چنان باشد
nxکه  I∈یک  ، برايn∈   .براین عضو خود توان  بناe R∈  وجود دارد که( ) ( )x e=  .لذ 

r,عناصر r R′∈  وجود دارند که,e r x x re′= از اینرو  و =
n n n n nx r e r r x r r e r x I− − − ′ ′ ′= = = = ∈1 1 xبه همین ترتیب ثابت می شود که .  1 I∈  یعنی ؛ ،I  یک

)در حالت  خاص اگر . حلقه نیمه اول است )I = o دیده می شود که ،R حال فرض  .کاهشی است
xباشد و  Rآل اول در  یک اید Pکنید  P∈  . بنابراین( )e x− = o1  زیرا ،x re=  . اماe P− ∉1  ،

)زیرا از  ) ( )e x=  نتیجه می شودe P∈8- 1 :از اینرو طبق قضیه ي و ،P   آل اول مینیمال یک ایدR 
  .است

( ) ( )⇒2 ول مینیمال باشد و آل اول در آن ، اهر اید که یک حلقه کاهشی R  فرض کنید 1
a R≠ ∈o  . قرار می دهیم( )RI Ann a=  . از آنجا کهR  کاهشی است، لذا( ) ( )a I =I o  . همچنین

( )a I+ آل اول مشمول در هیچ ایدP  نیست، زیرا اگرP آل اول یک ایدR  باشد که( )a I P+ ⊆  ،
) براي ، 8-1طبق فرض، اول مینیمال است، طبق قضیه  Pآنگاه از آنجا که  )∈ +a a Iعنصر 

                                                
1 - Vin- Neuman regular 
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∈ −y R P  وجود دارد که= oay.  اما در این صورتy I P∈ نرو از ای. است ضکه یک تناق ⊇
( )a I R+ )و بنابراین  = )a  یک جمعوند مستقیمR به این ترتیب . استR  یک حلقه ي منظم

  .است 
( ) ( )⇒1 a فرض کنید 3 R∈  . بنابراین عضو خود توانe R∈ د که وجود دار( ) ( )a e=  ،

b,عناصر یعنی؛ c R∈  وجود دارند که,a ec e ab=   :از اینرو .  =
= = = = =2 2 2a ec abc ecbc e c b a b .  

( ) ( )⇒3 a فرض کنید 2 R∈ چنان باشد که براي,na n= ≤ ∈o 2 .،بنابراین طبق فرض 
bعنصر R∈  وجود دارد کهa a b= nلذا .  2 n na a b− − −= =1 2 2 1 −، زیرا  0 ≥2 2n n  . ،به همین ترتیب

nپس از طی  aمرحله، نتیجه می شود  1− = o  یعنی؛ ،R حال فرض کنید . یک حلقه کاهشی استP 
a,آل اول باشند که  دو اید Qو  P Q P∈ bبنابراین .  ⊇ R∈  وجود دارد کهa a b= به عبارت .  2

)دیگر  )a ab Q− = ∈o1 . اماab Q− −، زیرا در غیر این صورت ، از 1∌ ∈ ⊆1 ab Q Pو ∈a P  که
aپس . یک تناقض استو این  P∈1نتیجه می شود  Q∈ لذا  و=P Q آل اول  ، یعنی؛ هر ایدP  در

R اول مینیمال است ،.  
  :باشد، در این صورت (VNR)یک حلقه ي منظم  Rاگر  .قضیه  1-15
  .، نیمه اول است Rآل  هر اید -1
  .، ماکسیمال است R اول آل هر اید -2
  .، اشتراکی از ایدآلهاي ماکسیمال است  Rآل  هر اید -3

  . اثبات
  . در اثبات قضیه ي قبل آمده است این قسمت -1
Pوجود دارد که  M آل ماکسیمال باشد، آنگاه اید Rآل اول در یک اید Pگر ا -2 M⊆  . فرض
aکنید  M∈  . ،در این صورت طبق فرضb R∈  وجود دارد کهa a b= معادل  طور یا به.  2

( )a ab P− = ∈o1  . اماab P− − ، زیرا در غیر این صورت از 1∌ ∈ ⊆1 ab P M و ∈a M  نتیجه
aلذا  و که یک تناقض است M∈1می شود  P∈  . از اینروP M=  .  

  .است 2و 1این قسمت نتیجه اي از بند  -3
  ند، هر گاه شامل هیچ را مینیمال گوی Rاز حلقه ي  Iآل ناصفر اید .تعریف 1-16
  .آل غیر صفري جز خودش نباشداید

aآل مینیمال و یک اید Iبوضوح اگر  I≠ ∈o  آنگاه ،( )a I= .  
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  .شودتوسط یک عنصر خودتوان تولید می آل مینیمالاید در هر حلقه کاهشی ، هر .هقضی 1-17
aI)(اگر .اثبات )باشد، آنگاه  Rدر حلقه ي کاهشی ) ناصفر(یک ایدآل مینیمال  = ) ( )a a= 2 ،

aزیرا  ≠ o2  . لذاx R∈  وجود دارد بطوریکهa a x= = و در نتیجه.  2 2 2ax a x  از اینروax  یک
)بنابراین  .است Rعضو خود توان ناصفر در  )I ax=.  

)اگر  .قضیه 1-18 )I a= در حلقه ي  آل مینیمالیک ایدR  وباشد ( )M a R= − ، در  1≠
  .است  Rآل ماکسیمال در  یک اید Mاینصورت 
Mفرض کنید  .اثبات M⊇′آل ماکسیمالی باشد که اید ′ M اگر′ ′∈m M  در این صورت

. ( ) ( )m m m a a m a m a′ ′ ′ ′ ′= = + − = + −1 1 mاما .  1 a′ = o  زیرا اگرm a′ ≠ o آنگاه از مینیمال ،
)نتیجه می شود  Iبودن  ) ( )a m a′=  لذا وx R∈  وجود دارد کهa m ax′= بطور معادل  یا

( )a m x M′ ′− = ∈o1 . اماa M mپس . ∌′ x M′ ′− mکه با فرض  1∋ M′ از . در تناقض است ∋′
)اینرو  ) ( )m m a a′ ′= − ∈ −1 M، یعنی؛ 1 M )و بنابراین  =′ )M a= آل ماکسیمال در یک اید 1−

R است .  
)باشد که  Rعضوي در حلقه ي  aاگر  .قضیه 1-19 )M a= آل ماکسیمال در یک ایدR  ،باشد

)در این صورت  )I a=   .خود توان باشد aآل مینیمال است اگر و تنها اگر یک اید 1−
)فرض کنید  . اثبات )I a= )نشان می دهیم . باشد آل مینیمالیک اید 1− )a a− = o1 زیرا در ،

)آل مینیمال است؛ لذا یک اید Iغیر این صورت چون  )( ) ( )a a a− = −1 xبنابراین . 1 R∈  وجود
)دارد بطوریکه  )a xa a− = −1 )یا بطور معادل . 1 )( )a xa M− − = ∈o1 aاما از . 1 M∈  نتیجه می

aشود  M− xaاز اینرو . 1∌ M− لذا . یک تناقض استو این  M∈1نتیجه می دهد که  1∋
( )a a− = o1 یعنی؛ ،a یک عضو خود توان است.  

Jباشد و  Rیک عضو خود توان در  aد برعکس، فرض کنی ≠ o آلی در ایدR  باشد که
( )J I a⊆ = )در اینصورت . 1− )I M =I o زیرا اگر ،b M I∈ I آنگاه ،,x y  وجود دارد که

( )b ax a y= = )بنابراین . 1− )b ax a x a a y= = = − = o2 bحال اگر . 1 J′≠ ∈o آنگاه ،b M′∉ . لذا
)شود نتیجه می Mاز ماکسیمال بودن  )M b R′+ x,پس .  = y R′ ′ وجود دارند که  ∋

ax b y′ ′ ′+ bبطور معادل  یا .1= y ax J I′ ′ ′= − ∈ tبنابراین . 1⊇ R∈ دوجود دار 
)که )ax a t′− = −1 )پس . 1 ) ( )a ax a a t′− = − = o1 aلذا . 1 a x ax′ ′= بنابراین . 2=

b y ax a J′ ′ ′= − = − ∈1 )، یعنی؛ 1 )J I a= =   .است Rآل مینیمال در  یک اید Iبه این ترتیب . 1−
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)فرض کنید . نتیجه 1-20 )I a=  ایدآل مینیمالی در حلقه يR  باشد که( )a R− در . 1≠
  .توسط یک خود توان تولید می شود Iاینصورت 
  .این گزاره، نتیجه ي فوري دو قضیه ي قبل است .اثبات
آلهاي مینیمال در حلقه هایی که رادیکال جیکبسون آنها صفر زیر یک شناسه جبري براي اید یهقض

  .است ارائه می دهد
)حلقه اي باشد که  Rفرض کنید . قضیه 1-21 ) ( )M Max R M∈ =I o .آل ناصفر  در این صورت اید

I  ازR  مینیمال است اگر و تنها اگرI ل بجز دقیقاً یکی، که با یک خود آل ماکسیما مشمول در هر اید
  .توان تولید می شود، باشد

کاهشی است،  لذا از  Rبنابراین از آنجا که . باشد Rآل مینیمال در یک اید Iفرض کنید  .اثبات
e، نتیجه می شود عضو خود توان 17- 1قضیه ي  ≠ o درR  وجود دارد بطوریکه( )I e= . در این

)صورت از آنجا که  )e R− )آل ، اید18-1، طبق قضیه ي 1≠ )M e= −1o  ماکسیمال است و
⊄ oI M زیرا ،e M∉ o .آل ماکسیمال اما براي هر ایدM M≠o  داریم( )e e M− = ∈1 o . لذا
e M∈ . به این ترتیب{ }( )M Max R MI M∈ −⊆

o
I.  

Mآل ماکسیمال ایدآل ماکسیمال بجز آلی باشد که مشمول در هر ایداید  Iبرعکس، فرض کنید  o 
  . باشد

aبنابراین  I∈ که  وجود داردa M∉ o . نشان می دهیمx R∈  وجود دارد کهax  یک عضو خود
)است و  Rتوان در  )= −1oM ax . از آنجا کهa M∉ o لذا ،x R∈  وm M∈o o  وجود دارند که

m ax+ =1o .پس  :. ( ) ,a a a m ax am a x ax= = + = + ≠o o o21 . اما( ) ( )M Max Ram M∈∈ =o I o ،
o∋زیرا  om M  و{ }( )M Max R Ma I M∈ −∈ ⊆

o
I . بنابراینam =o o از اینروa a x= بطور معادل  یا2

( )a ax M− = ∈ oo1  و چونa M∉ o ،پس ax M− ∈1 o . از طرفی( )ax ax− = o1 . نتیجه می دهد که
ax حال اگر . خود توان استm M∈ o آنگاه از ،( )M Max Ramx M∈∈I   نتیجه می شودamx = o .
)لذا  )m m amx m ax= − = )1( از اینرو.1− axM −=o  19-1پس طبق قضیه، )(ax  یک ایدآل

Iaxمینیمال است که  bحال اگر . )(⊇ I∈ آنگاه ،( )( ) ( )M Max Rb ax M∈− ∈ =I o1 ،b bax= .
)بنابراین  )I ax⊆ . لذا( )I ax⊆ آل مینیمال در یک ایدR است.  

}گردایه ناتهی  .تعریف 1-22 }i i I
B

∈
ده می شود، اگر مستقل نامی Rاز ایدآلهاي ناصفر حلقه ي  

)براي هر  ) ( ) ,i i j I jB B i I≠ ∈ = ∈∑I o . در اینحالتi I iB∈∑   را باi I iB∈⊕ نمایش می دهیم.  
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آل ناصفر و پوچساز آن مستقل اند، زیرا اگر در یک حلقه ي کاهشی، هر اید. 5 مثال
( )x I Ann I∈ I آنگاه ،x = o2  و چونR  کاهشی است، لذاx = o.  
باشند، در این صورت  Rمتمایز در حلقه ي ) ناصفر(آل مینیمال دو اید I2و  I1اگر . لم 1-23
( )I I =I o1 2 .  
)اگر  .اثبات )I I ≠I o1 I,، آنگاه از 2 I I I I I⊆ ⊆1 2 2 1 2 1I I  و مینیمال بودن,I I1 نتیجه می شود  2

I I I I= =1 1 2 2I  که با متمایز بودن,I I1   .در تناقض است 2
  .، مستقل استR، در حلقه ي کاهشی  آلهاي مینیمال متمایز هر خانواده ناتهی از اید. قضیه 1-24

}د فرض کنی .اثبات }i i I
N

∈
باشد و  Rیک خانواده ي ناتهی از ایدآلهاي متمایز در  

( )
≠

∈ ∑I
ji i j

a N N . بنابراین... na a a= + ,که براي هر  1+ ,t i t tN N a N t n≠ ∈ ≤ جائیکه  1≥
i t≠ . لذا... na a a a a= + + = o2

)را براي هر ، زی1 ) ,t i ta a N N t n∈ = ≤ ≤I o  Rحال چون . 1
aکاهشی است، پس  = o . از اینرو( ) ( )

≠
=∑I o

ji i j
N N یعنی؛ ،{ }i i I

N
∈

  .مستقل است 

ر، را اساسی گویند، هرگاه اشتراك آن با هر ایدآل ناصف Rاز حلقه ي  Eآل اید. تعریف 1-25
  .ناصفر باشد

)باشد، در این صورت  Rیک ایدآل ناصفر در حلقه ي  Iاگر . لم 1-26 )I Ann I+  یا برابرR  
  .آن است Rاست یا یک ایدآل اساسی در

I فرض کنید .اثبات ann(I) R+ )اگر . باشد Rیک ایدآل ناصفر در  J و ≠ ) ( )J Ann I ≠I o ،
)آنگاه  )( ) ( )J I Ann I+ ≠I o . پس  فرض کنید( ) ( )=I oJ Ann I .بنابراین براي هر≠ ∈o x J 
≠ عنصر ∈o a I  وجود دارد کهax ≠ o . اما در این صورتax J I∈ I . لذا

( )( )ax J I Ann I∈ +I . از اینرو( )I Ann I+  یک ایدآل اساسی درR است.  
، ساکل آن حلقه نامیده شده، با R حلقه مجموع همه ي ایدآلهاي مینیمال .  تعریف 1-27
( )Soc R یعنی؛ نمایش داده می شود ،( ) i I iSoc R N∈= }که در آن  ⊕ }i i I

N
∈

خانواده ي همه  
  .است Rایدآلهاي مینیمال 

f:دو حلقه و  ′Rو  Rفرض کنید . تعریف 1-28 R R′→ در این . حلقه باشد ریختییک هم
)باشد، آنگاه  ′Rایدآلی از Jصورت اگر  )f J−1  همواره ایدآلی ازR  است که آنرا باJc  ،نمایش داده

  .می نامیم Jانقباض 
)اما . نیست ′Rلزوماً ایدآلی در    f(I)باشد،  Rایدآلی در  Iحال اگر  )R f I′ ل در یک ایدآR′ 

   :در واقع. می نامند I) توسیع(گسترش  و نمایش داده   Ie است که آنرا با
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( )( ) ( ) : , ,
n

e
i i i i

i

I f I x f a x R a I n
=

 ′= = ∈ ∈ ∈ 
 
∑ 

1
  

)باشد، آنگاه ′Rیک ایدآل اول در  P اگر بوضوح )cP f P−=  اما این. است Rنیز ایدآل اول در  1
 .است، صحیح نیست Rیک ایدآل اول در  Pکه  Pcمطلب براي 

  
  توپولوژي زاریسکی

   Xرا یک توپولوژي در  Xاز زیر مجموعه هاي مجموعه  τخانواده . تعریف 1-29
  .از سه خاصیت زیر بهره مند باشد τ اگر  ،گوییممی

1- ,X τ φ τ∈ ∈.  
}گاه هر -2 }Vα   خانواده دلخواهی از اعضايτ  باشد آنگاهU Vα α τ∈ .  
nVVVبراي عضوهاي  -3 ,...,, nداشته باشیم   τاز  21

n
i

v τ
=

∈I
1

.     
را مجموعه باز  τرا فضاي توپولوژیک و اعضاي  Xآنگاه  ،باشد Xیک توپولوژي در  τهرگاه 

  .می نامیم Xدر 
 Rدر این بخش با تعریفی مناسب از مجموعه هاي باز و بسته، مجموعه ایدآل هاي اول حلقه ي 

  طالعهخواص توپولوژیکی آن را م را به یک فضاي توپولوژیکی تبدیل می کنیم و
)همچنین مجموعه هاي . می کنیم  ) , ( )Max R Min Rرا به عنوان زیر فضا هایی از( )Spec R 

  .بررسی می کنیم
}می دانیم . یک حلقه باشد Rفرض کنیم  }R ≠ o  اگر و فقط اگر( )Spec R ≠ براي هر زیر . ∅

  :کنیمتعریف می  Rاز   Xمجموعه ي 
{ }( ) ( )V X P Spec R X P= ∈ ⊆  

}وقتی  }X a=دهیم، قرار می:                   { }( ) ( ) ( )V X V a P Spec R a P= = ∈ ∈  
Xبدیهی است که براي هر  R⊆  داریم( ) ( )a XV X V a∈= I .  

Iباشد، یعنی؛  Xایدآل تولید شده توسط مجموعه ي I اگر  .قضیه 1-30 X=< ، آنگاه <
( ) ( )V X V I=.  
Xچون . اثبات I⊆  پس( ) ( )V I V X⊆ . چنانچه( )P V X∈  پسX P⊆  و لذا

I X P=< X,به بیانی دیگر، چون . ⊇< X X P X< > ⊆ < > ⊆< >I  کوچکترین ایدآل شاملX 
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Xاست، پس  P X< > = < >I  و لذاX P< )، در نتیجه ⊇< )P V I∈  و بنابراین
( ) ( )V I V X= .  

)حال با تعریف مجموعه هاي بسته به صورت  )V I  براي هر ایدآلI  ازR یک توپولوژي روي ،
( )Spec R دهیمبراي این منظور قرار می. کنیمبر حسب مجموعه هاي بسته تعریف می:  
}IآلایدRاست { ( )=F V I.  
1(( ) ( ) , ( ) ( )Spec R V F V V R F= ∈ ∅ = = ∈o 1  
}اگر )2 }i i

A I∈  خانواده اي از ایدآلهايR  باشد، آنگاه( ) ( )i I i i I iV A V A F∈ ∈= ∈I U  
  .اثبات

( )
,

( ) ,
( )

∈ ∈

∈

∈ ⇔ ⊆

⇔ ⊆ ∀ ∈

⇔ ∈ ∀ ∈

⇔ ∈

U U

I

i I i i I i

i

i

i I i

P V A A P
A P i I
P V A i I
P V A

  

,...براي ایدآلهاي ) 3 nI I1  ازR داریم :( )= ∈1Un
i iV I F.  

)فرض کنیم . اثبات )n
i iP V I∈ =U }پس  ،1 },...,i n∈ )وجود دارد بطوریکه  1 )iP V I∈لذا  و

iI P⊆ این نتیجه می دهد  که= ⊆ ⊆1In
i i iI I P و لذا داریم( )=∈ 1In

i iP V I .اگر  برعکس؛
( )=∈ 1In

i iP V I آنگاه ،= ⊆1In
i iI P و لذا{ },...,∈ 1i n  وجود دارد بطوریکه

iI P⊆بنابراین( )iP V I∈  و در نتیجه( )n
i iP V I=∈U   :در واقع داریم. 1

( ) ( ) ( ... ).= == =1 1 1 2U In n
i i i i nV I V I V I I I  

در اصول موضوع فضاهاي توپولوژیکی تعریف شده بر حسب زیر مجموعه هاي بسته  Fبنابراین 
این توپولوژي را توپولوژي . دهدپایه اي براي مجموعه هاي بسته تشکیل می Fکند که صدق می

  .نامیمزاریسکی می
Xحال براي هر  R⊆ کنیم فرض می( )D X  متمم( )V X  در ( )Spec R باشد، یعنی؛  

{ }( ) ( ) ( ) ( )= − = ∈ ⊄D X Spec R V X P Spec R X P  
aو براي هر  R∈،( )D a  متمم( )V a درSpec(R) بطور مشابه وقتی . باشدX R⊆  داریم

( ) ( ) , ( ) ( )a XD X D a D X D X∈= = < >U.  
}. است Rایدآل  I{ :دهیمقرار می ( )H D I= . در این صورتH  از مجموعه هاي باز تشکیل
  :شده و داریم

1 (( ) ( ) , ( )Spec R D H D H= ∈ ∅ = ∈o1،  
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}اگر ) 2 }i i I
A

∈
  :باشد، آنگاه Rخانواده اي از ایدآلهاي  

 ( ) ( ) ( )
∈∈ ∈= = ∈∑U U

i Ii I i i i I iD A D A D A H .  
...اگر ) 3 nI I1  ایدآلهایی ازR  باشند، آنگاه:  

( ) ( ) ( ... )n n
i i i i nD I D I D I I I H= == = ∈I I1 1 1 2 .  

به عنوان پایه اي براي مجموعه هاي باز یک توپولوژي بر حسب مجموعه هاي باز  Hبنابراین 
  .است Hهر مجموعه ي باز اجتماعی از اعضاي . کندتعریف می RSpec)(روي 

Min(R), Max(R)   با توپولوژي القایی یک زیر فضا از)(RSpec  تشکیل  
وپولوژي زاریسکی به ترتیب طیف اول حلقه، را با ت  Min(R)و  Max(R) و Spec(R) .دهندمی

  .گوییمطیف ماکزیمال حلقه و طیف اول مینیمال حلقه می
پردازیم و نیز خواص حال به بررسی خواص مجموعه هاي باز و بسته توپولوژي زاریسکی می

  .کنیمتوپولوژیکی طیف هاي یک حلقه را بررسی می
  :ورتدر این ص. یک حلقه باشد Rفرض کنیم . لم 1-31

  :داریم Rاز حلقه ي  bو  aبراي هر دو عضو - 1
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )D a D b D ab V a V b V ab= =I U  

aبراي هر -2 R∈  و هرn ∈  داریم :( ) ( ) , ( ) ( )n nD a D a V a V a= =.  
aبراي هر -3 R∈ ،φ=)(aD  معادل یا به طور( ) ( )V a Spec R=  اگر و تنها اگر( )a Nil R∈، 

aبراي هر-4 R∈،( ) ( )D a Spec R=  یا به طور معادل( )V a = وارون  aاگر و تنها اگر  ∅
 پذیر باشد، 

Aاشند و ب Rزیر مجموعه هایی از  Bو  Aاگر -5 B⊆ آنگاه ، 
( ) ( ) , ( ) ( )D A D B V B V A⊆ ⊆. 

  . ساده است .اثبات
  باشد، آنگاه  Spec(R)زیر مجموعه ي بسته از  Fاگر . لم 1-32
Pبراي هر ) 1 F∈  داریم( )V P F⊆  
Pبراي هر ) 2 F∉  زیر مجموعه ي بسته اي از( )V P  شامل( )F V PI است، وجود دارد.  

  .اثبات
)در  Fچون ) 1 )Spec R  بسته است پس ایدآلI  ازR  وجود دارد چنانچه( )F V I= . در

Pصورتیکه  F∈  پسI P⊆لذا  و( ) ( )V P V I F⊆ =.  



 13

2 (P F∉ لذا I PØ . چونP P I⊆ )پس  + ) ( )V I P V P+ PVFQ)(فرض کنیم   .⊇ I∈ 
QIپس  QPو   ⊇ QPIلذا   .⊇ )( و در نتیجه +⊇ PIVQ مجموعه ي بسته ي  بنابراین .∋+

( )V I P+  شامل( )F V PI است.  
)باشد، آنگاه  Rایدآلی از حلقه  Iاگر  .قضیه 1-33 ) ( )V I V I=  به طور معادل یا و

( ) ( )D I D I=   
)از آنجا که .  اثبات )I I⊆  پس( ) ( )V I V I⊆ . برعکس طبق قضایاي قبل داریم

( )I V I=I  فرض کنیم( )Q V I∈ پس ،( )I V I Q= ⊆I  در نتیجه( )Q V I∈ . بنابراین
( ) ( )V I V I⊆ .  

  باشند، آنگاه  Rایدآلهاي از حلقه ي  Jو  Iاگر . قضیه 1-34
1 (( ) ( )V I V J=  یا به طور معادل( ) ( )D I D J=  اگر و تنها اگرI J=،  
2 (( ) ( )V J V I⊆  یا به طور معادل( ) ( )D I D J⊆  اگر و تنها اگرI J⊆ .  

   .اثبات
Iچنانچه ) 1  J= داریم  33-1، با استفاده از قضیه( ) ( ) ( ) ( )V I V I V J V J= = = .

)برعکس؛ چنانچه  ) ( )V I V J=  داریم( ) ( )I V I V J J= = =I I .  
Iدر صورتیکه ) 2  J⊆ پس ،( ) ( ) ( ) ( )= ⊆ =V J V J V I V I . برعکس؛ اگر

( ) ( )V J V I⊆ آنگاه ،( ) ( )I V I V J J= ⊆ =I I .  
)باید متذکر شد که از   ) ( )V I V J=  نمی توان نتیجه گرفت کهI J= . براي هر    چرا که

) داریم nو هر عدد طبیعی  Rاز  Iایدآل  ) ( )nV I V I= توان نتیجه گرفت که ولی نمیnI I=.  
)فرض کنیم  .قضیه1-35 )p Spec R∈ مجموعه ي ،{ }P  در( )Spec R  بسته است اگر و تنها
)اگر  )P Max R∈. 

}ماکزیمال باشد، آنگاه  Pاگر   .اثبات }( )V P P=  لذا{ }P برعکس؛ اگر . بسته است{ }P  بسته
}وجود دارد که  Rاز  Iباشد، آنگاه ایدآل  }( )V I P= .اگر P  ماکزیمال نباشد، ایدآل اولQ  وجود

Pدارد بطوریکه  Q⊂  لذا{ }Q P∈ که تناقض است.  
)حلقه اي موضعی باشد، آنگاه Rاگر . نتیجه1-36 )Spec R فقط یک زیر مجموعه بسته دارد. 

  .است 35-1نتیجه مستقیم  .اثبات
) ناصرع Qو  Pاگر . قضیه 1-37 )Spec R آنگاه  ،دنباش{ }PQ∈  اگر و تنها اگرQP ⊆ .  


