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چ΋یده

ثابت گیرد. ͳم قرار ͳبررس مورد متعدد های مثال ی ارائه با مقاوم آشوب مفهوم جا این در

مزودج هم با مقاوم آشوب با ͳکوهان Έی هموار های نگاشت خانواده Έی اعضای تمام شود ͳم

ͳکل طور به و نیست. برقرار مطلب این ͳکوهان چند های نگاشت مورد در اما هستند. Έتوپولوژی

است. چΎال ͳنوع های نگاشت خانواده در بودن هذلولوی

نیدینگ. ناوردای ، ͳکوهان Έی نگاشت ، Έتوپولوژی تزویج ، مقاوم آشوب واژ�ه�ها: کلید

ألف
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مقدمه

Έدینامی ͳبررس با . دهد ͳم رخ ͳ΋دینامی های سیستم از بسیاری در که است ای پدیده آشوب

اولین برای آشوب اصطلاح نمود. ͳبررس آن در را پدیده این دادن رخ ام΋ان توان ͳم سیستم Έی

ارائه آشوب برای ͳمختلف تعاریف آن از پس شد.[٩] ͳمعرف Y orke و Li توسط ،١٩٧۵ سال در بار

گیرد.[۴] ͳم قرار استفاده مورد بسیاری تحقیقات در آشوب از ͳدوین تعریف شد.

ها خانواده این از ͳبرخ در است مم΋ن ، بپردازیم ها نگاشت از دینامیΈیΈخانواده ͳبررس به اگر

،ͳΎهمسای آن در پارامتر هر ازای به خانواده، این پارامتر فضای از ͳΎهمسایΈی در شود، مشاهده

نگاشت از خانواده این در آشوب بازه، آن در دیΎر عبارت به هستند. آشوبناک همچنان ها نگاشت

است[١]. مقاوم ها

شد زده حدس مقاله همان در شد[٣]. مطرح ١٩٩٨ سال در بار اولین برای مقاوم آشوب اصطلاح

از خانواده Έی از ͳمثال [١] در اما دهد. ͳنم رخ هموار های نگاشت خانواده روی مقاوم آشوب

برای ͳکل مولد Έی توانستند همچنین هستند. مقاوم آشوب دارای که شد ارائه هموار های نگاشت

که است این سازد ͳم مشغول خود به را ذهن ادامه در چه آن کنند.[٢]. ͳمعرف هایی خانواده چنین

هستند؟ Έتوپولوژی مزدوج هم با مقاوم، آشوب با خانواده Έی های نگاشت تمام آیا

سوال این ͳبررس به دید، خواهید متن در که هایی مثال ͳبررس از پس [۵] در V.Strien و Demelo

پردازیم. ͳم آن بیان به جا این در که پرداختند

مبحث به ورود ی زمینه آشوبناک، های نگاشت ͳبرخ به ͳنگاه و آشوب تعریف با نخست فصل در

با ͳ΋دینامی های سیستم های خانواده از ͳبرخ ͳبررس به دوم فصل در نماییم. ͳم فراهم را ͳاصل

دهیم[١]. ارائه مقاوم آشوب با ها نگاشت از ای خانواده کنیم ͳم تلاش و پرداخته مقاوم آشوب

تزویج وجود ͳیعن ،ͳاساس سؤال Έی ͳبررس به مقاوم آشوب بر قضایایی ی ارائه با سوم فصل در

دیدی از چهارم فصل در نهایت در و پردازیم[۵]. ͳم ها خانواده این های نگاشت میان ͳ΋توپولوژی

بودن هذلولوی گیریم ͳم نتیجه قضایایی ی ارائه با و نگریم ͳم ͳ΋دینامی های سیستم به تر ͳکل

.[٨] و [٧] ،[۶] است[۵]، چΎال ͳ΋دینامی های سیستم در

ج



١ فصل

آشوب



تعاریف ١.١
ثابت: ی نقطه تعریف١.١

.f : I −→ I و I = [٠,١] کنید فرض
کند. ͳم صدق f(x٠) = x٠ شرط در x٠ ثابت ی نقطه

.fn(x٠) = x٠ ترتیب همین به و f٢(x٠) = f(f(x٠)) = f(x٠) = x٠ که باشید داشته توجه

شود. ͳم داده نمایش x٠, x٠, . . ثابت. ی دنباله Έی توسط معادل ثابت ی نقطه Έی مدار بنابراین
هستند. f(x) = x٢ نگاشت ثابت نقاط ٠,١ نقاط مثلا

تناوبی: ی نقطه تعریف٢.١
کوچ΋ترین .n > ٠ Έی برای fn(x٠) = x٠ هرگاه است است تناوبی ی نقطه Έی x٠ ی نقطه

شود. ͳم نامیده اولیه تناوب کند صدق شرط این در که nای
دنباله x٠ مدار گاه آن باشد n تناوب دوره از تناوبی ی نقطه x٠ ی نقطه اگر که باشید داشته توجه
x = ٠ مثال عنوان به بود. خواهد x٠, f(x٠), . . . , f

n−١(x٠), x٠, f(x٠), . . . نقاط از تکراری ی
صورت به آن مدار و باشد ͳم تناوب٢ دوره از تناوبی ی نقطه Έی f(x) = x٢ − ١ نگاشت برای

بود. خواهد ١−,١,٠−,٠, . . .

f(x) = نگاشت مثلا بود. خواهد مش΋ل بسیار نگاشت Έی برای تناوبی نقاط یافتن ͳکل طور به
حل به ͳبایست نگاشت این ۵ تناوب دوره با تناوبی نقاط یافتن برای بΎیرید. نظر در را x٢ − ٢

خواهد ٢۵ = ٣٢ ی درجه از ای جمله چند Έی معادله این بپردازیم. f۵(x) − x = ٠ ی معادله
بود. خواهد نامم΋ن ای معادله چنین دقیق حل که بود

دوره نیز nk و . . . و ٢k باشد، k تناوب دوره دارای x٠ تناوبی ی نقطه اگر که باشید داشته توجه
بود. خواهند x٠ تناوب های

دارای گیرد ͳم قرار x٠ مدار در که دیΎری ی نقطه هر گاه آن باشد k ،x٠ تناوب دوره اگر همچنین
بود. خواهد k تناوب دوره

٢



،O+(x) = x, f(x), f٢(x), . . نقاط. مجموعه باشد. ͳهمسانریختΈی f فرضکنید تعریف٣.١
شود. ͳم نامیده x پیشرو مدار

باشد. ͳم x پسرو مدار O−(x) = x, f−١(x), f−٢(x), . . .

صورت Y orke و Liتوسط ١٩٧۵ سال در ابتدا ͳ΋دینامی های سیستم در آشوب ی کلمه از استفاده
تناوب دوره با تناوبی نقطه دارای ͳحقیق رویخط f ی پیوسته تابع اگر دادند نشان ها آن گرفت[٩].
داریم: ،p ̸= q که p, q ∈ S هر ازای به که دارد وجود f تحت S ناوردای ی مجموعه آنگاه باشد، ٣

lim supn−→∞ |fn(p)− fn(q)| > ٠, lim infn−→∞ |fn(p)− fn(q)| = ٠

نامیدند. آشوبناک را بودند بالا خاصیت دارای که هایی نگاشت و
داد. ارائه آشوب از ͳدوین که بود خواهیم ͳتعریف رو دنباله ما اما

هرگاه بود آشوبناکخواهد f : V −→ Vنگاشت باشد. یΈمجموعه V فرضکنید تعریف١.۴
:

باشد. اولیه شرایط به حساس ͳوابستگ دارای f −١

باشد. Έتوپولوژی ترایای f −٢

باشند. چΎال V روی f تناوبی نقاط −٣

بتوان هرگاه است اولیه شرایط به حساس ͳوابستگ دارای f : J −→ J نگاشت تعریف١.۵
همان در y نقطه Έی بتوان آن، از ͳΎهمسای هر و x ∈ J هر برای که یافت ای گونه به δ > ٠

که یافت n>o Έی و ͳΎهمسای

|fn(x)− fn(y)| > δ

تکرارهای تحت سرانجام x ͳ΋نزدی در ͳنقاط هرگاه دارد اولیه شرایط به حساس ͳوابستگ f واق΄ در
تحت x ͳ΋نزدی در ای نقطه هر نیست لازم شوند. دور x متناظر تکرار از δ اندازه به حداقل ͳمتوال

٣



شرایط این با نقطه Έی حداقل ،x از ͳΎهمسای هر در ͳبایست اما شود دور x متناظر تکرار از تکرار
شود. یافت

مجموعه دو هر ازای به هرگاه بود خواهد Έتوپولوژی ترایای f : J −→ J نگاشت تعریف١.۶
.fk(U) ∩ V ̸= ϕ که شود یافت ای گونه به k > ٠ عدد ،U, V ⊂ J باز ی

Έی از تکرار تحت که است ͳنقاط دارای ،Έتوپولوژی متعدی نگاشت Έی مستقیم طور به
به Έتفکی قابل ͳ΋دینامی سیستم این ادامه در و کنند ͳم حرکت دیΎر ͳΎهمسای به ͳΎهمسای

باشد. ͳنم هستند، ناوردا نگاشت تحت که مجزا باز ی مجموعه دو

است. آشوبناک
f : S١ −→ S١

f(θ) = ٢θ
نگاشت ٧.١ مثال

دو تکرار هر تحت نقطه دو هر بین ی فاصله پیداست، نگاشت ی ضابطه از که همانگونه −١

دارد. اولیه شرایط به حساس ͳوابستگ f بنابراین شود. ͳم برابر

کل ،fk تکرار تحت سرانجام S١ ی دایره در Έکوچ کمان هر که کنید ͳم مشاهده −٢

ترایای f پس بΎیرد. بر در هم را دیΎری کمان هر که است ͳطبیع و گیرد ͳم فرا را S١ ی دایره
هست. نیز Έتوپولوژی

تناوبی ی نقطه Έی حداقل ،δ طول به Έکوچ دلخواه ی بازه هر در دهیم نشان ͳبایست −٣
ͳکاف قدر به n انتخاب با باشد. ͳم θ = ٢kπ٢n − ١ ،fn(θ) = θ ی معادله ریشه دارد. وجود
ازای به که چرا شد خواهد یافت ϵ طول به بازه هر داخل تناوبی ی نقطه Έی حداقل حتما بزرگ،
کنیم ͳم انتخاب ای گونه به را n لذا گرفت. خواهند قرار دایره محیط روی نقطه ٢n − ١ ،n هر

که

٢n − ١ > ٢πϵ

٢n > ٢πϵ+ ١

n > log٢)٢πϵ+ ١)

مزدوج g و f گوییم باشند. نگاشت دو g : B −→ B و f : A −→ A کنید فرض تعریف٨.١
.hof = goh که ای گونه به باشد موجود h : A −→ B ͳهمسانریختΈی هرگاه توپولوژیΈهستند

۴



شود. ͳم نامیده Έتوپولوژی تزویج Έی h ͳهمسانریخت

تعداد دارای هستند. ی΋سان Έدینامی دارای هستند Έتوپولوژی مزدوج که هایی نگاشت
هستند. . . . و تناوبی مجانبا و تناوبی مدارهای تناوبی، و ثابت نقاط ی΋سان

A
f−−−→ A

h

y yh

B
g−−−→ B

(١.١)

۵



بΎیرید. نظر در را ۴ پارامتر با Έلاجستی نگاشت ٩.١ مثال

F۴ : [٠,١] −→ [٠,١]

F۴(x) = ۴x(١− x)

F۴(x) = ۴x(١− x) :١.١ ش΋ل

است. آشوبناک I = [٠,١] روی نگاشت این

بΎیرید. نظر در را
g : S١ −→ S١

g(θ) = ٢θ
نگاشت

نگاشت سپس

h١ : S
١ −→ [−١,١]

h١(θ) = cos θ

دهید قرار و بΎیرید نظر در را

q(x) : [−١,١] −→ [−١,١]

q(x) = ٢t٢ − ١

داریم که بینید ͳم آنگاه

h١og(θ) = cos(٢θ) = ٢ cos٢ θ − ١ = qoh١(θ)

۶



نمودار و سازد ͳم مرتبط ی΋دیΎر با را q و g ،h١ که کنید ͳم مشاهده

S١ g−−−→ S١

h١

y yh١

[−١,١] q−−−→ [−١,١]

(٢.١)

باشد. ͳم جابجایی

نگاشت حال

h٢ : [−١,١] −→ [٠,١]

h٢(t) =
١
١)٢− t)

بΎیرید. نظر در را
داریم که بینید ͳم

F۴oh٢(t) = ۴(١)١٢− t))(١− (١)١٢− t)) = (١− t)(١+ t) = ١− t٢

h٢oq(t) = h٢)٢t٢ − ١) = ١
١)٢− (٢t٢ − ١)) = ١− t٢

نمودار و سازد ͳم مرتبط ی΋دیΎر با را F۴ و q ،h٢ بینید ͳم که طور همین

[−١,١] q−−−→ [−١,١]

h٢

y yh٢

[٠,١] F۴−−−→ [٠,١]

(٣.١)

باشد. ͳم جابجایی نیز

نمودار نهایت در و

S١ g−−−→ S١

h١

y yh١

[−١,١] q−−−→ [−١,١]

h٢

y yh٢

[٠,١] F۴−−−→ [٠,١]

(۴.١)

٧



بود. خواهد جابجایی
دارد. اولیه شرایط به حساس ͳوابستگ F۴ −١

کمان Έی ،x ∈ I از U ͳΎهمسای هر برای است، پیوسته h٢oh١(x) که آنجا از باشید داشته توجه
پوشاست، h٢oh١(x) که آنجا از پوشاند. ͳم را S١ تمام ،gn(Û) که ای گونه به دارد وجود S١ در Û
حداقل که دارند وجود x از ͳΎهمسای هر در ͳنقاط بنابراین پوشاند. ͳم را I ی بازه کل نیز F۴(U)

شوند. دور x مدار در متناظر نقطه از F n
۴ تحت δ = ١

٢ ی اندازه به

است. Έتوپولوژی ترایای F۴ −٢

انتخاب ای گونه به S١ از را V̂ و Û باز های کمان توان ͳم،I در V و U باز ی مجموعه دو هر برای
gk(Û) ∩ V̂ ̸= ϕ که شود ͳم یافت ای k که آنجا از بروند. V و U به h٢oh١(x) تحت که نمود

داشت خواهیم نتیجه در

F k
n ∩ V ̸= ϕ

بود. خواهد چΎال I در نیز F۴ تناوبی نقاط هستند، چΎال S١ در g تناوبی نقاط که آنجا از −٣
g و F۴ Έتوپولوژی تزویج از توان ͳم نمودار طبق که شود مطرح سؤال این ابتدا در است مم΋ن
ͳهمسانریخت و نیست Έی به Έی h١ بینید ͳم که همانگونه اما گرفت. نتیجه را F۴ بودن آشوبناک

است. Έتوپولوژی مزدوج نگاشت دو این بΎیریم نتیجه که شود ͳم این از مان΄ h٢oh١ نبودن

٨



٢ فصل

مقاوم آشوب



به مفهوم این برای که ͳتعریف شد. مطرح مقاوم آشوب مفهوم ١٩٩٨ سال در بار اولین برای
فضای از ͳΎهمسای Έی در رباینده Έی از بیش و تناوبی های پنجره وجود عدم شد، برده کار
پارامتر فضای در ͳΎهمسای Έی ها، نگاشت از خانواده Έی در بتوان که معنا بدین بود. پارامتر

بماند. ͳباق آشوبناک نگاشت ،ͳΎهمسای این در پارامتر هر ازای به که یافت آن

تعاریف ١.٢
ای تله ی ناحیه N باشد. بسته ی مجموعه Έی N ⊂ Rn ی مجموعه کنید فرض تعریف١.٢

.f(N) ⊂ int(N) اگر است f نگاشت
بنابراین است. بسته نیز fn(N) ی مجموعه n هر برای لذا .f(N) ⊂ N و است بسته f(N)

Λ =
∩

n≥٠ f
n(N)

است. بسته
ماند. ͳم ͳباق N در ها آن پسرو و پیشرو مدار هموار تکرار، هر تحت که است ͳنقاط مجموعه Λ

دارد. نام رباینده Έی Λ

پارامترش فضای در ͳΎهمسای Έی گاه هر است مقاوم آشوبناک رباینده Έی گوییم تعریف٢.٢
آشوبناک ی رباینده و باشد نداشته وجود ای تناوبی ی رباینده هیچ ͳΎهمسای این در که باشد موجود

باشد. فرد به منحصر ͳΎهمسای این در

با اما باشد. ͳم آشوب دارای ۴ پارامتر با Έلاجستی هموار نگاشت نمودید، مشاهده که طور همان
رفت. خواهد بین از I ی بازه روی آشوب ۴ از بزرگتر مقادیر برای پارامتر، این در ͳ΋کوچ تغییر

نیست. مقاوم ها نگاشت ار خانواده این در آشوب دیΎر عبارت به

١٠



شوارتزی: مشتق تعریف٣.٢
صورت به x در f شوارتزی مشتق باشد. Df(x) ̸= ٠ و C٣ نگاشت Έی f : I −→ I کنید فرض

شود. ͳم تعریف زیر

Sf(x) = D٣f(x)Df(x)− ٣
٢(D

٢f(x)Df(x))٢

بΎیرید. نظر در را ۴ پارامتر با Έلاجستی تابع مثال برای

SF۴(x) = −۶(١− ٢x)٢ < ٠

و ͳحقیق P ′(x) های ریشه تمام اگر باشد. ای جمله چند Έی P (x) کنید فرض ۴.٢ گزاره
.SP (x) < ٠ گاه آن باشند متمایز

گاه آن هستند. ͳحقیق و متمایز ها ai که باشد P ′(x) =
∏N

i=١(x− ai) کنید فرض

P ′′(x) =
∑N

j=١ P
′(x)x− aj =

∑N
j=١

∏N
i=١(x− ai)x− aj

P ′′′(x) =
∑N

j=١
∑N

j ̸=k=١
∏N

i=١(x− ai)(x− aj)(x− ak)

داشت خواهیم بنابراین

SP (x) =
∑

j ̸=k ١(x− aj)(x− ak)− ٣
٢(
∑N

j=١ ١x− aj)
٢

= −١
٢
∑N

j=١)١x− aj)
٢ − (

∑N
j=١ ١x− aj)

٢ < ٠.

Sf < ٠ اگر .Dg(x) ̸= ٠ و Df(x) ̸= ٠ و باشند C٣ نگاشت دو g و f کنید فرض ۵.٢ گزاره
.S(fog) < ٠ گاه آن باشند Sg < ٠ و

داشت خواهیم سوم و دوم مشتقات ی محاسبه در زنجیری ی قاعده بردن کار به با

(fog)′′(x) = f ′′(g(x)).(g′(x))٢ + f ′(g(x)).g′′(x).

(fog)′′′(x) = f ′′′(g(x)).(g′(x))٣ + ٣f ′′(g(x)).g′′(x)g′(x) + f ′(g(x)).g′′′(x)

.Sfn < ٠ گاه آن Sf < ٠ اگر که است این گرفت توان ͳم بالا ی گزاره از که ای نتیجه ترین مهم

سینگر: قضیه ۶.٢ قضیه
ی پهنه صورت این در باشد. ͳمنف شوارتزی مشتق با C٣ نگاشت Έی f : I −→ I کنید فرض
مرزی نقطه Έی یا و f نگاشت از ͳبحران ی نقطه Έی شامل تناوبی ی رباینده هر بلافصل جذب

باشد. ͳم I ی بازه از

١١



در I مرزی ی نقطه Έی که باشد n تناوب دوره با جاذب تناوبی ی نقطه Έی p کنید فرض
قرار آن در p که باشد جذب ی پهنه از همبندی ی مولفه T و دارد قرار آن بلافصل جذب ی پهنه
داریم کند ͳنم جذب را I مرزی نقاط از ͳ΋ی p که آنجا از و fn(T ) ⊂ T صورت این در دارد.
ازای به صورت این در Dfn(x) = ٠ که طوری به باشد داشته وجود x ∈ T اگر .fn(∂T ) ⊂ ∂T

ی پهنه که دارد تعلق f j(T ) به که باشد ͳم ͳبحران ی نقطه Έی f j(x) ،٠ ≤ j ≤ n− ١ ،j Έی
شود. ͳم اثبات حالت این برای قضیه و باشد ͳم بازه این شامل f j(p) بلافصل جذب

،x ∈ T هر اگربرای m = n دهید قرار .Dfn(x) ̸= ٠،x ∈ T هر برای کنید فرض حال
پهنه از مولفه Έی T که جا آن از .Dfn(x) < ٠ x ∈ T هر برای اگر m = ٢n و Dfn(x) > ٠

برای و Dfm(x) > ٠ ،x ∈ T هر برای و Dfm(T ) = T داشت خواهیم باشد ͳم O(p) جذب ی
Έی x اینصورت غیر در زیرا Dfm(x) ≥ ١ گاه آن باشد x ∈ ∂T (اگر .fm(x) = x ،x ∈ ∂T

باشیم داشته باید x ∈ T هر ازای به نیمم، ͳم اصل به توجه با بود). خواهد دوطرفه ی رباینده
p مدار بلافصل جذب ی پهنه در پس .Dfm(p) < ١ زیرا است مم΋ن غیر که .Dfm(x) > ١

باشد. داشته وجود ͳبحران ی نقطه Έی ͳبایست

نیمم. ͳم اصل
هر برای اگر باشد. ͳمنف شوارتزی مشتق با نگاشت Έی f : T −→ R و T = [a, b] کنید فرض

داریم (a, b) در x هر برای گاه آن باشد Df(x) ̸= ٠ ،x ∈ T

|Dfn(x)| > min{|Dfn(a)|, Dfn(b)|}

حداکثر f سینگر ی قضیه به بنا باشد ͳبحران ی نقطه n دارای f اگر باشد. Sf < ٠ کنید فرض
نگاشت که داد نشان توان ͳم بالا ی نکته از استفاده با بود. جاذبخواهد تناوبی مدار n+دارای٢
باشد[۴]. جاذب تناوبی یΈمدار دارای حداکثر تواند ͳم µ هر برای ،Fµ = µx(١−x)Έلاجستی

ͳ΋دینامی سیستم ثابت نقاط بودن پایدار باشد. پذیر مشتق تابع Έی f : I −→ I کنید فرض
نگاشت ثابت ی نقطه Έی x١ اگر مثال برای باشد. ͳم f نگاشت مشتقات تاثیر تحت کاملا (f, t)

ͳمتوال تکرارهای تحت x١ ͳ΋نزدی در x ی نقطه هر مدار گاه آن ،f ′(x١) = a > ١ و باشد f
شود. ͳم دور x١ مدار از سرانجام

تکرار kامین مشتقات ͳبایست جا این در بΎیرید. نظر در را k تناوب دوره با p تناوبی ی نقطه حال
حاصلضرب با است برابر زنجیری ی قاعده از استفاده با که بΎیرید نظر در p ی نقطه در را نگاشت
گاه آن باشد. A > ١ با برابر مشتقات این حاصلضرب کنید فرض .p مدار از نقطه k مشتقات
ی اندازه به x١ ی نقطه از تکرار k تحت حداقل x١ تناوبی ی نقطه ͳΎهمسای در x نقطه هر مدار
ͳم دور x١ از A

١
k ی اندازه به x مدار تکرار هر تحت زد تخمین توان ͳم واق΄ در شود. ͳم دور A

١٢



شود.
تخمین برای لیاپانوف عدد پردازیم. ͳم لیاپانوف نمای ی ارائه به عددی مقدار این از استفاده برای
نمای و رود ͳم ب΋ار دارد قرار x١ ͳΎهمسای در x که x١ مدار از x مدار نقاط ی فاصله میانگین

باشد. ͳم عدد این لΎاریتم لیاپانوف
ی فاصله که معناست بدان این باشد ٢ نقطه Έی مدار برای نگاشت Έی لیاپانوف عدد اگر مثلا
شود. ͳم برابر دو میانگین طور به تکرار هر تحت آن ͳΎهمسای در x ی نقطه مدار و x١ مدار میان

داریم k تناوب دوره از x١ ی نقطه برای ͳیعن

|(fk)′(xi)| = |f ′(x١)||f ′(x٢)| . . . |f ′(xk)| = ٢k

شرایط به ها آن حساس ͳوابستگ آشوبناک، مدارهای های خاصیت از ͳ΋ی دانید ͳم که طور همان
است مداری آشوبناک مدار Έی بΎوییم توانیم ͳم شد، ذکر بالا در چه آن به توجه با است. اولیه

باشد. مثبت آن لیاپانوف نمای و نشود جذب تناوبی ی نقطه Έی به که
پردازیم. ͳم لیاپانوف نمای دقیق تعریف ی ارائه به حال

لیاپانوف نمای x٠ ∈ R هر برای باشد. C١ نگاشت Έی f : R −→ R کنید فرض تعریف٧.٢
شود: ͳم تعریف زیر صورت به λ(x٠) علامت با ،x٠

lim sup
n−→∞

١
n
log(|(fn)′(x٠)|)

با است برابر زنجیری ی قاعده به بنا که
lim sup
n−→∞

١
n
Σ∞

n=٠ log(|f ′(xj)|), xj = f j(x٠)

ها مثال ٢.٢

بΎیرید: نظر در را خیمه نگاشت ٨.٢ مثال

T٢(x) =

 ٢x ٠ ≤ x ≤ ١
٢

١)٢− x) ١
٢ ≤ x ≤ ١

است. نشده تعریف λ(x٠) آنگاه xj = T j
٢(x٠) = ١٢ ،j Έی ازای به که باشد ای نقطه x٠ اگر

ازای به ،x٠ ∈ [٠,١] نقاط دیΎر برای و میدهند تش΋یل را شمارا ی مجموعه Έی ͳنقاط چنین که
بود. خواهد log(٢) با برابر نقاط این تمام لیاپانوف نمای لذا .|f ′(xj)| = ٢ ،j هر
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خیمه نگاشت :١.٢ ش΋ل

بΎیرید. نظر در را ۴ پارامتر با Έلاجستی نگاشت ٩.٢ مثال

F۴(x) = ۴x(١− x)

،j Έی برای xj = F j
۴(x٠) = ١٢ که x٠ ∈ I نقاط از دسته آن برای

log |F ′
۴(xj)| = log |F ′

۴(
١
٢)| = log(٠) = −∞

بود. خواهد λ(x٠) = −∞ نقاط این در لذا
ͳ΋توپولوژی تزویج از رسید، نخواهند ١ یا ٠ مقادیر به گاه هیچ که x٠ ∈ I نقاط از دسته آن برای
از کنیم. ͳم استفاده آید ͳم دست به h(y) = sin٢(πy٢ ) ͳهمسانریخت با که خیمه نگاشت با نگاشت
که یافت ای گونه به را K > ٠ توان ͳم بنابراین است، پذیر مشتق ͳنگاشت [٠,١] روی h که آنجا
.h′(y) > ٠ داریم (٠,١) باز ی بازه در همچنین .|h′(y)| < K باشیم داشته y ∈ [٠,١] هر برای
داریم h(y) ∈ [δ,١ − δ] هر برای که دارد وجود ای گونه به Kδ کران δ > ٠ هر برای پس

داشت خواهیم x٠ برای لذا . kδ < |h′(y)|

λ(x٠) = lim supn−→∞ ١n log(|(F n
۴ )

′(x٠)|)

= lim supn−→∞ ١n log(|(hoT noh−١)′(x٠)|)

= lim supn−→∞ ١n[log(|h′(yn)|) + log(|(T n)′(y)|) + log(|(h−١)′(x٠)|)]

≤ lim supn−→∞ ١n(log(k) + n log(٢) + (h−١)′(x٠))

= log(٢)

انتخاب ای گونه به را nj صحیح اعداد از دنباله Έی توانیم ͳم ها، دنباله این برای دیΎر طرف از
y٠ = h−١(x٠) دادن قرار با گاه آن باشد. xnj

∈ [δ,١−δ] و کند میل نهایت بی سمت به که نماییم

١۴


