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به: تقدیم

عزیزم مادر و پدر



قدردانͬ

ریاضͬ و آراست عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

که بͽیرد فاصله فانͬ دنیای این از کمͬ آدمͬ عقل شاید تا آفرید را

عاਖॿیدیࢂ঻ඟبایدساࣾتوزৗوآدਗی آدਗیభعاॿم਩༙یਖ৶ی�آیدଘد॥ت
دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه حیدری، محمدتقͬ

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این

فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که رضایͬ حمید دکتر آقای جناب از

امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و

دارم. را

پاسداری محبوبه

١٣٩٢ شهریور



چͺیده

که: است سوال این معادل هیلبرت، فضای عملͽرهای برای (ISP ) پایا زیرفضای مساله�ی

هذلولوی خودریختͬ�های بوسیله�ی H۲ هاردی فضای روی القایͬ ترکیبͬ عملͽرهای برای آیا

بردار ͷی بوسیله آمده (پدید است؟ بعدی ͷی ناصفر، مینیمال زیرفضای هر واحد، ͷدیس از

ویژه)

آنها ساده اثبات�های و ضعیف فرضیه�های شده، شناخته نتیجه�های بعضͬ نامه پایان این در

مͬ�دهیم: نشان همچنین و مͬ�کنیم بازگو را

واحد دایره�ی مرز روی باید دو (هر باشد β و αثابت نقاط با هذلولوی خودریختͬ ͷی φ اگر

f توسط تولیدشده دوری زیرفضای Cφـ ،f ∈
√

(z − α)(z − β)H۲ هر برای پس باشد)

است. مستقل ویژه�ی بردار تعدادی شامل

در را واحد دایره�ی ،(σP (Cφ |Df
زیرفضا(( آن به Cφ تحدید نقطه�ای طیف دقیقتر، طور به

است. هذلولوی ،Cφ تحدید این همچنین مͬ�کند، قطع مثبت اندازه�ی از مجموعه ͷی

عملͽر نقطه�ای طیف ،p > ۲ بعضͬ برای f ∈
√

(z − α)(z − β)Hp قویتر تحدید تحت

است. مبدا مرکز به باز طوق ͷی شامل تحدیدشده،
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١ فصل

مقدماتͬ مباحث و تعاریف

مساله�ی و H۲ هاردی فضای روی ترکیبͬ عملͽرهای از تاریخچه�ای ابتدا فصل این در

مͬ�پردازیم. هاردی تعریففضای و تعاریفمقدماتͬ به سپس و مͬ�کنیم بیان را پایا زیرفضای

مقدمه ١�١

از جالب مجموعه�ی ͷی ،٣ وینتروب و ٢ روزنتهال ،١ نوردگرین پیش، سال ٢٠ از بیش

یعنͬ ”ISP” ساختند. پایا زیرفضای مساله�ی و H۲ هاردی فضای روی ترکیبͬ عملͽرهای

به دارد.(عملͽر ناصفر پایای زیرفضای ͷی جداشدنͬ، هیلبرت فضای روی عملͽر هر آیا

مͬ�باشد) بسته خطͬ منیفلد معنͬ به زیرفضا است، کراندار خطͬ عملͽر معنͬ

کردند: ثابت وینتروب و روزنتهال نوردگرین،

بوسیله�ی القاشده ترکیبͬ عملͽر Cφ و U باز واحد ͷدیس از هذلولوی خودریختͬ ͷی φ اگر

آنͽاه باشد، H۲ هاردی فضای روی φ

ͷی ،Cφ ناصفر مینیمال پایای زیرفضای هر اگر تنها و اگر دارد مشخص جواب ͷی ”ISP”

باشد. بعدی

Nordgren١

Rosenthal٢

Wintrobe٣



٢ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

فضای T عملͽر از V ناصفر مینیمال پایای زیرفضای هر برای مͬ�شود، دیده آسانͬ به

تولیدشده�ی فضای که معنͬ این به است. دوری ،x ∈ V غیرصفر بردار هر هیلبرت،

ͷی این باشد، معͺوس�پذیر T اگر بعلاوه است. چͽال V در {T nx : n = ۰,۱,۲, ...}

است. V بر تحدید

۰ ̸= x ∈ برای و T از ناصفر مینیمال پایای زیرفضای ͷی V و معͺوس�پذیر T برای بنابراین

: V

V = span{T nx : n = ۰,۱,۲, ...} = span{T nx : n ∈ Z}

،φ هذلولوی خودریختͬ برای که مͬ�کند پیشنهاد وینتروب و روزنتهال نوردگرین، نتیجه�ی

میͽذارد. تاثیر Cφ | Df عملͽر خصوصیات بر چͽونه ،H۲\{۰} در f تابع ویژگیهای

Df := span{Cφnf : n ∈ Z} = span{foφn : n ∈ Z}) (۱− ۱)

ادامه، در است. غیرتهͬ ، Cφ | Df عملͽر نقطه�ای طیف موقع چه که سوال این روی تاکید با

ترکیبͬ عملͽرهای برای مینیمال پایای زیرفضاهای روی جالب نتایجͬ ماتاچه[۴]، والنتین

زیرفضای ͷی اگر که کرد اثبات او مثال برای آورده، بدست هذلولوی خودریختͬ�های القایͬ

نقاط از ͷی هیچ در آنͽاه باشد، داشته ͷی از بزرگتر بعدی عملͽری، چنین برای مینیمال پایای

باشند(از غیرصفر و پیوسته نمͬ�توانند زیرفضا این غیرصفر عضوهای از هیچͺدام ،φ ثابت

مرز روی لزوما آن ثابت نقاط است، واحد ͷدیس از هذلولوی خودریختͬ ͷی φ که آنجایͬ

مͬ�گیرد) قرار واحد دایره�ی

کرد: اثبات Cφ ترکیبͬ عملͽر برای را زیر نتیجه�های چͺلیر[٣] ویتالͬ بعد، سال چندین

به دیͽر ثابت نقاط در و باشد کراندار φ از ثابت نقطه ͷی ͬͺنزدی در f ∈ H۲\{۰} اگر

مͬ�باشد. مبدا مرکز به باز طوق ͷی شامل ،Cφ |Df
نقطه�ای طیف آنͽاه کند میل صفر

آورد. بدست شرایط تحدید تحت مشابهͬ نتایج ماتاچه بعدا،

ماتاچه و چͺلیر کار سوم و دوم فصل در اول، فصل در اثبات تعدادی از بعد نامه پایان این در

نمونه مͬ�کنیم.برای بررسͬ دادند نشان را قویتر نتیجه�های از ساده�تر اثبات�های که



٣ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

: ( ∂U روی (لزوما β و α ثابت نقاط با U از φ هذلولوی خودریختͬ برای

ͷی در را واحد دایره�ی ،σP (Cφ | Df ) آنͽاه f ∈
√

(z − α)(z − β)H۲\{۰} اگر (a)

مͬ�کند. قطع مثبت، اندازه�ی از مجموعه

شامل ،σp(Cφ | Df ) آنͽاه ،p > ۲ بعضͬ برای f ∈
√
(z − α)(z − β)Hp\{۰} اگر (b)

مͬ�باشد. مبدا مرکز به باز طوق ͷی

پیش�نیازها ٢�١

d حقیقͬ تابع باشد، ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X کنیم فرض متری: فضاهای .١�٢�١ تعریف

داشته z, y, z ∈ X هر برای هرگاه نامیم، X روی متر ͷی را X ×X بر شده تعریف نامنفͬ

باشیم:

x = y اگر وتنها اگر d(x, y) = ۰ و d(x, y) ≥ ۰ (الف)

d(x, y) = d(y, x) (ب)

مثلثͬ) نابرابری )d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (پ)

مͬ�دهیم. نشان (X, d) با را آن و نامیده، متری فضای ͷی را d متر با X مجموعه�ی

V زیرفضای ͷی را V برداری فضای از M زیرمجموعه . ( ۴ زیرفضا ) .٢�٢�١ تعریف

برداری فضای ͷی خود V در شده تعریف اسͺالر ضرب و جمع به نسبت M اگر مͬ�نامیم

وقت هر که است این باشد زیرفضا ͷی M ⊂ V آن�که برای کافͬ و لازم شرط باشد.

.αx ∈M,x+ y ∈M آن�گاه، باشد اسͺالر α و x, y ∈M

Hزیرفضایͬ بسته زیرفضای باشد، هم برداری X،یͷفضای متری اگرفضای .٣�٢�تعریف١

باشد. بسته مجموعه�ی H متر وسیله�ی به شده القا توپولوژی به نسبت که است

مانند تابعͬ نیم�نرم ͷی باشد، F میدان روی برداری فضای ͷی X اگر .۴�٢�١ تعریف

مͬ�باشد. زیر خواص دارای که است p : X −→ [۰,∞)

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) داریم X در x و y هر برای (الف)

Subspace۴



۴ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

p(αx) = |α|p(x) داریم: α ∈ F و x ∈ X هر برای (ب)

p(۰) = (ج)۰

∥.∥ : X −→ R و مختلط یا حقیقͬ برداری فضای ͷی X کنیم فرض .۵�٢�١ تعریف

باشیم: داشته α اسͺالر هر و x, y ∈ X هر به�ازای به�طوری�که باشد تابع ͷی

x = ۰ اگر وتنها اگر ∥x∥ = ۰ و ∥x∥ ≥ ۰ (الف)

∥αx∥ = |α|∥x∥ (ب)

( مثلثͬ +x∥(نابرابری y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (پ)

گوییم. نرم�دار فضای ͷی را X و نامیم X بر نرم ͷی را ∥.∥ آنͽاه

d(x, y) = دهیم قرار x, y ∈ X هر برای و باشد دار نرم فضای ͷی X اگر .۶�٢�١ تبصره

دار نرم فضای هر لذا و است X روی متر ͷی d که مͬ�شود دیده به�سادگͬ آن�گاه ∥x − y∥

مͬ�نامیم. نرم بوسیله�ی شده تولید متر را d است. متری فضای ͷی

مͬ�دهیم قرار ۱ ≤ p <∞ و اندازه فضای ͷی (X,S, µ) کنیم فرض .٧�٢�١ تعریف

Lp(µ) = {f : X −→ C} و پذیر اندازه f و
∫
|f |pdµ <∞}

مͬ�دهیم قرار ۱ ≤ p <∞ به�طوری�که f ∈ Lp(µ) هر برای .٨�٢�١ تعریف

∥f∥p =
(∫

|f |pdµ
) ۱

p

۱
p
+ ۱

q
= ۱ به�قسمͬ�که باشند نامنفͬ حقیقͬ اعداد p, q اگر هلدر: نامساوی .٩�٢�تعریف١

برقرار تساوی و
∫
|fg|dµ ≤ ∥f∥p∥g∥q و fg ∈ L۱(µ) آن�گاه g ∈ Lq(µ) و f ∈ Lp(µ) و

تقریباً α|f |p = β|g|q به�قسمͬ�که باشند داشته وجود β،α نامنفͬ اعداد اگر وتنها اگر است

جا. همه

آن�گاه باشند Lp(µ) اعضای f, g اگر :ͬͺوفسͺمین نامساوی .١٠�٢�١ تعریف

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥q

همͽرا {fn}∞n=۱ گوییم f ∈ Lp(µ) و Lp(µ) در دنباله�ای {fn}∞n=۱ اگر .١١�٢�١ تعریف

مشابه طریق به n −→ ∞ وقتͬ ∥fn − f∥p −→ ۰ اگر (p میانͽین در (همͽرایͬ است f به

m,n −→ ∞ وقتͬ ∥fn − fm∥p −→ ۰ اگر است کوشͬ Lp(µ) در {fn}∞n=۱ گوییم



۵ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

{xn}∞n=۱ کوشͬ دنباله هر هرگاه نامیم، تام) کامل( را (X, d)متری فضای .١٢�٢�تعریف١

باشد. همͽرا x ∈ X مانند عضوی به X در

آن�گاه: باشد نرم�دار فضای ͷی X اگر .١٣�٢�١ گزاره

. است بسته {x} عضوی ͷت مجموعه x ∈ X هر به�ازای (الف)

است. پیوسته (x, y) −→ x+ y ضابطه با X ×X −→ X مجموع تابع (ب)

است. پیوسته (α, x) −→ αx ضابطه با F×X −→ X ضرب تابع (پ)

تولید متر به نسبت X هرگاه گوییم، باناخ فضای ͷی را X نرم�دار فضای .١۴�٢�تعریف١

باشد. کامل ͷمتری فضای نرم، بوسیله�ی شده

ͷی Lp(X,Ω, µ) آن�گاه ۱ ≤ p < ∞ و اندازه فضای ͷی (X,Ω, µ) اگر .١۵�٢�١ مثال

است. باناخ فضای

باشند F میدان روی دار نرم فضای دو K و H اگر ( ۵ خطͬ عملͽر ) .١۶�٢�١ تعریف

باشد مͬ زیر خاصیت دارای T : H −→ K خطͬ تبدیل ͷی

T (αx+ βy) = αTx+ βTy

c > ۰ ثابت عدد هرگاه گویند کراندار را T خطͬ تبدیل .α, β ∈ F و x, y ∈ H جایͬ�که

و خطͬ تبدیل�های همه مجموعه x ∈ H. هر برای ∥Tx∥ ≤ c∥x∥ به�طوری�که باشد موجود

بیان�گر B(H) آن�گاه H = K هرگاه مͬ�دهیم. نمایش B(H,K) با را K در H از کرندار

هست. خودش در H از کراندار خطͬ عملͽرهای همه

خطͬ عملͽر ͷی T : X −→ Y و نرم�دار فضای دو X,Y کنیم فرض .١٧�٢�١ گزاره

معادلند؛ هم با زیر شرایط باشد،آن�گاه

T ∈ B(X, Y ) (الف)

Txn −→ ۰ آن�گاه xn −→ ۰ اگر یعنͬ است، پیوسته صفر در T (ب)

است. پیوسته نقاط بعضͬ در T (پ)

Linear OPerator۵



۶ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

آن�گاه ∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ ۱} و T ∈ B(X,Y ) اگر .١٨�٢�١ تعریف

∥T∥ = sup {∥Tx∥ : ∥x∥ = ۱}

= sup{∥Tx∥
∥x∥ , x ̸= ۰} = inf{c > ۰∥Tx∥ ≤ c∥x∥ هر برای x ∈ X}

■ شود. مراجعه [٩] به اثبات.

X روی داخلͬ نیم�ضرب ͷی باشد، F روی برداری فضای ͷی X اگر .١٩�٢�١ تعریف

X در x, y, z و ،F در α, β هر برای به�طوری�که u : X ×X −→ F تابع ͷی از عبارتست

باشد؛ برقرار زیر شرایط

u(αx+ βy, z) = αu(x, z) + βu(y, z) (الف)

u(x, x) ≥ ۰ (ب)

u(x, y) = u(y, x) (پ)

آن�گاه u(x, x) = ۰ اگر مͬ�گویند داخلͬ ضرب را داخلͬ نیم�ضرب ͷی .٢٠�٢�١ تبصره

x = ۰

(H, ⟨., .⟩) زوج باشد، H برداری فضای روی داخلͬ ضرب ͷی ⟨., .⟩ اگر .٢١�٢�١ تبصره

داخلͬ ضرب x, y ∈ H هر برای را ⟨x, y⟩ مختلط عدد و مختلط داخلͬ ضرب فضای ͷی را

مͬ�نامیم. x, y

⟨., .⟩ اگر ۶(CBS Inequality) شوارتز � ͬͺوفسͺمین�کوشͬ نامساوی .٢٢�٢�١ قضیه

x, y ∈ X هر برای آن�گاه باشد، X روی داخلͬ نیم�ضرب

|⟨x, y⟩|۲ ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩

به�طوری�که باشد داشته وجود α, β ̸= ۰ مانند اسͺالرهای اگر وتنها اگر است برقرار تساوی

⟨βx+ αy, βx+ αy⟩ = ۰

■ شود. مراجعه [٩] به اثبات.

تعریف زیر به�صورت را ∥x∥ با را x نرم H داخلͬ ضرب فضای در .٢٣�٢�١ تعریف

مͬ�کنیم

∥x∥۲ = ⟨x, x⟩

cauchy-bunyakowsky-schwarz Inequality۶



٧ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

∥x∥ ≡ ⟨x, x⟩ ۱۲ باشیم داشته و X روی داخلͬ نیم�ضرب ͷی ⟨., .⟩ اگر .٢۴�٢�١ نتیجه

آن�گاه،

.x, y ∈ X هر برای ٧ مثلثͬ) نامساوی )∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (الف)

x ∈ X،α ∈ F هر برای ∥αx∥ = |α|∥x∥ (ب)

.x = ۰ مͬ�دهد نتیجه ∥x∥ = ۰ آن�گاه باشد، داخلͬ ضرب ͷی ⟨., .⟩ اگر (ج)

■ شود. مراجعه [٩] به اثبات.

داخلͬ ضرب با همراه F روی H برداری فضای ( ٨ هیلبرت فضای ) .٢۵�٢�١ تعریف

فضای ͷی ،d(x, y) = ∥x − y∥ نرم، بوسیله�ی شده تولید متر به نسبت به�طوری�که ⟨., .⟩

مͬ�نامند. هیلبرت فضای را باشد کامل ͷمتری

نرم به نسبت آن�گاه ⟨f, g⟩ =
∫
fḡdµ و H = L۲(µ) اگر .٢۶�٢�١ مثال

است. هیلبرت فضای ͷی ∥f∥۲ =
(∫

|f |۲dµ
) ۱
۲

کنیم فرض I دلخواه مجموعه هر برای .٢٧�٢�١ مثال

ℓ۲(I) = {x : I −→ F ،i ∈ I پذیر شمارش تعدادی بجز همه برای که x(i) = ۰}

باشیم داشته ∑و
i∈I

|x(i)|۲ <∞

داخلͬ ضرب x, y ∈ ℓ۲(I) برای اگر

⟨x, y⟩ =
∑
i

x(i)y(i)

. هست هیلبرت فضای ͷی داخلͬ ضرب این با همراه ℓ۲(I) آن�گاه کنیم، تعریف را

پایا فضاهای زیر ٣�١

پایا زیرفضای ͷی باشد، خطͬ T ∈ B(X) و باناخ فضای ͷی X اگر .١�٣�١ تعریف

.x ∈M جایͬ�که Tx ∈M به�طوری�که هست X از M بسته خطͬ زیرفضای ͷی T برای

Triangular inequality٧

Hilbert Space٨



٨ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

مͬ�دهند. نمایش LatT با را T برای پایا زیرفضاهای همه مجموعه .٢�٣�١ تعریف

غیربدیهͬ LatT آن�گاه T ∈ B(X) و C روی البعد متناهͬ فضای ͷیX اگر .٣�٣�١ مثال

است.

اثبات.

ͷی P (z) = det (T − αT ) آن�گاه باشد ماتریس ͷی T کنیم فرض و X = Cd کنیم فرض

det(T − αT ) = ۰ اگر دارد، α مثل صفر ͷی رو این از هست. d درجه از جمله�ای چند

ͷی T − αT البعد متناهͬ فضای در که معنͬ این به نیست. پذیر وارون (T − αT ) آن�گاه

به�طوری�که M ≤ ker(T − αT ) کنیم فرض ker(T − αT ) ̸= (۰) بنابراین نیست. ͷی به

.M ∈ LatT بنابراین Tx = αx ∈M آن�گاه x ∈M اگر M ̸= (۰)

زیرفضای را M ،M ≤ H و A ∈ B(H) و هیلبرت فضای ͷی H اگر .۴�٣�١ تعریف

.AM ⊆M دیͽر عبارت به یا Ah ∈M آن�گاه h ∈M اگر نامیم H پایای

LatA =
∩
{LatT : T ∈ A} آن�گاه A ⊆ B(H) اگر : .۵�٣�١ تبصره

اساسͬ سوپرمم را ∥ f ∥∞ باشد، X بر مختلط اندازه�پذیر تابع ͷی fاگر .۶�٣�١ تعریف

.∥ f ∥∞ <∞ که باشد fهایͬ تمام مجموعه�ی L∞(µ) مͬ�کنیم فرض و کرده تعریف | f |

مͬ�نامند. X بر کراندار اساسͬ به�طور اندازه�پذیر توابع گاهͬ را L∞(µ) اعضای

نرم با T بر f پیوسته مختلط توابع تمام از عبارتست C(T) .٧�٣�١ تعریف

∥f∥∞ = sup
t

|f(t)|

نسبت کراندار اساسͬ طور به توابع ارزی) هم (رده�های تمام فضای L∞(T) .٨�٣�تعریف١

.|g| اساسͬ سوپرمم یعنͬ ∥g∥∞ ،g ∈ L∞(T) به�ازای است، ͹لب اندازه به

زیر فرمول با را f فوریه ضرایب f ∈ L۱(T) هر به�ازای فوریه: ضرایب .٩�٣�١ تعریف

مͬ�کنیم. تعریف

f̂(n) =
۱
۲π

∫ π

−π
f(t)e−intdt

f ∈ L۱(T) هر به ترتیب بدین است. صحیح اعداد تمام مجموعه Z آن در که (n ∈ Z) و

مͬ�سازیم. مربوط را Z بر f̂ تابع



٩ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

از عبارتست f فوریه سری فوریه: سری .١٠�٣�١ تعریف
∞∑
−∞

f̂(n)eint

از عبارتست جزئͬ�اش مجموع�های و

SN(t) =
N∑
−N

f̂(n)eint (N = ۰, ۱, ۲, ...) (۱)

که باشد مختلط اعداد از دنباله�ای {Cn} هرگاه : (٩ فیشر �(ریس .١١�٣�١ قضیه
∞∑
−∞

|Cn|۲ <∞

.n ∈ Zبرای به�طوری�که دارد وجود f ∈ L۲(π) مانند تابعͬ آن�گاه

Cn =
۱
۲π

∫ π

−π
f(t)e−intdt

■ شود. مراجعه [٩] به اثبات.

آن�گاه، g ∈ L۲(T) و f ∈ L۲(T) اگر . (١٠ (پارسوال .١٢�٣�١ قضیه
∞∑
−∞

f̂(n)ĝ(n) =
۱
۲π

∫ π

−π
f(t)g(t)dt

آن�گاه باشد، (۱) همان SN هرگاه همͽراست. مطلق طور به چپ سمت سری که

lim
N−→∞

∥f − SN∥۲ = ۰

.

■ شود. مراجعه [٩] به اثبات.

وقتͬ که طوری به مͬ�باشد Z بر φ مختلط توابع تمام فضای C۰ .١٣�٣�١ تعریف

زیر سوپرمم نرم با .φ(n) −→ ۰ ،n −→ +
−∞

∥φ∥∞ = sup{|φ(n)| : n ∈ Z}

Ris-Phisher Theorem٩

Parsaval Theorem١٠


