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چͺیده

هیلبرت بنداشت�های یادآوری به نااقلیدسͬ، هندسه�ی بر تاریخͬ مرور ͷی از بعد رساله، این در
بنداشت گرفتن نظر در با (یعنͬ ͷکلاسی هذلولوی هندسه�ی سپس، مͬ�پردازیم. اقلیدسͬ صفحه�ی برای
شد خواهند ارائه Hn مدل و پوانͺاره مدل�های بلترامͬ-کلاین، مدل آن، معروف مدل� چهار و (ͬͽپیوست
هندسه این مدل�های تمام که مͬ�شود ثابت هستند. یͺرخت هم با مدل�ها این همه�ی که مͬ�دهیم نشان و

هستند. یͺریخت
جمع .([۵۴ ،۵٣ ،٩ ،٨ ،۵٠]) مͬ�کنیم معرفͬ را اونͽار آبراهام جایروبرداری فضای رهیافت ادامه، در
همراه که است بردارها از گروه ͷی در شرکتپذیر و جابه�جایͬ دوتایͬ عمل ͷی مجرد فضاهای در برداری
مجاز سرعت�های برای اینشتین نسبیتͬ جمع مͬ�دهند. برداری فضای ͷی تشͺیل عددی ضرب ͷی با
یͷجایروگروه در جایروشرکتپذیر و جایروجابه�جایͬ دوتایͬ یͷعمل مجرد طور به نور) سرعت از (کمتر
فضای ͷی تشͺیل عددی یͷضرب با همراه که است هذلولوی) (بردارهای جایروبردارها از (K-لوپ)
برداری فضاهای نقش همان دقیقاً هذلولوی هندسه�ی در جایروبرداری فضاهای مͬ�دهند. جایروبرداری

مͬ�کنند. بازی اقلیدسͬ هندسه�ی در را
رده�بندی گوناگونͬ روش�های به غیرارشمیدسͬ، و ناپیوسته مطلق صفحات یعنͬ عام، مطلق صفحات
است. شده استفاده لامبرت-ساکری چهارگوش�های از [۴] و [١۶] ،[١٠] ،[٨] در مثال برای شده�اند.



میدان�های روی صفحات این [٨] در و مختصاتͬ دستͽاههای توسط [٢٧] در مطلق صفحات همچنین
ͷی ایده�ال)، نقطه�ی نام با [٨] شبه-انتها(در مفهوم معرفͬ با رساله این در شده�اند. رده�بندی اقلیدسͬ
از بافه ͷی از عبارتست شبه-انتها ͷی .([٢]) مͬ�کنیم ارائه عام مطلق صفحات برای دیͽر رده�بندی
شبه-انتهاهایͬ تمام اصلͬ عدد ω اگر باشند. نداشته مشترک عمود و اشتراک نقطه�ی دو به دو که خطوط
نتیجه در و است برابر خطوط تمام برای ωصورت این در دارد، وجود آن�ها مفروضدر یͷخط که باشد
رده�بندی برای مͬ�توان که است ω := ωA منحصربه�فرد اصلͬ عدد ͷی دارای A مطلق صفحه�ی هر
صفحات را ωA = حالت٢ ویژه به .ωA ≥ ٢ ،ωA ̸= حالت٠ برای شود. برده کار به مطلق صفحات
این در بلترامͬ-کلاین مدل ویژه به هذلولوی، صفحات که داد خواهیم نشان و مͬ�نامیم شبه-هذلولوی

.([٢]) مͬ�گیرند قرار رده
رهیافت این با اما است. کرده تعریف کاستͬ اساس بر را جایرومساحت مفهوم [٩ ،٨] در اونͽار آبراهام
[١٨ ،١] در کارتسل ایده�های اساس بر مساحت برای دیͽر رهیافت ندارد. جمع�پذیری ویژگͬ مساحت
به را بلترامͬ-کلاین مدل کارتسل، رهیافت اساس بر رساله این در است. بیان قابل کاستͬ اساس بر
نقطه�ای بازتاب برای فرمولͬ ویژه به و کرده بیان مختلط اعداد از D واحد باز ͷدیس روی تحلیلͬ صورت
اونͽار رهیافت�های ترکیب با همچنین .([٧]) مͬ�آوریم دست به هندسͬ روش به اینشتین نسبیتͬ جمع و
به توجه با آورد. خواهیم بلترامͬ-کلاین مدل در مساحت و کاستͬ برای دقیق روش ͷی کارتسل و
مقدماتͬ اثبات ͷی ویژه به .([۵]) دارد جمع�پذیری خاصیت مساحت رهیافت این با کاستͬ، ویژگͬ
.([۵]) است آمده دست به ریاضͬ نرم�افزارهای با (١۵ [٨](قضیه در که آورد خواهیم کاستͬ فرمول برای
مدل در مثلثات به ((١,١),⊕,⊗) و (R,+, ·) مرتب میدان�های بین یͺریختͬ بردن کار به با ادامه در

.([۶]) است اقلیدسͬ هندسه�ی در مثلثات شبیه کامل طور به که مͬ�پردازیم بلترامͬ-کلاین
مͬ�کنیم. بیان اینشتین خاص نسبیت نظریه�ی در را هذلولوی هندسه�ی کاربردهای برخͬ پایان در



ଘم৤قدৎ
৮دروماభم،

ऒواଽانوୀاభاৣم



චاری... ণپاس໋�
تا داد قرار آدمͬ زیور را دانش و عقل و است جهانیان آفریدگار که است ستایشمخصوصخداوندی و سپاس
سلامتͬ با نیز را زندگͬ� از مقطع این او، بر توکل با توانستم، که شاکرم را منان خداوند باشد. مخلوقات اشرف

بͽذارم. پشت�سر موفقیت و
پشتیبان و حامͬ همواره که مͬ�زنم بوسه زندگͬ�ام، اسطوره�ی دو پدرم، زحمتͺش و مادرم مهر پر دستان بر
نویدبخش و دلͽرمͬ مایه�ی همواره که برادرانم و خواهران از همچنین بوده�اند. زندگͬ مراحل تمام در من

سپاسͽزارم. بوده�اند راهم ادامه�ی
ویژه تشͺر ͷی طاهریان، سیدقهرمان دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد از که مͬ�دانم لازم خود بر
حمایت�ها از همچنین گرفته�ام. یاد ایشان از دکتر و ارشد دوره�ی طول در که درس�هایͬ همه�ی خاطر به بͺنم
عازم مطالعاتͬ فرصت برای که زمانͬ در چه و تحصیل طول در چه سپاسͽزارم، بͬ�دریغشان راهنمایͬ�های و

شدم. آلمان کشور
طول در راهنمایͬ�هایشان و حمایت�ها خاطر به اعتماد، اعظم دکتر خانم سرکار گرامیم، مشاور استاد از
مطالعاتͬ فرصت دوره�ی به اعزام جهت ایشان حمایت از مͬ�دانم لازم خودم بر همچنین سپاسͽزارم. دوره این

بͺنم. ویژه تشͺر ͷی
که درس�هایͬ همه�ی خاطر به مونیخ، ͷنیͺت پلͬ دانشͽاه از کارتسل هلموت پروفسور ارجمند، استاد از

مͬ�کنم. قدردانͬ گرفتم، یاد بودم ایشان خدمت در که مطالعاتͬ فرصت دوره�ی در
جهت ایتالیا، برشیای ͷکاتولی دانشͽاه از پیانا سیلویا دکتر خانم سرکار از مͬ�دانم لازم خود بر همچنین
ͷکاتولی دانشͽاه به مطالعاتͬ فرصت دوره طول در بنده از ایشان دعوت�های و رساله داوری زحمت قبول

بͺنم. قدردانͬ و سپاسͽزاری برشیا
خانم سرکار اصفهان، صنعتͬ دانشͽاه ͷفیزی دانشͺده�ی از میرزا بهروز پروفسور از مͬ�دانم لازم خود بر
ریاضͬ گروه از رئوفͬ محمدرضا دکتر آقای جناب و اصفهان دانشͽاه ریاضͬ گروه از یوسف�زاده ملیحه دکتر

باشم. داشته را قدردانͬ و سپاس نهایت رساله بازخوانͬ و داوری قبول جهت اصفهان صنعتͬ دانشͽاه
ͬͽهماهن جهت دانشͺده، تͺمیلͬ تحصیلات محترم ریاست بهرامͬ، فرید دکتر آقای جناب از همچنین

مͬ�نمایم. تشͺر صمیمانه رساله از دفاع جلسه�ی برگزاری و
سپاسͽزارم. قلب صمیم از رساندند یاری مدت این در مرا که عزیزم دوستان تمامͬ از هم پایان در

ख़۱۳۹۳࡛ࡼوظرণ࣎م�زاده
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چͺیده
اقلیدسͬ صفحه�ی برای هیلبرت بنداشت�های یادآوری به نااقلیدسͬ، هندسه�ی بر تاریخͬ مرور ͷی از بعد رساله، این در
مطلق صفحات یعنͬ عام، مطلق صفحات مͬ�شوند. یادآوری کارتسل رهیافت با مطلق صفحات سپس، مͬ�پردازیم.
این در .([٨] ،[٢٧] ،[۴] ،[١۶] ،[١٠] ،[٨] ) شده�اند رده�بندی گوناگونͬ روش�های به غیرارشمیدسͬ، و ناپیوسته
مͬ�کنیم ارائه عام مطلق صفحات برای دیͽر رده�بندی ͷی ایده�ال)، نقطه�ی نام با [٨] شبه-انتها(در مفهوم معرفͬ با رساله
ω اگر باشند. نداشته مشترک عمود و اشتراک نقطه�ی دو به دو که خطوط از بافه ͷی از عبارتست شبه-انتها ͷی .([٢])
برابر خطوط تمام برای ω صورت این در دارد، وجود آن�ها در مفروض خط ͷی که باشد شبه-انتهاهایͬ تمام اصلͬ عدد
رده�بندی برای مͬ�توان که است ω := ωA منحصربه�فرد اصلͬ عدد ͷی دارای A مطلق صفحه�ی هر نتیجه در و است
شبه-هذلولوی صفحات را ωA = حالت٢ ویژه به .ωA ≥ ٢ ،ωA ̸= حالت٠ برای شود. برده کار به مطلق صفحات
.([٢]) مͬ�گیرند قرار رده این در بلترامͬ-کلاین مدل ویژه به هذلولوی، صفحات که داد خواهیم نشان و مͬ�نامیم
جایروبرداری فضای رهیافت جایروبرداری، فضاهای معرفͬ با سپس مͬ�شوند. معرفͬ جایروگروه و K-لوپ مفاهیم
در را برداری فضاهای نقش همان دقیقاً هذلولوی هندسه�ی در جایروبرداری فضاهای مͬ�شود. معرفͬ اونͽار آبراهام
مدل� چهار و (ͬͽپیوست بنداشت گرفتن نظر در با (یعنͬ ͷکلاسی هذلولوی هندسه�ی مͬ�کنند. بازی اقلیدسͬ هندسه�ی
مدل�ها این همه�ی که مͬ�دهیم نشان و شد خواهند ارائه Hn مدل و پوانͺاره مدل�های بلترامͬ-کلاین، مدل آن، معروف
مفهوم [٩ ،٨] در اونͽار آبراهام هستند. یͺریخت هندسه این مدل�های تمام که مͬ�شود ثابت هستند. یͺرخت هم با
رهیافت ندارد. جمع�پذیری ویژگͬ مساحت رهیافت این با اما است. کرده تعریف کاستͬ اساس بر را جایرومساحت
اساس بر رساله این در است. بیان قابل کاستͬ اساس بر [١٨ ،١] در کارتسل ایده�های اساس بر مساحت برای دیͽر
به و کرده بیان مختلط اعداد از D واحد باز ͷدیس روی تحلیلͬ صورت به را بلترامͬ-کلاین مدل کارتسل، رهیافت
ترکیب با همچنین .([٧]) مͬ�آوریم دست به هندسͬ روش به اینشتین نسبیتͬ جمع و نقطه�ای بازتاب برای فرمولͬ ویژه
به توجه با آورد. خواهیم بلترامͬ-کلاین مدل در مساحت و کاستͬ برای دقیق روش ͷی کارتسل و اونͽار رهیافت�های
کاستͬ فرمول برای مقدماتͬ اثبات ͷی ویژه به .([۵]) دارد جمع�پذیری خاصیت مساحت رهیافت این با کاستͬ، ویژگͬ
یͺریختͬ بردن کار به با ادامه در .([۵]) است آمده دست به ریاضͬ نرم�افزارهای با (١۵ [٨](قضیه در که آورد خواهیم
شبیه کامل طور به که مͬ�پردازیم بلترامͬ-کلاین مدل در مثلثات به ((١,١),⊕,⊗) و (R,+, ·) مرتب میدان�های بین
خاص نسبیت نظریه�ی در را هذلولوی هندسه�ی کاربردهای برخͬ پایان در .([۶]) است اقلیدسͬ هندسه�ی در مثلثات

مͬ�کنیم. بیان اینشتین

جایروگروه؛ K-لوپ؛ نسبیتخاص؛ نظریه�ی صفحه�یمطلق؛ بلترامͬ-کلاین؛ مدل هندسه�یهذلولوی؛ کلماتکلیدی:
مساحت مثلثات؛
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دانش این و است باستان مصر به مربوط هندسه مورد در تاریخͬ سند قدیمͬ�ترین [٨] «هرودت» گفته�ی به بنا
یونانیانͬ بود. خطا و آزمون روش و تجربͬ مشاهدات اساس بر مصریان هندسه�ی دارد. مساحͬ علم در ریشه
بنداشتͬ هندسه�ی پرداختند. آن به منطق و قیاسͬ استدلال راه از میلاد)، از قبل ۶۴٠-۵۴۶) طالسملطͬ مانند
از پیش سال ٣٠٠ ) اقلیدس» «اصول کتاب وسیله�ی به مسیح میلاد از پیش سال ۵٠٠ تا ٣٠٠ حدود یونانیان
به موسوم پنجم)، (بنداشت اقلیدس اصول کتاب معروف بنداشت�های از ͬͺی رسید. تͺامل به مسیح) میلاد

است: بنداشتتوازی» »
در واقع آمده پدید زاویه�های جمع که شود قطع قسمͬ به دیͽر راست خط دو وسیله�ی به راستͬ خط «اگر
کمتر آمده پدید زاویه�های جمع که طرفͬ همان در خط، دو این امتداد آنͽاه باشد قائمه دو از کمتر طرف ͷی

«.(١ (شͺل کرد خواهند قطع نقطه�ای در را یͺدیͽر است، قائمه دو از
به نیز خودش برای که زد حدس مͬ�توان رو این از داد. قرار خود اصول انتهای در اقلیدس را بنداشت این
آیا که نبود مشخص دیͽر عبارت به است؟ ضروری هندسه بنیان�گذاری برای اصل این آیا نبود، روشن درستͬ
شهودی چندان را اصل این یونانͬ هندسه�دانان از بسیاری حال هر در است؟ دیͽر اصول از نتیجه�ای اصل این
اصل اثبات امͺان کنند. ثابت دیͽر اصول ͷکم به را آن که کردند سعͬ رو این از نمͬ�دانستند. بدیهͬ و
آن صرف ریاضیدان�ها از زیادی وقت که بود ریاضͬ اساسͬ پرسش�های زمره�ی در سال ٢٠٠٠ از بیش توازی
«برای مͬ�کنند: بیان دیͽری شͺل به را توازی اصل هندسه، آموزشͬ کتاب�های بیشتر در امروزه است. شده
مͬ�گذرد P از که دارد وجود h خط ͷی تنها و ͷی ،g بر واقع غیر P دلخواه نقطه�ی هر و g دلخواه خط هر

نمͬ�کند.» قطع را g و
به نͺنند. قطع را یͽدیͽر و باشند واقع صفحه ͷی در هرگاه هستند، موازی فضا در g و h متمایز خط دو

است: بیان قابل هم دیͽری شͺل به توازی بنداشت ترتیب این
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از که دارد وجود h خط ͷی تنها و ͷی g بر واقع غیر P دلخواه نقطه�ی هر و g دلخواه خط هر «برای
«.(٢ است(شͺل موازی g با و مͬ�گذرد P

P

g

h

اقلیدس پنجم اصل .١ شͺل �� اقلیدس پنجم اصل معادل .٢ شͺل

قرن در نااقلیدسͬ کشفهندسه�ی به اقلیدسمنجر اصول سایر از استفاده با توازی اصل اثبات برای تلاش
برهان (با توازی اصل نقیض فرضگرفتن با «لامبرت» و «ساکری» هیجدهم قرن در آن از پیش شد. نوزدهم
بودند. کرده ثابت نااقلیدسͬ هندسه�ی از را زیادی گزاره�های ببرند، پͬ کارشان اهمیت به خود که آن بͬ خلف)
اصل از شود. اثبات توازی اصل آن ͷکم به تا بود توازی اصل ِ نقیض اساس بر تناقضͬ یافتن امید به کار این
سه با چهارگوش است. قائمه نیز چهارم زاویه�ی قائمه، زاویه�ی سه با یͷچهارگوش در که مͬ�شود نتیجه توازی
زاویه�ی و δ با چهارم زاویه�ی لامبرتͬ چهارگوش ͷی در اگر مͬ�نامند. لامبرتͬ» «چهارگوش را قائمه زاویه�ی
است. امͺان�پذیر δ > R و δ = R ،δ < R حالت سه توازی اصل فرض بدون شود، داده نمایش R با قائمه
برای تلاش نیست. امͺان�پذیر δ > Rحالت اقلیدس اصول بقیه�ی اساس بر که دادند نشان لامبرت و ساکری
مهمͬ دست�آوردهای اما بود ریاضͬ تاریخ در ریاضیدان�ها از بسیاری خطای چه اگر δ < R حالت کردن رد
اصل شد قانع که برجسته�ای ِ ریاضیدان نخستین تاریخͬ، شواهد اساس بر داشت. نااقلیدسͬ هندسه�ی برای
توازی اصل ِ نقیض اساس بر که شد متوجه وی بود. «گاوس» نیست اثبات قابل دیͽر اصول اساس بر توازی
حقیقت این به نامید. نااقلیدسͬ را هندسه این گاوس مͬ�آید. دست به منطقͬ کاملا́ و جدید هندسه�ی ͷی
این نمودند. منتشر ١٨٣٠ سال در را خود نتایج گاوس، خلاف بر و یافتند دست نیز «بولیایͬ» و «ͬͺلباچفس»
مرگ از پس که این تا نͺرد. جلب خود به را کسͬ توجه پیشین انͽاره�های با زیاد تفاوت دلیل به نو ایده�های
«پوانͺاره» و «کلاین» «بلترامͬ»، جمله از زمان آن بزرگ ریاضیدان�های از برخͬ نامه�هایش، انتشار و گاوس
مدل ͷی ١٨٧١ سال در کلاین سرانجام پرداختند. آن بیشتر بررسͬ به و گرفته جدی را اقلیدسͬ غیر هندسه�ی
مدل این با کرد. ارائه «کیلͬ-کلاین» روش به موسوم روشͬ اساس بر اقلیدسͬ غیر هندسه�ی برای تحلیلͬ
هذلولوی» «هندسه�ی کلاین را هندسه این یافت. پایان اقلیدسͬ غیر هندسه�ی وجود مورد در تردیدها تمامͬ
دوم فصل در مͬ�نامند. بلترامͬ−کلاین» «مدل را مدل این زمینه، این در بلترامͬ مهم کارهای دلیل به نامید.
داشت، چشمͽیری پیشرفت�های بیستم قرن در هندسه آن، از پس مͬ�شود. پرداخته مدل این به اساسͬ طور به
شͺاف و نقص بدون نو از علم این اقلیدسͬ، هندسه�ی بنیان�های مجدد بازبینͬ با قرن این آغاز در که زیرا
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در بار نخستین برای ١٨٩٩ سال در «هیلبرت» وسیله�ی به اقلیدسͬ هندسه�ی دقیق پͬ�ریزی شد. پایه�گذاری
برای الͽویͬ به آن از پس شیوه این شد. مطرح گوتینͽن در وبر - گاوس یادبود بنای از پرده�برداری مراسم
مدرن هندسه�ی پیشرفت مسیر هدایت برای آن از پیش مهمͬ بسیار کارهای چه اگر شد. تبدیل ریاضیات تمام
کتاب هیلبرت نوشته�های از بخشید. تبلور را ایده�ها این که بود کسͬ نخستین هیلبرت ولͬ گرفت صورت
این دوم چاپ به ١٩٠٣ سال در هیلبرت است. رسیده چاپ به بارها تاکنون که گرفت شͺل هندسه» «مبانͬ
بعدی پیشرفت�های بر زیادی تأثیر کتاب این نمود. ضمیمه را (هذلولوی) نااقلیدسͬ هندسه�ی مبانͬ کتاب،

داشت. هندسه
اینͺه تا مͬ�رفتند. پیش مستقل طور به (شرکت�پذیر) جبر و (اقلیدسͬ) هندسه�ی متمادی قرن�های برای
کتاب در مختصات مفهوم ارائه�ی با فرانسوی، معروف فیلسوف و ریاضیدان ، دکارت» «رنه ١۶٣٧ سال در
پیدا جبری هویتͬ هندسه دکارت ایده�های با کرد. آشͺار را ریاضͬ از شاخه دو این بین عمیق پیوند ١ معروفش
یͺپارچه طور به که نظریه این شدند. جبری نامعادلات و معادلات به تبدیل هندسͬ اشیای و اشͺال و کرد
امروزه دارند، کلیدی نقش برداری فضاهای آن در و مͬ�کند توصیف جبری طور به را اقلیدسͬ هندسه�ی

مͬ�شود. نامیده تحلیلͬ هندسه�ی
وجود مشابهͬ رهیافت آن، به وابسته جبری ساختارهای بودن پیچیده دلیل به هذلولوی، هندسه�ی برای اما
را هذلولوی هندسه�ی اقلیدسͬ، هندسه�ی مشابه بتواند و باشد سازگار و جامع برداری، فضاهای مانند نداشتکه
سرعت�های به وابسته جمع که ثابتکرد اونͽار» «آبراهام ١٩٨٩ سال در اینͺه تا توصیفکند. یͺپارچه طور به
مدل در بردارها جمع همان که اینشتین، ِ خاص ِ نسبیت نظریه�ی در نور) سرعت از کمتر (سرعت�های مجاز
K-لوپ مͬ�دهد. K-لوپ به موسوم جبری ساختار ͷی تشͺیل است، هذلولوی هندسه�ی از بلترامͬ-کلاین
اونͽار بود. شده k-متعدی اکیداً گروه�های رده�بندی مطالعه�ی در «هلموتکارتسل» توسط ١٩۶۴ سال در قبلا́
دنبال به نامید. «جایروگروه» را آن و داد توسیع گروه�ها به شبیه� کلͬ�تر جبری ساختار ͷی به را K-لوپ�ها
فضای از توسیع ͷی که کرد معرفͬ را جایروبرداری فضای مفهوم برداری، فضاهای از گرفتن الͽو با آن،
جایروبرداری فضای ͷی ندارد. را برداری فضاهای از عددی پخش�پذیری خاصیت فقط و است برداری
فضاهای نظریه�ی مͬ�کند. ایفا هذلولوی هندسه�ی برای را اقلیدسͬ هندسه�ی در برداری فضای نقش همان
و مͬ�کند مرتبط هم به را ͬͺلباچفس و بولیایͬ هذلولوی هندسه�ی و غیرشرکتپذیر جبر اونͽار ِ جایروبرداری
آن کاربردهای و هذلولوی هندسه�ی توصیف برای اقلیدسͬ هندسه�ی به شبیه و یͺپارچه کاملا́ رهیافت ͷی
مͬ�دهند هذلولوی جایروبردارهای به را خود جای اقلیدسͬ بردارهایn-تایͬ اونͽار نظریه�ی در مͬ�کند. مطرح
رهیافت، این با داشت. خواهیم اقلیدسͬ تحلیلͬ هندسه�ی مشابه را تحلیلͬ هذلولوی هندسه�ی نتیجه در و
مͺانیͷنسبیتخاصاینشتین در هذلولوی جایروهندسه�ی به را خود جای نیوتن ͷانیͺم در اقلیدسͬ هندسه�ی
مدل برای ویژه به را، هذلولوی هندسه�ی کارتسل رهیافت و اونͽار رهیافت ترکیب با رساله این در ما مͬ�دهد.
مͬ�پردازیم. جدید نتایج استخراج و مدل این به وابسته مفاهیم به و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد بلترامͬ-کلاین،

La Geometrie١
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از بعد مͬ�شود. پرداخته هیلبرت بنداشت�های اساس بر اقلیدسͬ هندسه�ی به ابتدا فصل این ادامه��ی در
معرفͬ را شبه-انتها و شبه-موازی مفهوم ،[٣] کارتسل رهیافت اساس بر مطلق صفحات تعریف یادآوری
معنای به عام اینجا در که مͬ�پردازیم عام مطلق صفحات رده�بندی به مفهوم این از استفاده با سپس مͬ�کنیم،
جمع هندسͬ تعبیر بحث ادامه�ی در نمͬ�شود. گرفته نظر در ͬͽپیوست بنداشت از فرضͬ هیچ که است این
فضاهای و جایروگروه K-لوپ، مفاهیم سپس مͬ�کنیم. مطرح را آن آوردن دست به هندسͬ روش�های و

مͬ�شوند. معرفͬ جایروبرداری
کاستͬ، سپس مͬ�شود. پرداخته آن معروف مدل چهار و ͷکلاسی هذلولوی هندسه�ی به دوم فصل در

مͬ�شوند. یادآوری مثلثات و مساحت
کارتسل رهیافت�های ترکیب با مͬ�پردازیم. بلترامͬ-کلاین مدل به تحلیلͬ صورت به سوم فصل در
این در جمع مانند بلترامͬ-کلاین مدل به وابسته مفاهیم به ([۵۴ ،۵٣ ،٩ ،۵٠ ،۴٨]) اونͽار و ([٣ ،١])
در نسبیتͬ جمع بازتاب�ها مفهوم از استفاده با مͬ�شود. پرداخته آن به وابسته جبری ساختارهای و مدل
است. K-لوپ ͷی جمع این که که مͬ�کنیم ثابت هندسͬ رهیافتͬ با و مͬ�شود تعریف بلترامͬ-کلاین مدل
بلترامͬ-کلاین مدل در مثلثات به مͬ�کند، استفاده جایروبرداری فضای مفهوم از که اونͽار، رهیافت با سپس
رهیافت ͷی (I,⊕,⊙, <) و (R,+, ·, <) مرتب میدان�های بین یͺریختͬ از استفاده با همچنین مͬ�پردازیم.
آورد. خواهیم دست به اینشتین نسبیتͬ جمع اساس بر هذلولوی هندسه�ی برای اقلیدسͬ هندسه�ی مشابه کاملا́

مͬ�شود. پرداخته بلترامͬ-کلاین مدل در کاستͬ و مساحت مفهوم به ادامه� در
نسبیت نظریه�ی در را بلترامͬ-کلاین، مدل ویژه به هذلولوی، هندسه�ی کاربردهای برخͬ چهارم فصل در

کرد. خواهیم بیان اینشتین خاص

اقلیدسͬ هندسه��ی ٢.١

زیادی قضایای اولیه، مفهوم و موضوع) (اصل بˀنداشت چند از استفاده با «اصول» به معروف کتاب اقلیدسدر
«وقوع» رابطه�ی و «خط» «نقطه»، اقلیدس اصول اولیه�ی مفاهیم مهم�ترین کرد. ثابت مقدماتͬ هندسه�ی در را
است. شده برده کار به نیز «حرکت» حتͬ و «هم�نهشتͬ» «بینیت»، مانند دیͽری کتابمفاهیم این در اما هستند،
وابسته، تعاریف بیان بدون و مفاهیم این از وی معاصران و اقلیدس برداشت به اشاره بدون قسمت این در
هیلبرت وسیله�ی به وابسته مفاهیم و بنداشت�ها این مͬ�کنیم. بیان را اقلیدس بنداشت�های شهودی صورت به
در مقدماتͬ تعریف چند یادآوری به ابتدا شد. خواهند مطرح بخش این ادامه�ی در که کرد، پیدا دقیق شͺل

مͬ�پردازیم. اقلیدسͬ هندسه�ی
مͬ�شوند. داده نشان [A,B] با آن�ها شامل پاره�خط ABو با هستند واقع آن Bبر Aو که بخشخطͬ این در

است. B و A نقاط خود و B و A بین نقاط مجموعه�ی ،[A,B] پاره�خط از منظور
هم�نهشت [O,A] و [O,X]پاره�خط�های ،O Aو متمایز و ثابت نقطه�ی دو برای Xکه مانند نقاطͬ مجموعه�ی
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مͬ�شود. نامیده دایره باشند،
قسمͬ به است AB خط بر واقع C نقاط و [A,B] پاره�خط نقاط همه�ی مجموعه�ی ،Aرأس با −−→AB خط نیم

دارد. قرار C و A بین B که
.(٣ (شͺل Aرأس با −→AC و −−→AB نیم�خط دو و A نقطه�ی از است عبارت Aرأس به زاویه ͷی

AB خط از زیرمجموعه�هایͬ و Aرأس به متمایز نیم�خط دو هرگاه گوییم متقابل را −→AC و −−→AB نیم�خط�های

B

C

A AB C

.A رأس به زاویه�ای .٣ شͺل هستند متقابل −→AC و −−→AB .۴ شͺل

.(۴ (شͺل باشند
[A,B] پاره�خط اگر یا A = B اگر باشند. آن بر واقع غیر نقطه�ی دو B و A و دلخواه خطͬ l مͬ�کنیم فرض
را l ،[A,B] پاره�خط و A ̸= B اگر ولͬ دارند. قرار l طرف ͷی در B و A گوییم نباشد، l از نقطه�ای شامل

.(۵ (شͺل دارند قرار l طرف دو در B و A گوییم کند قطع
(شͺل باشند متقابل −→AC و −−→AB نیم�خط�های هرگاه گوییم مͺمل را A رأس به ∠CAD ،∠BAD زاویه�ی دو

.(۶

A B

C D

l

A BC

D

هستند. l طرف دو در D و C طرف، ͷی B و A .۵ شͺل مͺملند. ∠CAD و ∠BAD .۶ شͺل

باشد. هم�نهشت مͺملش با هرگاه گوییم قائمه را ∠BAD زاویه�ی
کرد. مطرح زیر ترتیب به بنداشت پنج اقلیدس

هستند. واقع آن بر Q و P که دارد وجود l یͺتای خط Q و P متمایز نقطه�ی دو هر برای اول: اصل

و است E و A بین B که دارد وجود E نقطه�ی [C,D] و [A,B] پاره�خط دو هر برای دوم: اصل
آن روی مͬ�توان را مستقیم خط ͷی از پاره�خط هر شهودی بیان (به است [C,D] با هم�نهشت [B,E]
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داد). امتداد نامحدود طور به خط

دارد. وجود [O,A] شعاع و O مرکز به دایره�ای A و O متمایز نقطه�ی دو هر برای سوم: اصل

هستند. برابر هم با قائمه زوایای همه�ی چهارم: اصل

آن طرف ͷی داخلͬ زوایای مجموع که کند قطع قسمͬ به را دیͽر خط دو خطͬ اگر پنجم: اصل
است کمتر دوقائمه از داخلͬ زوایای مجموع که طرفͬ همان در خط دو این آنͽاه باشد دوقائمه از کمتر

کرد. خواهند قطع را همدیͽر

هیلبرت بنداشت�های ١.٢.١

از علم این اقلیدسͬ، هندسه�ی بنیان�های مجدد بازبینͬ با بیستم قرن آغاز در شد، ذکر مقدمه در که طور همان
نخستین برای «هیلبرت» وسیله�ی به اقلیدسͬ هندسه�ی دقیق پͬ�ریزی شد. پایه�گذاری شͺاف نقصو بدون نو
آن�ها یادآوری به مختصری طور به هیلبرت کارهای اهمیت دلیل به ادامه در شد. مطرح ١٨٩٩ سال در بار
ͬͽپیوست هم�نهشتͬ، بینیت، وقوع، بنداشت دسته پنج خود هندسه�ی مبانͬ کتاب در هیلبرت مͬ�شود. پرداخته

کرد. مطرح را توازی و
وقوع بنداشت�های

اصطلاحات تنها مͬ�شود. نامیده وقوعͬ» «هندسه�ی که مͬ�شود گذاشته بنیان هندسه�ای بنداشت�ها این با
خط ͷی و نقطه ͷی بین «وقوع» نشده تعریف رابطه�ی تنها و «خط» و «نقطه» هندسه این در نشده تعریف

هستند. برقرار زیر ترتیب به وقوع بنداشت سه نشده تعریف اصطلاحات این برای است.

Q و P از که دارد وجود l خط ͷی فقط و ͷی Q و P متمایز نقطه�ی دو هر برای وقوع: اول بنداشت
مͬ�دهیم. نمایش PQ نماد با را Q و P شامل یͺتای خط مͬ�گذرد.

دارند. وجود l بر واقع متمایز نقطه�ی دو حداقل ،l خط هر برای وقوع: دوم بنداشت

واقع یͷخط بر باهم آن�ها تا�ی سه هر که قسمͬ به دارند وجود متمایز نقطه�ی سه وقوع: سوم بنداشت
نیستند.

بینیت بنداشت�های
توصیف بینیت بنداشت�های وسیله�ی به که است «بینیت» هیلبرت دستͽاه در دیͽر نشده�ی تعریف اصطلاح

.(A ∗B ∗ C مͬ�نویسیم باشد واقع C و A نقاط بین B نقطه�ی (اگر مͬ�شود

قرار خط ͷی بر که هستند متمایز نقطه�ی سه C و B ،A آنͽاه A ∗ B ∗ C اگر بینیت: اول بنداشت
.C ∗B ∗A و دارند



٧ اقلیدسͬ هندسه��ی .٢.١

A B C D E

دارد. هم دیͽری نقاط D و B بر علاوه BD خط و موجودند D و B بین نقاطͬ .٧ شͺل

به دارند قرار BD بر E و C ،A مانند نقاطͬ D و B متمایز نقطه�ی دو برای بینیت: دوم بنداشت
.B ∗D ∗ E و B ∗ C ∗D ،A ∗B ∗D که قسمͬ

آن�ها از ͬͺی تنها و ͬͺی آنͽاه باشند یͷخط بر متمایز نقطه�ی سه C و B ،A اگر بینیت: سوم بنداشت
است. واقع دیͽر دوتای بین

:l بر غیرواقع C و B و A نقطه�ی سه هر و l خط هر ازای به بینیت(جداسازی): چهارم بنداشت

در هم C و A نقاط آنͽاه باشند l طرف ͷی در C و B نقاط و l طرف ͷی در B و A نقاط اگر (١)
بود. خواهند l طرف ͷی

ͷی در C و A نقاط آنͽاه باشند l طرف دو در C و B نقاط و l طرف دو در B و A نقاط اگر (٢)
بود. خواهند l طرف

A

C

l

B

A

B

C

l

بینیت. چهارم بنداشت .٨ شͺل

در D و است واقع آن در B که باشد −→AC طرف همان در D هرگاه گوییم، ∠CAB درون را D نقطه�ی
.(٩ (شͺل است واقع آن در C که باشد −−→AB طرف همان

در D و نباشند متقابل نیم�خط�های −−→AB و −→AC هرگاه است، واقع −−→AB و −→AC نیم�خط�های بین −−→AD خط نیم
.(١٠ (شͺل باشد ∠CAB درون

هرگاه گوییم مثلث بیرون در واقع را نقطه ͷی است. آن زاویه�ی سه درون�های اشتراک مثلث ͷی درون
نباشد. واقع آن اضلاع از ͷی هیچ روی و مثلث درون در

هم�نهشتͬ بنداشت�های
ͷکم به و است اولیه مفهومͬ خط دو برای هم�نهشتͬ مͬ�دهیم. نمایش ≡ نماد با را هم�نهشتͬ بخش این در

کرد. تعریف را زاویه�ها و مثلث�ها برای هم�نهشتͬ مͬ�توان آن
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B

C

A

D

B

C

A

D

.∠CAB درون D نقطه�ی .٩ شͺل است. واقع −−→AB و −→AC بین −−→AD .١٠ شͺل

به D′ و D نقاط برای هرگاه گوییم هم�نهشت را B′ و B رأس�های به ∠A′B′C ′ و ∠ABC زاویه�ی دو
و [B,D] ≡ [B,′D′] که قسمͬ به ،

−−→
B′A′ و −−→BA روی ترتیب به E′ و E نقاط و

−−→
B′C ′ و −−→BC روی ترتیب

.[E,D] ≡ [E′, D′] باشیم داشته ،[B,E] ≡ [B′, E′]

اضلاع که قسمͬ به کرد برقرار آن�ها رئوس بین ͷی به ͷی تناظر ͷی بتوان هرگاه گویند هم�نهشت را مثلث دو
مͬ�نویسیم و باشند هم�نهشت هم با متناظر زاویه�های و هم با متناظر
△ABC ≡ △DEF

پنج�ضلعͬ�ها و چهارضلعͬ�ها هم�نهشتͬ مͬ�توان ترتیب همین به است. متناظر F با C و E Bبا ،D با A یعنͬ
کرد. تعریف نیز را ... و

A

B

C

E

D

A′

B′

C ′

E′

D′

هستند. هم�نهشت ∠A′B′C ′ و ∠ABC زاویه�های .١١ شͺل

به آنͽاه باشد، دلخواه نقطه�ی ͷی A′ و باشند متمایز نقطه�ی دو B و A هرگاه هم�نهشتͬ: اول بنداشت
.[A,B] ≡ [A′, B′] و A′ ̸= B′ که دارد وجود r بر B′ مانند نقطه ͷی فقط A′ رأس با r نیم�خط هر �ازای

A

B

A′

B′

r

.[A,B] ≡ [A′, B′] .١٢ شͺل
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به ،[C,D] ≡ [E,F ] آنͽاه [A,B] ≡ [E,F ] و [A,B] ≡ [C,D] هرگاه هم�نهشتͬ: دوم بنداشت
است. هم�نهشت خودش با پاره�خط هر علاوه

،[B,C] ≡ [B′, C ′] و [A,B] ≡ [A′, B′] ،A′ ∗B′ ∗C ′ ،A∗B ∗C هرگاه هم�نهشتͬ: سوم بنداشت
.[A,C] ≡ [A′, C ′] آنͽاه

نیم�خط ͷی فقط و ͷی
−−→
A′B′ نیم�خط هر برای و ∠BAC زاویه�ی هر برای هم�نهشتͬ: چهارم بنداشت

طریق مشخصبه (زاویه�ای ∠BAC ≡ ∠B′A′C ′ چنان�که دارد ′A′Bوجود معین یͷطرف در
−−→
A′C ′

مͬ�گیرد). قرار نیم�خطͬ طرف ͷی در �فردی به منحصر

هر این، بر علاوه ،∠C ≡ ∠B آنͽاه ،∠A ≡ ∠C و ∠A ≡ ∠B هرگاه هم�نهشتͬ: پنجم بنداشت
است. هم�نهشت خودش با زاویه

زاویه�ی و ضلع دو با مثلثͬ از آن�ها بین زاویه�ی و ضلع دو هرگاه هم�نهشتͬ(ض�زض): ششم بنداشت
هستند. هم�نهشت مثلث دو آنͽاه باشند، هم�نهشت دیͽر مثلثͬ از آن�ها بین

ͬͽپیوست بنداشت�های
هستند. لازم اقلیدس اصول نقایص از برخͬ رفع برای بنداشت�ها این

که قسمͬ به دارد وجود n مانند عددی باشند، پاره�خط دو [C,D] و [A,B] اگر ارشمیدس: بنداشت
که مͬ�رسیم E نقطه�ی به آنͽاه دهیم، قرار هم کنار A از −−→AB نیم�خط بر بار n را [C,D] پاره�خط هرگاه
به [C,D] و طول واحد برابر π ،[A,B] اگر مثلا́ است. E و A نقاط بین B نقطه�ی و n · [C,D] ≡ [A,E]

B نقطه�ی از بعد E نقطه�ی ͷی تا بͽذرانیم [A,B] بر متوالͬ بار ۴ کم دست را [C,D] باید باشد واحد طول
آید. دست به

A B

C D

E

است. [C,D] طول برابر π ،[A,B] .١٣ شͺل

و Σ١ مجموعه�ی دو اجتماع از ،l خط ͷی بر واقع نقاط همه�ی مجموعه�ی کنیم فرض ددکیند: بنداشت
ͷی آنͽاه بالعͺس، و نباشد Σ٢ نقطه�ی دو بین Σ١ نقطه�ی هیچ که باشد شده تشͺیل چنان (Σ١ ∪Σ٢ ) Σ٢

P١ ∗O∗P٢ ،l مخالفOاز P٢ و P١ نقطه�ی دو هر برای که دارد وجود l Oبر مانند فردی به منحصر نقطه�ی
.P٢ ∈ Σ٢ و P١ ∈ Σ١ یا P٢ ∈ Σ٢ و P١ ∈ Σ١ اگر تنها و اگر

کرد ثابت مͬ�توان است. بینیت چهارم بنداشت یعنͬ جداسازی خاصیت عͺس نوعͬ به ددکیند بنداشت
مͬ�شود. نتیجه دیͽر بنداشت�های و ددکیند بنداشت از ارشمیدس بنداشت که
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O l

Σ2Σ1

مͬ�کند. تقسیم Σ٢ و Σ١ هم از جدا مجموعه�ی دو به را l خط O نقطه�ی .١۴ شͺل

دارد mوجود یͷخط حداکثر آن بر غیرواقع P نقطه�ی هر و l خط هر ازای به هیلبرت: توازی بنداشت
مͬ�دهیم. نمایش l ∥ m نماد با را m و l موازی خط دو است. موازی l با و مͬ�گذرد P از که قسمͬ به

هستند: معادل زیر گزاره�های .١.٢.١ قضیه

اقلیدس. پنجم اصل . ١

هیلبرت. توازی اصل . ٢

مͬ�کند. قطع هم را دیͽری کند، قطع را موازی خط دو از ͬͺی خطͬ اگر . ٣

است. عمود t بر m آنͽاه باشد عمود l بر tو l ∥ m و کند قطع را m و l خط دو t خط هرگاه . ۴

است. π برابر مثلث هر زوایای مجموع . ۵

است. π حداکثر مثلث هر از زاویه سه اندازه�های مجموع (ساکری�لژاندر): .٢.٢.١ قضیه

هستند: هم�ارز زیر گزاره�های .٣.٢.١ قضیه

است. π برابر آن زوایای مجموع که دارد وجود مثلث ͷی . ١

دارد. وجود مستطیل . ٢

است. مستطیل ͷی قائمه زاویه�ی سه با چهارگوش هر . ٣

مطلق هندسه�ی ٣.١

برایصفحه�ی تعریفیͺپارچه�ای امروزه و دارد وجود متفاوتͬ سلیقه�های مطلق بنداشت�هایصفحه�ی مورد در
«هندسه�ی یا مطلق» «هندسه�ی از منظور بولیائͬ، تعریف اساس بر ͷکلاسی هندسه�ی در ندارد. وجود مطلق
به ͬͽپیوست و هم�نهشتͬ بینیت، وقوع، مورد در هیلبرت بنداشت�های فرض با فقط که است هندسه�ای نتاری»
مطلق هندسه�ی کارتسل نیست. مطلق هندسه�ی بنداشت�های جزء توازی بنداشت ترتیب این به مͬ�آید. دست
را هذلولوی صفحه�ی وی ترتیب همین به .[٣] مͬ�کند تعریف عام�تر معنای به و دیͽر بنداشت�های مبنای بر را
بلترامͬ−کلاین مدل با وی نظر مورد هذلولوی صفحه�ی که مͬ�کند ثابت ولͬ مͬ�کند. مطرح دیͽری شͺل به

است. یͺریخت ͷکلاسی هذلولوی صفحه�ی مدل�های همه�ی با نتیجه در و



١١ مطلق هندسه�ی .٣.١

مطلق صفحه�ی ١.٣.١

لاتین ͷکوچ حروف با را نقاط و لاتین بزرگ حروف با را خطوط قبلͬ، بخش�های برخلاف بخش این در
اصول وسیله�ی به که است وقوعͬ فضای A = (P,L, α,≡) مطلق صفحه�ی از منظور مͬ�دهیم. نمایش
ساختار α خطوط، و نقاط مجموعه�ی ترتیب به L و P مجموعه�های است. شده مشخص [٣] موضوعه�ی
کارتسل رهیافت اساس بر مطلق صفحه�ی تعریف یادآوری به ادامه در است. هم�نهشتͬ رابطه�ی ≡ و ترتیب

مͬ�پردازیم. [٣]
از زیرمجموعه�ای L ⊆ P(P) و نقطه را آن اعضای که باشد مجموعه ͷی P کنیم فرض وقوعͬ. فضای
گاه هر مͬ�نامیم، وقوعͬ یͷفضای را (P,L) زوج مͬ�نامیم. خط را آن اعضای که باشد P توانͬ مجموعه�ی

باشند: برقرار زیر بˀنداشت�های
. x, y ∈ G که دارد وجود G ∈ L خط ͷی دقیقاً ،x ̸= y که x, y ∈ P هر برای .I١

.|G| ≥ ٢ همواره G ∈ L هر برای .I٢
،x ∈ G اگر مͬ�دهیم. نشان x, y با مͬ�کند مشخص I١ که را فردی به منحصر خط ،x, y ∈ P هر برای

دارد. قرار G روی x یا است G از نقطه�ای x است، واقع G خط بر x مͬ�گوییم اصطلاحاً
x ̸= y و x, y ∈ T که x, y هر برای گاه هر مͬ�شود نامیده (P,L) از فضا زیر ͷی T ⊆ P زیرمجموعه�ی

.x, y ⊆ T باشیم داشته
مͬ�گیریم. نظر در (P,L) فضاهای زیر تمام مجموعه�ی را T مجموعه�ی

.G ∩H = ∅ یا G = H گاه هر ،G ∥ H مͬ�نویسیم و مͬ�نامیم موازی را H و G خطوط قبل، بخش همانند
باشند: برقرار زیر بنداشت�های گاه هر مͬ�نامیم، آفین صفحه�ی ͷی را (P,L) وقوعͬ فضای

دارند. وجود P در ناهم�خط نقطه�ی سه حداقل .E١

وجود H خط ͷی دقیقاً ،x /∈ G که (x,G) ∈ P × L خط و نقطه زوج هر برای توازی) (بنداشت .P
مͬ�دهیم. نمایش نیز {x||G} نماد با را H خط .G ∩H = ∅ و x ∈ H که دارد

برقرار زیر بنداشت�های گاه هر مͬ�شود، تصویرینامیده صفحه�ی ،Eبنداشت١ با همراه (P,L) وقوعͬ فضای
باشند:

.|G| ≥ ٣ ، G ∈ L هر برای . I٣
.G ∩H ̸= ∅ ، G,H ∈ L هر برای . I۴

ترتیب و بینیت نͽاشت

ͷی وسیله�ی به کرد. معرفͬ ترتیبͬ ساختار ͷی مͬ�توان متفاوت روش�های به M مانند مجموعه�ای برای
.M٣′ := {(x, y, z) ∈ M٣ : x ̸= y, z} کنیم فرض بینیت. رابطه�ی ͷی وسیله�ی به یا و ترتیب≥ رابطه�ی


