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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوند سپاس

کاظم دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه��ی آغاز در
پژوهش پیشبرد راستای در ایشان ارزنده� راهنمایی�های از که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه خشیارمنش

بردم. فراوان حاصل
کمال فرمودند، تقبل را پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که اکبری سعید دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان
حمید دکتر آقای جناب کیانی، داریوش دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از می�دانم لازم همچنین
پایان�نامه این داوری که جعفرزاده عباس دکتر آقای جناب و عرفانیان احمد دکتر آقای جناب میمنی، رضا

نمایم. تشکر گرفتند عهده به را
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
من به زیادی کمک گذشته سالهای طی در که عزیزم همسر از وجود تمام با و را مقدس�شان وجود می�کنم

می�کنم. قدردانی دادند، تغییر را زندگی�ام مسیر و کردند
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۵٧ صفحات تعداد دکتری تحصیلی مقطع

حلقه یک به شده داده نسبت گرافهای از برخی خواص مطالعه رساله این هدف رساله چکیده
مقسوم�علیه� گراف گرفته�اند، قرار توجه مورد رساله این در که گرافهایی مهمترین می�باشد. جابه�جایی
صفر، مقسوم�علیه گراف مورد در می�باشند. یکانی کیلی گراف و یکانی گراف تام، گراف صفر،
گراف که حلقه�هایی تمام رساله، دیگر بخش در �است. شده بررسی اُور توسیع تحت گراف این رفتار
جابه�جایی حلقه یک به جدیدی گراف پایان، در است. شده مشخص است، تصویری آن�ها تام
و یکانی گرافهای و می�باشد یکانی کیلی و یکانی گرافهای از تعمیمی گراف این داده�ایم؛ نسبت

می�باشند. گراف این از خاصی حالت یکانی کیلی

گراف تصویری، صفحه گونه، گراف، کمر گراف، قطر صفر، علیه مقسوم اُور، توسیع کلیدی واژگان
یکانی. (کیلی) گراف تام، گراف صفر، مقسوم�عیله

تاریخ راهنما استاد امضای
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است. برخوردار اصالت و صحت از و شده انجام اینجانب توسط رساله این در تحقیقات آ.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به دیگر محققان پژوهش�های نتایج از استفاده در ب.

مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود توسط تاکنون رساله این در مندرج مطالب ج.
است. نشده ارائه جایی به امتیازی یا

”دانشگاه نام با مستخرج مقالات و است مشهد فردوسی دانشگاه به متعلق اثر این حقوق کلیه د.
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است. شده رعایت آن از مستخرج
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یافته دستریسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در ز.
است. شده رعایت انسانی اخلاقی اصول و ضوابط رازداری، اصل شده، استفاده یا
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دانشجو امضای

نشر حق و نتایج مالکیت

تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای، برنامه�های مستخرج، آن(مقالات محصولات و اثر این حقوق کلیه •
تولیدات در مقتضی نحو به بایستی مطلب این است. مشهد فردوسی دانشگاه به متعلق شده) ساخته

شود. ذکر مربوطه علمی
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پیش�گفتار

توجه مورد اخیر سالهای در حلقه و گروه نیم�گروه، مانند جبری ساختار یک به گراف یک دادن نسبت
گراف نظریه زبان به ساختارها این ویژگی�های دیگر و خواص ساده�تر بیان شاید است. گرفته قرار زیادی
کمک به گراف نظریه و جبری ساختارهای مسائل حل اساسی هدف ولی باشد، کار این برای انگیزه اولین
به�وجود گراف نظریه از استفاده با جبری ساختارهای در جدیدی مسائل هم اوقات گاهی است. همدیگر

است. آمده
را صفر مقسوم�علیه گراف مفهوم ،[١۴] در بک١ بار اولین ،R مانند جابه�جایی حلقه یک مورد در
دو و می�شوند گرفته نظر در گراف رئوس عنوان به ،R حلقه اعضای همه او تعریف در نمود. معرفی
رأسی رنگ�آمیزی مقاله�اش، در او .xy = ۰ اگر فقط و اگر متصل�اند هم به R در y و x متمایز عضو
است برابر آن خوشه�ای عدد با گراف این رنگی عدد که زد حدس و داد قرار مطالعه مورد را گراف این
از حلقه�ای ،[۴] در نصیر٣ و اندرسون٢ آن از بعد اما است. درست حدس این داد نشان حالتهایی در و
انگیزه�ای این نبود. یکی مقدار دو این آن به منسوب صفر مقسوم�علیه گراف در که ساختند ٣٢ مرتبه
تمام گراف این در شد. معرفی ،[۴٢] در باتوادکار۵ و شارما۴ توسط که بود هم�بیشین گراف تعریف برای
R از b و a متمایز عضو دو و می�شود گرفته نظر در گراف رئوس عنوان به R جابه�جایی حلقه اعضای
عدد و رنگی عدد گراف این در که دادند نشان آن�ها .aR + bR = R اگر فقط و اگر متصل�اند هم به
جبری ساختارهای از استفاده با که باشد گراف نظریه در جالب مثالی این شاید است. یکسان خوشه����������������������ای
صفر مقسوم�علیه گراف تعریف ،[٧] در لیوینگستون٧ و اندرسون۶ آن از بعد می�شود. ارائه گرافهایی چنین
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٢ پیش�گفتار

آن�ها کردند. حذف رئوس مجموعه از را صفر رأس و تنها رأس�های که ترتیب این به کردند، اصلاح را
صفر مقسوم�علیه گراف مورد در زیادی مقالات است. سه حداکثر قطر با همبند گراف این که دادند نشان
مراجعه ،[۵] به زمینه این در کامل تقریبا و جالب مرور یک برای می�تواند خواننده است. شده نوشته

کند.
حلقه یک تام گراف به می�توان است، شده داده نسبت حلقه یک به که دیگری مهم گرافهای جمله از
اعضای همه گراف این در است. شده تعریف ،[۶] در بداوی٨ و اندرسون توسط که کرد، اشاره جابه�جایی
اگر متصل�اند هم به R از b و a متمایز رأس دو و می�شوند گرفته نظر در گراف رئوس عنوان به R حلقه
مقسوم�علیه�های مجموعه از استفاده گراف این اهمیت باشد. R از صفری مقسوم�علیه a+ b اگر فقط و
عناصر مجموعه است، گرفته قرار توجه مورد که ،R حلقه از دیگری مهم مجموعه زیر است. حلقه صفر
گراف این در دادند. قرار مطالعه مورد و تعریف را یکانی گراف ،[١١] در نویسندگان است. آن یکه
هم به b و a متمایز رأس دو و می�شوند گرفته نظر در رئوس مجموعه عنوان به R حلقه اعضای همه نیز
گراف این باشد، آرتینی حلقه�ای R که حالتی در باشد. R از یکه عضوی a+ b اگر فقط و اگر متصل�اند
گراف است، شده استفاده R حلقه یکه عناصر مجموعه از آن در که دیگری گراف است. تام گراف متمم
استفاده تفاضل از جمع جای به که است این در یکانی گراف با گراف این تفاوت است. یکانی کیلی٩
باشد. R در یکه عنصری a− b اگر فقط و اگر متصل�اند هم به b و a متمایز عضو دو یعنی است؛ شده
کیلی گراف و یکانی گراف که کنید توجه است. گرفته قرار مطالعه مورد [٣٢] و [٣] مقالات در گراف این

می�باشند. هم�بیشین گراف از زیرگرافهایی دو هر یکانی
یکحلقه گراف رفتار مطالعه مسیرها از یکی است، کرده رشد مختلفی مسیرهای در گرافها این مطالعه
می�توانید مثال طور به است. توانی سری�های حلقه و چندجمله�ای�ها حلقه مانند آن از توسیع�هایی تحت
گراف�های نشاندن زمینه، این در جذاب موضوعات از دیگر یکی ببینید. را [٣٣] و [١٣] مقالات
می�توانید نمونه برای است. شده پرداخته موضوع این به زیادی مقالات است. سطوح روی جبری

کنید. رجوع [۴٩] و [۴٧] ،[۴۶] ،[۴٣] ،[١٩] ،[١٨] ،[١۵] ،[٢] به
است، گرفته قرار استفاده مورد رساله تمام در که کلی، نمادهای و اولیه مفاهیم رساله، اول فصل در
به�نام آن از دیگری توسیع تحت را R صفر علیه مقسوم گراف رفتار رساله، دوم فصل در می�کنیم. بیان را
جابه�جایی حلقه تام گراف بودن تصویری رساله این سوم فصل در می�دهیم. قرار مطالعه مورد اُور١٠ توسیع
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٣ پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار

یکی سطوح روی جبری های گراف نشاندن موضوع کردیم اشاره که همانطور کرد. خواهیم بررسی را R
جهت�پذیر غیر گونه از پذیر، جهت غیر سطح یک تصویری صفحه و است فعال و جذاب موضوعات از
از تعمیمی گراف این می�دهیم. نسبت R حلقه به جدیدی گراف رساله، چهارم فصل در می�باشد. یک
می�باشد. هم�بیشین گراف از گرافی زیر گراف این همچنین می�باشد. یکانی کیلی گراف و یکانی گراف

گرفت. خواهد قرار مطالعه مورد فصل این در گراف این عمومی خواص
می�باشند. رساله این از مستخرج [٢٩] و [٢٨] ،[١] مقالات که می�شود یادآوری پایان در



١ ف��ص��ل

اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م و ک��ل��ی ن��م��اده��ای

R چ��ه��ارم و س��وم ف��ص��ل در و اس��ت ن��اص��ف��ر ط��رف��ه دو ه��م��ان��ی ع��ن��ص��ر ب��ا پ��ذی��ر ش��رک��ت ح��ل��ق��ه�ای R رس��ال��ه ای��ن در
و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش Z(R) ب��ا را R از ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه ع��ن��اص��ر م��ج��م��وع��ه م��ی�ش��ود. ف��رض ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ای
ک��ه ب��اش��د م��وج��ود b ∈ R �ن��د �ان� م� �ف��ری ن��اص� ع��ض��و ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت a ∈ R �ن��د �ان� م� �ن��اص��ری ع� �م��ه ه� از �ت��ش��ک��ل م�
�ه ب� J(R) و U(R) �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ود. �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� Z∗(R) = Z(R) − {۰} �لاوه �ه�ع� ب� .ba = ۰ �ا ی� ab = ۰

R ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه ص��ورت��ی�ک��ه در م��ی�ب��اش��ن��د. R ج��ی��ک��وب��س��ن رادی��ک��ال و R ح��ل��ق��ه ی��ک��ه ع��ن��اص��ر م��ج��م��وع��ه ت��رت��ی��ب
�ای��ش �م� ن� (R,m) �ا ب� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �ی �ع� �وض� م� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک را آن �د، �اش� ب� m �د �ن� �ان� م� �ن �ی� �ش� �ی� ب� آل �ده ای� ی��ک �ا �ه� �ن� ت� دارای

م��ی�ده��ی��م.
�م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� Fq �ا ب� را �و �ض� ع� q �ا ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� �دان �ی� م� و Zn �ا ب� را n �ه �ان� �م� �ی� پ� �ه ب� �ح �ی� �ح� ص� �داد اع� �ه �ق� �ل� ح�
�ه �ری� �ظ� ن� �ورد م� در و [١٢] �ه ب� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ای �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ه �ری� �ظ� ن� �ورد م� در �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ات �لاع� اط� �رای ب� �د �وان� �ی�ت� م� �ده �ن� �وان� خ�

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢۴] ب��ه غ��ی��رج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ه��ای
از �ل �ک� �ش� �ت� م� ،(V (Γ), E(Γ), ψΓ) �ب �رت� م� �ی �ای� �ه�ت� س� ،Γ �د �ن� �ان� م� �دار) �ت� �ه� ج� �ر �ی� (غ� �راف گ� �ک ی� از �ور �ظ� �ن� م�
Γ ی��ال ه��ر ب��ه ک��ه ψΓ ت��اب��ع و ی��ال�ه��ا از (V (Γ) از (م��ج��زا E(Γ) م��ج��م��وع��ه رأس�ه��ا، از V (Γ) ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه
e �ی��د �ن� ک� ف��رض �اش��د. م��ی�ب� م��ی�ده��د، �ب��ت ن��س� �ن��د) �اش� �ب� ن� �ز �ای� �م� �ت� م� اس��ت �م��ک��ن م� �ه (ک� Γ رئ��وس از �رت��ب �ام� ن� زوج ی��ک
ه��م ب��ه را v و u ،e �ی��م �وی� م��ی�گ� ای��ن�ص��ورت در ،ψΓ(e) = uv ک��ه �ه�ط��وری ب� �د �ن� ب��اش� رأس دو v و u و ی��ال ی��ک
�ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ه �وق� ط� اس��ت، �ک��ی ی� آن �ای �ه� �ت� ان� دو �ه ک� �ی �ال� ی� �د. �ن� �اش� �ی�ب� م� e �ه��ای �ت� ان� دو v و u و �د �ن� �ی�ک� م� وص��ل
گ��راف �ن��د، ب��اش� �ت��ص��ل م� ه��م ب��ه ی��ال ی��ک �ث��ر ک� ح��دا ت��وس��ط آن �ای��ز �م� �ت� م� رأس دو ه��ر و ب��اش��د �ه ط��وق� ب��دون �ه ک� گ��راف��ی

۴
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و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �اده �ف� �ت� اس� e := {u, v} �اد �م� ن� از �اه �گ� آن� ،ψΓ(e) = uv �ر گ� ا �ت �ال� ح� �ن ای� در �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �اده س�
رأس ب��ه م��ت��ص��ل رأس�ه��ای ه��م��ه م��ج��م��وع��ه . م��ی�ش��ود م��ش��خ��ص (V (Γ), E(Γ)) م��رت��ب زوج ب��ا Γ س��اده گ��راف
�داد �ع� ت� ، Γ در v رأس �ه درج� ،deg(v) �ود. �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� N(v) �ا ب� �ار �ص� �ت� اخ� �ه ب� �ا ی� NΓ(v) �ا ب� Γ در v
رأس�ه��ای درج��ه ک��م��ت��ری��ن م��ی�آی��د. ح��س��اب ب��ه ی��ال دو ط��وق��ه ه��ر اس��ت. واق��ع آن ب��ر v ک��ه اس��ت Γ در ی��ال�ه��ای��ی
گ��راف . deg(v) = r ،v ∈ Γ ه��ر ازای �ه ب� �ر گ� ا اس��ت �م �ظ� �ت� �ن� r-م� ،Γ گ��راف �م. �ی� م��ی�ده� �ای��ش �م� ن� δ(Γ) �ا راب� Γ
ن��م��ای��ش Kn ب��ا را رأس n ب��ا ک��ام��ل گ��راف م��ت��ص��ل�ان��د. ه��م ب��ه آن رأس�ه��ای ت��م��ام ک��ه اس��ت س��اده گ��راف��ی ک��ام��ل،
دو �ه ب� �وان �ت� ب� را آن �ای رأس�ه� �ه �وع� �م� �ج� م� �ه ک� �ت اس� �ی �راف� گ� V۲ و V۱ �ای �ه� �ش� �خ� ب� �ا ب� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� �م. �ی� �ی�ده� م�
�د. �اش� ب� V۲ در �ا �ه� �ت� ان� �ک ی� و V۱ در �ا �ه� �ت� ان� �ک ی� دارای �ال ی� �ر ه� �ه ک� �رد ک� �راز اف� V۲ و V۱ �ی �ه� �ات� ن� �ه �وع� �م� �ج� م� �ر زی�
�راف گ� را اس��ت �ت��ص��ل م� V۲ رأس �ر ه� �ه ب� V۱ رأس �ر ه� درآن �ه ک� V۲ و V۱ �ه��ای �ش� �خ� ب� �ا ب� �اده س� �ش��ی �خ� دوب� �راف گ�
م��ی�ن��ام��ی��م، س��ت��اره گ��راف را K۱,n ف��رم ب��ه گ��راف��ه��ای م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش K|V۱|,|V۲| ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی
�راف��ی گ� �اره �ت� س� �راف گ� از �ری��ف �ظ� ت� ی��ک �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� آن �ز �رک� م� را اس��ت �ت��ص��ل م� رئ��وس �ه �م� ه� �ه ب� �ه ک� رأس��ی �ی��ن �ن� �چ� �م� ه�
Γ س��اده گ��راف رئ��وس از م��ج��م��وع��ه�ای ب��اش��ن��د. م��ت��ص��ل رأس ی��ک ب��ه آن رأس�ه��ای ه��م��ه ک��ه ب��ه�ط��وری اس��ت س��اده
ک��ه Γ س��اده گ��راف رئ��وس از �ه�ای �م��وع� م��ج� �ی��ن �ن� �م��چ� ه� �ی��م. �ام� م��ی�ن� خ��وش��ه ی��ک را �ن��د ب��اش� وص��ل ه��م ب��ه دو ب��ه دو ک��ه

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه ی��ک ن��ب��اش��ن��د، وص��ل ه��م ب��ه دو ب��ه� دو
م��ت��ن��اوب دن��ب��ال��ه ،y و xرأس دو ب��ی��ن Γ گ��راف در (k ط��ول (ب��ه گ��ش��ت

x = v۰, e۰, v۱, e۱, . . . , ek−۱, vk = y

�د. �ن� �ت� �س� ه� ei �ای �ه� �ت� ان� دو vi+۱ و vi ،۰ ⩽ i < k �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� Γ در �ای �ال�ه� ی� و �ا رأس�ه� از
�ا ب� �ت �ش� گ� �ن ای� �د) �اش� ب� �اده س� Γ �راف گ� �ه �ی�ک� �ان� زم� �ال �ث� م� �ور ط� �ه (ب� �د �اش� �ب� ن� �ث �ح� ب� در �ی �ام� �ه� اب� �ه ک� �واردی م� در
Pk ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م م��س��ی��ر را آن ب��اش��ن��د م��ت��م��ای��ز گ��ش��ت رئ��وس گ��ر ا م��ی�ش��ود. داده ن��م��ای��ش ،v۰ − v۱ − · · · − vk

C := P + vk−۱v۰ گ��ش��ت آن��گ��اه ب��اش��د، م��س��ی��ر ی��ک P = v۰ − v۱ − · · · − vk−۱ گ��ر ا م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش
در �ول �م� �ش� م� دور �ن �ری� �ت� �اه� �وت� ک� �ول ط� �ود. �ی�ش� م� داده �ش �ای� �م� ن� Ck �ا ب� و �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� k �ول ط� �ه ب� دور �ک ی�
�د، �اش� �ب� ن� دوری �ل �ام� ش� Γ �ه �ی�ک� �ورت� ص� در �م، �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� gr(Γ) �ا ب� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� Γ �راف گ� �ر �م� ک� را Γ �راف گ�
در y و x ب��ی��ن م��س��ی��ر ک��وت��اه��ت��ری��ن ط��ول ،Γ از y و x م��ت��م��ای��ز رأس دو ف��اص��ل��ه م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف gr(Γ) := ∞

ن��ب��اش��د y و x ب��ی��ن م��س��ی��ری گ��ر ا و م��ی�ش��ود داده ن��ش��ان (d(x, y) ی��ا (و dΓ(x, y) ن��م��اد ب��ا و م��ی�ش��ود ت��ع��ری��ف Γ
ب��زرگ��ت��ری��ن م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف d(x, x) := ۰ ،Γ در xرأس ه��ر ب��رای ه��م��چ��ن��ی��ن .d(x, y) := ∞ م��ی�ده��ی��م ق��رار
�ر ه� �رای ب� �ر گ� ا �ود. �ی�ش� م� داده �ش �ای� �م� ن� diam(Γ) �ا ب� و �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� Γ �ر �ط� ق� ،Γ رأس دو �ر ه� �ن �ی� ب� �ه �ل� �اص� ف�
�ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �د �ن� �ب� �م� ه� Γ �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ود �وج� م� y �ه ب� x از �ری �ی� �س� م� Γ �راف گ� از y و x �ز �ای� �م� �ت� م� رأس دو
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�اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� Γ �ر گ� ا �ه ک� اس��ت واض��ح �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� �د، �اش� �ب� ن� �د �ن� �ب� �م� ه� �ه ک� �ی �راف� گ� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه�
�م��وع��ه م��ج� و رئ��وس �ه م��ج��وع� �ه ک� �ای��ی �ه� �راف� گ� �ن��ی �ع� (ی� �اه��ی �ن� �ت� م� �ه��ای �راف� گ� در �ل��ب م��ط� ای��ن ع��ک��س .diam(Γ) = ∞

اس��ت. ب��رق��رار ن��ی��ز ب��اش��د) م��ت��ن��اه��ی آن ی��ال�ه��ای

ای��ن�ص��ورت در ب��اش��ن��د. گ��راف دو Γ و ∆ ک��ن��ی��د ف��رض .١.٠.١ ت��ع��ری��ف

�د �ن� �ان� م� �ی �ای� �وش� پ� و �ک �ه�ی� �ک�ب� ی� �ع �واب� ت� �اه �رگ� ه� ،∆ ∼= Γ �م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� و �م �ی� �وی� �گ� �ت �خ� �ری� �ک� ی� را Γ و ∆ (آ)
و گ��ر ا ψ∆(e) = uv �ک��ه ب��ه�ط��وری ب��اش��ن��د م��وج��ود ϕ : E(∆) −→ E(Γ) و θ : V (∆) −→ V (Γ)

.ψΓ(ϕ(e)) = θ(u)θ(v) گ��ر ا ف��ق��ط

ت��ح��دی��د ψ∆ و E(∆) ⊆ E(Γ) ،V (∆) ⊆ V (Γ) ه��رگ��اه گ��وی��ی��م؛ Γ گ��راف از زی��رگ��راف��ی را ∆ گ��راف (ب)
∆ زی��رگ��راف در ان��ت��ه��ای��ش��ان دو ک��ه Γ گ��راف ی��ال�ه��ای ت��م��ام گ��ر ا ه��م��چ��ن��ی��ن، ب��اش��د. E(∆) روی ψΓ ت��اب��ع
�ر گ� ا �ه�ع��لاوه، ب� �ود. م��ی�ش� �ده �ی� �ام� ن� Γ گ��راف از �ای��ی �ق� ال� �رگ��راف زی� ∆ �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� �ع واق� �ز �ی� ن� ∆ در �اس��ت،

م��ی�ش��ود. گ��رف��ت��ه ن��ظ��ر در Γ از زی��رگ��راف��ی ∆ آن��گ��اه ب��اش��د، ی��ک��ری��خ��ت Γ از زی��رگ��راف��ی ب��ا ∆

ای��ن�ص��ورت در ب��اش��ن��د. م��ج��زا رئ��وس م��ج��م��وع��ه ب��ا س��اده گ��راف دو Γ۲ و Γ۱ ک��ن��ی��د ف��رض .٢.٠.١ ت��ع��ری��ف

�وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ی �راف� گ� �م، �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� Γ = Γ۱ ∪ Γ۲ �اد �م� ن� �ا ب� را آن �ه ک� Γ۲ و Γ۱ �اع �م� �ت� اج� (آ)
�ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. اس� E(Γ) = E(Γ۱) ∪ E(Γ۲) �ای �ال�ه� ی� �ه �وع� �م� �ج� م� و V (Γ) = V (Γ۱) ∪ V (Γ۲)

. Γ := kH م��ی�ن��وی��س��ی��م آن��گ��اه ب��اش��د، H گ��راف از م��ج��زا ک��پ��ی (k ⩾ ۲) k از م��ت��ش��ک��ل Γ گ��راف گ��ر ا

اس��ت V (Γ) = V (Γ۱)× V (Γ۲) رئ��وس م��ج��م��وع��ه ب��ا گ��راف��ی Γ = Γ۱ × Γ۲ دک��ارت��ی ح��اص��ل��ض��رب (ب)
و u۱ = v۱ �ر گ� ا �ط �ق� ف� و �ر گ� ا �د �ل�ان� �ص� �ت� م� �م ه� �ه ب� (v۱, v۲) و (u۱, u۲) �ز �ای� �م� �ت� م� رأس دو آن در �ه ک�

. {u۱, v۱} ∈ E(Γ۱) و v۲ = u۲ ی��ا {u۲, v۲} ∈ E(Γ۲)

�وری �س� �ان� ت� �رب �ض� �ل� �اص� ح� �ورت �ن�ص� ای� در �د. �ن� �اش� ب� �راف گ� دو Γ۲ و Γ۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣.٠.١ �ف �ری� �ع� ت�
�ز �ای� �م� �ت� م� رأس دو و �ت اس� V (Γ) = V (Γ۱) × V (Γ۲) �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �اده س� �ی �راف� گ� Γ = Γ۱ ⊗ Γ۲

�ت��ص��ل م� �م ه� �ه ب� Γ۲ در v۲ و u۲ و Γ۱ در v۱ و u۱ �ر گ� ا �ق��ط ف� و �ر گ� ا �د �ل�ان� �ت��ص� م� �م ه� �ه ب� (v۱, v۲) و (u۱, u۲)

ب��اش��ن��د.

�ان �ش� ن� �م �ی� �واه� �ی�خ� م� �د. �اش� ب� V۲ و V۱ �ای �ه� �ش� �خ� ب� �ا ب� �ی �ش� �خ� دوب� و �اده س� �ی �راف� گ� Γ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴.٠.١ �ال �ث� م�
از Γ۱ ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف .E(K۲) = {{a, b}} و V (K۲) = {a, b} ک��ن��ی��د ف��رض .K۲ ⊗ Γ ∼= ۲Γ ده��ی��م
�ه �وع� �م� �ج� م� �ا ب� K۲ ⊗ Γ از Γ۲ �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� و {a} × V۱ ∪ {b} × V۲ �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �ا ب� K۲ ⊗ Γ
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Γ۲ و Γ۱ م��ج��زای �ت��م��اع اج� K۲ ⊗ Γ ک��ه اس��ت واض��ح �ی��ری��د. ب��گ� ن��ظ��ر در را {b} × V۱ ∪ {a} × V۲ رئ��وس
.K۲ ⊗ Γ ∼= ۲Γ ب��ن��اب��رای��ن ه��س��ت��ن��د. ی��ک��ری��خ��ت Γ ب��ا دو ه��ر Γ۲ و Γ۱ ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت.

�د �دی� ج� رأس �ک ی� �ه ک� �ت اس� �ی �ن� �ع� م� �ن ای� �ه� ب� ،Γ �اده س� �راف گ� در �ی �ال� ی� �م �ی� �س� �ق� �رت� زی� �ک ی� (آ) .۵.٠.١ ت��ع��ری��ف
�ال ی� �دا �ت� اب� �ر �ق�ت� �ی� دق� �ارت �ب� ع� �ه ب� . �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� Γ در e = {u, v} �د �ن� �ان� م� �ال ی� �ک ی� روی w �د �ن� �ان� م�
را {w, v} و {u,w} �ای �ال�ه� ی� و w �د �دی� ج� رأس �س �پ� س� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ذف ح� را Γ در e = {u, v}

از �ی �اه� �ن� �ت� م� �ه�ای �ال� �ب� دن� �ا ب� Γ از �ه ک� �ت اس� �ی �راف� گ� Γ �اده س� �راف گ� �م �ی� �س� �ق� �رت� زی� �ک ی� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �اف� اض�
آی��د. دس��ت ب��ه ی��ال��ی زی��رت��ق��س��ی��م�ه��ای

�اده س� �راف گ� �ک ی� از �ی �م� �ی� �س� �ق� �رت� زی� دو �ر ه� �اه گ� �ر ه� �م �ی� �وی� گ� �ت �خ� �ری� �ان� �س� �م� ه� را Γ۲ و Γ۱ �اده س� �راف گ� دو (ب)
ب��اش��ن��د.

ک��ن��د. م��راج��ع��ه [١۶] ب��ه گ��راف ن��ظ��ری��ه م��ورد در ب��ی��ش��ت��ر اط��لاع��ات ب��رای م��ی�ت��وان��د خ��وان��ن��ده



٢ ف��ص��ل

اُور ت��وس��ی��ع ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه گ��راف

ص��ف��ر م��ق��س��وم گ��راف�ه��ای ک��م��ر و ق��ط��ر اس��ت α-س��ازگ��ار و ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ه ح��ال��ت��ی در ف��ص��ل ای��ن در
و �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ه ک� �ی �ت� �ال� ح� در �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �رد. ک� �م �ی� �واه� خ� �ه �س� �ای� �ق� م� را Γ(R[x;α, δ]) و Γ(R)

ک��رد. خ��واه��ی��م ش��ن��اس��ای��ی را R[x;α, δ] اُور ت��وس��ی��ع ص��ف��ر ع��ل��ی��ه�ه��ای م��ق��س��وم اس��ت، ,α)-س��ازگ��ار δ)

م��ق��دم��ه ١.٢

ای��ن در او ش��د. م��ع��رف��ی [١۴] در ب��ک ت��وس��ط ب��ار اول��ی��ن ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه ی��ک ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه گ��راف م��ف��ه��وم
�ر �ی� �ص� ن� و �ون �درس� ان� �وس��ط ت� او �ار ک� �ود. ب� �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �راف گ� رئ��وس �وان �ن� ع� �ه ب� را �ه �ق� �ل� ح� �ر �اص� �ن� ع� �ه �م� ه� �ژوه��ش پ�
آن در �ه ک� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �راف گ� ، [٧] در �ون �ت� �س� �گ� �ن� �وی� �ی� ل� و �ون �درس� ان� .([۴] �ه ب� �د �ی� �ن� ک� �وع (رج� �اف��ت ی� �ه ادام�
ت��ن��ه��ا رئ��وس ت��ع��ری��ف ای��ن در ک��ردن��د. م��ط��ال��ع��ه و م��ع��رف��ی را ب��اش��ن��د ن��اص��ف��ر ک��ه ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه�ه��ای گ��راف رئ��وس
�ه ب� �د١ �ون� ردم� �ط �وس� ت� �وم �ه� �ف� م� �ن ای� �د. �ون� �ی�ش� �م� ن� �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �ت اس� �ل �ص� �ت� م� �وس رئ� �ه �م� ه� �ه ب� �ه ک� �ر �ف� ص� رأس و
در �ه �ت� �ذش� گ� �ه ده� در �ادی زی� �الات �ق� م� . ( [۴٠] �ه ب� �د �ی� �ن� ک� �وع (رج� �ت �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ر �ی� غ� �ای �ه�ه� �ق� �ل� ح�
[۴٠] ، [٣٧] ، [١۴] ، [٨] ، [۴] ،[٢] ب��ه �ی��د �ن� ک� (رج��وع اس��ت ش��ده �ت��ه ن��وش� �ف��ر ص� �ی��ه �ل� �ق��س��وم�ع� م� گ��راف م��ورد
ک��ن��د. م��راج��ع��ه [۵] م��رج��ع ب��ه ش��ده ان��ج��ام ک��اره��ای م��ورد در ج��ال��ب م��رور ی��ک ب��رای م��ی�ت��وان��د خ��وان��ن��ده .( [۵٠] و
�وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ی �راف� گ� Γ(R) �دار �ت� �ه� ج� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �راف گ� �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

1Redmond

٨
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R �ق��ه �ل� ح� . xy = ۰ گ��ر ا �ق��ط وف� گ��ر ا م��ی�ب��اش��د y و x �ای��ز �م� �ت� م� رئ��وس �ی��ن ب� ی��ال ی��ک x → y ک��ه اس��ت Z∗(R)

ح��ل��ق��ه روی ب��ن��اب��رای��ن . ba = ۰ ک��ه ک��ن��د ای��ج��اب ab = ۰ ، a, b ∈ R ه��ر ب��رای ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر را
ای��ن در م��ی�ش��ود. گ��رف��ت��ه ن��ظ��ر در دار) ج��ه��ت (غ��ی��ر س��اده گ��راف��ی Γ(R) ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه گ��راف R ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر

اس��ت. س��ه ک��ث��ر ح��دا ق��ط��ر ب��ا ه��م��ب��ن��د گ��راف��ی Γ(R) ، [٣.٢ ق��ض��ی��ه ،۴٠] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ال��ت
�ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �راف گ� �ر �م� ک� و �ر �ط� ق� �ار �ت� رف� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ه ب� ، [١٣] در �ز۴ �ل� �ک� �ی� �ت� اس� ، �دال٣ �ن� �ک� �وی� ک� ، �ت��ل٢ �س� ک� آ
�ی��ن �ن� �م��چ� ه� �ن��د. �ت� پ��رداخ� ت��وان��ی س��ری�ه��ای �ق��ه �ل� ح� و �ه�ای�ه��ا �ل� �م� �ن��دج� چ� �ق��ه �ل� ح� �ی��ع�ه��ای ت��وس� ت��ح��ت �ای��ی �ه�ج� �اب� ج� �ق��ه �ل� ح� ی��ک
و �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �راف گ� �ر �ط� ق� �ورد م� در �ری �ل�ت� �ام� ک� �ه �ع� �ال� �ط� م� و داد �ه ادام� را �ا �ه� آن� �ار ک� ، [٣٣] در �اس۵ �وک� ل�
م��ول��ی۶ و ان��درس��ون ای��ن، ب��ر ع��لاوه داد. ان��ج��ام ت��وان��ی س��ری�ه��ای وح��ل��ق��ه چ��ن��دج��م��ل��ه�ای�ه��ا ح��ل��ق��ه ب��ه آن ت��وس��ی��ع�ه��ای
�ای �ه� �ت� �ال� ح� در و �د �ن� �ت� �رداخ� پ� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �راف گ� �ر �م� ک� و �ر �ط� ق� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ه ب� ، [٨] در
�ی��ه �ل� �ق��س��وم�ع� م� گ��راف م��ورد در آن از �ف��اده �ت� اس� ب��ا و ک��ردن��د م��ش��خ��ص را آن ب��ه �ه �ت� واب��س� گ��راف و �ق��ه �ل� ح� ن��وع خ��اص

. پ��رداخ��ت��ن��د ب��ح��ث ب��ه ت��وان��ی س��ری�ه��ای ح��ل��ق��ه و چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ح��ل��ق��ه ص��ف��ر
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� اُور �ع �ی� �وس� ت� �ت اس� �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� �ه �وج� ت� �ورد م� �ل �ص� ف� �ن ای� در �ه ک� �ری �گ� دی� �ع �ی� �وس� ت�
�ی �ن� �ع� ی� �د، �اش� ب� �ق �ت� �ش� α-م� �ع �اب� ت� �ک ی� δ : R −→ R و �د �اش� ب� �ه�ای �ق� �ل� ح� �ی٧ �ت� �خ� ی� درون�ر �ک ی� α : R −→ R

.δ(ab) = α(a)δ(b)+ δ(a)b ،a, b ∈ R ه��ر ب��رای ک��ه ب��ه�ط��وری اس��ت ج��م��ع��ی ن��گ��اش��ت ی��ک δ : R −→ R

ص��ورت ب��ه ض��رب و ج��م��ع و اس��ت R در ض��رای��ب ب��ا چ��ن��دج��م��ل��ه�ای�ه��ا ح��ل��ق��ه ،R ح��ل��ق��ه از R[x;α, δ] اُور ت��وس��ی��ع
زی��ر ق��ان��ون از x م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ر در r ض��رب ،r ∈ R ه��ر ازای ب��ه ک��ه ت��ف��اوت ای��ن ب��ا م��ی�ش��ود ت��ع��ری��ف م��ع��م��ول��ی

م��ی�ک��ن��د: پ��ی��روی

xr = α(r)x+ δ(r).

�ه �ق� �ل� ح� و �ود �ی�ش� م� داده �ش �ای� �م� ن� R[x;α] �ا ب� R[x;α, δ] �ه �ق� �ل� ح� �د �اش� ب� �ر �ف� ص� �ع �اب� ت� δ �ه ک� �اص خ� �ت �ال� ح� در
م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده اُری��ب چ��ن��دج��م��ل��ه�ای�ه��ای

�د �ای� ب� اول �دم ق� در �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� �ی�ب� م� R[x;α, δ] �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �راف گ� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ل �ص� ف� �ن ای� �دف ه�
م��ی�ش��ود پ��رداخ��ت��ه آن ب��ه ف��ص��ل ای��ن دوم ب��خ��ش در ک��ه ش��ون��د ش��ن��اس��ای��ی R[x;α, δ] ح��ل��ق��ه ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه�ه��ای

2Axtell
3Coykendall
4Stickles
5Lucas
6Mulay

م��ی�ش��ود. ف��رض α(۱) = ۱ ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه م��ی�ن��ام��ی��م. ی��خ��ت��ی درون�ر ی��ک را α : R −→ R م��ان��ن��د ه��م��ری��خ��ت��ی ه��ر ٧
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م��ی�پ��ردازی��م. R[x;α, δ] ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه گ��راف م��ط��ال��ع��ه ب��ه س��وم ب��خ��ش در و

اُور ت��وس��ی��ع ح��ل��ق��ه ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه�ه��ای ٢.٢

�ی��ه �ل� م��ق��س��وم�ع� ی��ک f(x) ∈ R[x] �ل��ه�ای �م� �ن��دج� چ� ،R �اب��ه�ج��ای��ی ج� �ق��ه �ل� ح� ب��رای ک��ه داد ن��ش��ان [٣۶] در م��ک�ک��وی٨
ن��ی��ل��س��ن٩ آن از ب��ع��د . rf(x) = ۰ ک��ه ب��ه�ط��وری ب��اش��د م��وج��ود r ∈ R ن��اص��ف��ر ع��ن��ص��ر گ��ر ا وف��ق��ط گ��ر ا اس��ت ص��ف��ر
�ل��ق��ه�ه��ای ح� در ح��ت��ی ف��وق �ی��ه ق��ض� ک��ه داد ن��ش��ان و داد �ی��م ت��ع��م� ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر �ل��ق��ه�ه��ای ح� ب��ه را ف��وق �ی��ه ق��ض� [٣٨] در
ح��ل��ق��ه�ه��ای را ک��ن��ن��د ص��دق م��ک�ک��وی ق��ض��ی��ه در ک��ه را ح��ل��ق��ه�ه��ای��ی ن��ی��ل��س��ن ن��م��ی�ب��اش��د. ص��ح��ی��ح ن��ی��ز ن��ی��م�ج��اب��ه�ج��ای��ی١٠
�ن��ظ��ور م� ه��م��ی��ن ب��ه اس��ت. اُور �ی��ع ت��وس� �ل��ق��ه�ه��ای ح� ب��ه آن��ه��ا �ت��ای��ج ن� �ی��م ت��ع��م� ب��خ��ش ای��ن در م��ا ه��دف �ی��د. ن��ام� م��ک�ک��وی
را اس��ت م��ک�ک��وی �ای �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وم �ه� �ف� م� از �ع��ی �ی� �ب� ط� �م �ی� �م� �ع� ت� �ه ک� ,α)-م��ک�ک��وی δ) �ه�ه��ای �ق� �ل� ح� �وم �ه� �ف� م� �د �ای� ب� �دا �ت� اب� در

ده��ی��م. ش��رح

�ع �اب� ت� ی��ک δ و �ه�ای �ق� �ل� ح� �ی �ت� �خ� درون�ری� ی��ک α �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (.[٣٨] و [٩] �ه ب� �د �ی� �ن� ک� �وع (رج� .١.٢.٢ �ری��ف �ع� ت�
درای��ن�ص��ورت ب��اش��ن��د. R ح��ل��ق��ه در α-م��ش��ت��ق

�ر گ� ا �ط �ق� وف� �ر گ� ا ab = ۰ ،a, b ∈ R �ر ه� ازای �ه ب� �اه �رگ� ه� �ود �ی�ش� م� �ه �ت� �ف� گ� �ار �ازگ� α-س� ،R �ه �ق� �ل� ح� (آ)
.aα(b) = ۰

.aδ(b) = ۰ آن��گ��اه ab = ۰ گ��ر ا ،a, b ∈ R ه��ر ب��رای ه��رگ��اه اس��ت δ-س��ازگ��ار ،R ح��ل��ق��ه (ب)

ب��اش��د. δ-س��ازگ��ار و -س��ازگ��ار α ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م ,α)-س��ازگ��ار δ) را R ح��ل��ق��ه (پ)

دو f(x), g(x) ∈ R[x;α, δ] �ه �ی�ک� �ورت� ص� در �ود �ی�ش� م� �ه �ت� �ف� گ� �پ چ� �وی �ک�ک� ,α)-م� δ) ،R �ه �ق� �ل� ح� (ت)
�ود �وج� م� r ∈ R �ر �ف� ص� �ا ن� �ر �ص� �ن� ع� �اه �گ� آن� ،f(x)g(x) = ۰ �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ�
�اه �رگ� ه� �ت اس� �ت راس� �وی �ک�ک� ,α)-م� δ) ،R �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� .rg(x) = ۰ �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د �اش� ب�
�اه �گ� آن� ،f(x)g(x) = ۰ �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� دو f(x), g(x) ∈ R[x;α, δ]

,α)-م��ک�ک��وی δ) ،R گ��ر ا �ی��ن �ن� �م��چ� ه� . f(x)s = ۰ ک��ه ب��ه�ط��وری ب��اش��د م��وج��ود s ∈ R �ف��ر ن��اص� �ن��ص��ر ع�

8McCoy
9Nielsen

ک��ه اس��ت ب��دی��ه��ی .aRb = ۰ ک��ه ک��ن��د ای��ج��اب ab = ۰ ت��س��اوی ،a, b ∈ R ه��ر ب��رای ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م ن��ی��م�ج��اب��ه�ج��ای��ی را R ١٠ح��ل��ق��ه

م��ی�ب��اش��ن��د. ج��اب��ه�ج��ای��ی ن��ی��م ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه�ه��ای
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ب��اش��د ص��ف��ر ت��اب��ع δ ک��ه خ��اص ح��ال��ت در م��ی�ن��ام��ی��م. ,α)-م��ک�ک��وی δ) را آن آن��گ��اه ب��اش��د چ��پ و راس��ت
م��ی�ن��ام��ی��م. م��ک�ک��وی ح��ل��ق��ه ی��ک را R ب��اش��د، ه��م��ان��ی ن��ی��ز α ص��ورت��ی�ک��ه در و α-م��ک�ک��وی را R ح��ل��ق��ه

�ج��اب ای� ab = ۰ ای��ن�ص��ورت در .a, b ∈ R و �اش��د ب� �ار �ازگ� ,α)-س� δ) �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .٢.٢.٢ ل��م
.axib = ۰ ،i ن��ام��ن��ف��ی ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ب��رای ک��ه م��ی�ک��ن��د

�رای ب� و �د �اش� ب� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ک ی� n �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ال ح� �ت. اس� �رار �رق� ب� i = ۰ �رای ب� �م �ک� ح� �وح �ه�وض� ب� ب��ره��ان.
�ر ه� �رای ب� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ک� �را �ق� �ت� اس� �ر �اب� �ن� ب� .axn−۱b = ۰ �ه ک� �د �ن� ک� �اب �ج� ای� ab = ۰ ،a, b ∈ R �ر ه�

ی��م دار R[x;α, δ] اُور ت��وس��ی��ع ح��ل��ق��ه در .axnb = ۰ ک��ه م��ی�ک��ن��د ای��ج��اب ab = ۰ ،a, b ∈ R

axnb = axn−۱xb

= axn−۱(α(b)x+ δ(b))

= axn−۱α(b)x+ axn−۱δ(b).

�رض ف� �ر �اب� �ن� ب� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� .aα(b) = ۰ = aδ(b) �ت، اس� �ار �ازگ� ,α)-س� δ) �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R و ab = ۰ �ون چ�
.axnb = ۰ ن��ت��ی��ج��ه در و axn−۱α(b) = ۰ = axn−۱δ(b) اس��ت��ق��را

و a ∈ R �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� �ار �ازگ� ,α)-س� δ) و �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣.٢.٢ �م ل�
.h(x)a = ۰ گ��ر ا وف��ق��ط گ��ر ا ah(x) = ۰ ای��ن�ص��ورت در .h(x) ∈ R[x;α, δ]

.ah(x) = ۰ �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د �اش� ب� R[x;α, δ] در �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� ی��ک h(x) =
n∑
i=۰

cix
i �د �ی� �ن� ک� ف��رض ب��ره��ان.

�م ل� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و cia = ۰ �ت، اس� �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� R �ون چ� .aci = ۰ ،۰ ⩽ i ⩽ n �ر ه� �رای ب� �ورت �ن�ص� ای� در
ک��ن��ی��د ف��رض ب��ال��ع��ک��س، .h(x)a = ۰ ب��ن��اب��رای��ن .cixia = ۰ ،۰ ⩽ i ⩽ n ه��ر ب��رای ک��ه م��ی�ک��ن��د ای��ج��اب ٢.٢.٢

چ��ون .h(x)a = ۰

h(x)a = cnα
n(a)xn + k(x),

،R �اری �ازگ� α-س� �ه ب� �ا �ن� ب� .cnαn(a) = ۰ اس��ت، n از �ر �ت� �ک� �وچ� ک� �ه درج� �ا ب� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� ی��ک k(x) آن در �ه ک�
ای��ن�ص��ورت در .h′(x) := h(x)− cnx

n ده��ی��د ق��رار .cnxna = ۰ ،٢.٢.٢ ل��م ب��ن��اب��ر ن��ت��ی��ج��ه در و cna = ۰

�ه �ج� �ی� �ت� ن� cna = ۰ از �لاوه �ع� ب� .ah′(x) = ۰ ،h(x) �ه درج� روی �را �ق� �ت� اس� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ال ح� .h′(x)a = ۰

.ah(x) = ah′(x) + acnx
n = ۰ ب��ن��اب��رای��ن .acn = ۰ ک��ه م��ی�ش��ود
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،R �ورت �ن�ص� ای� در �د. �اش� ب� �ار �ازگ� ,α)-س� δ) و �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴.٢.٢ �ه �ی� �ض� ق�
اس��ت. ,α)-م��ک�ک��وی δ)

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب� �ت. اس� �پ چ� �وی �ک�ک� ,α)-م� δ) ،R �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �دا �ت� اب� ب��ره��ان.
�ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د �اش� ب� R[x;α, δ] در �ر �ف� �اص� ن� �ای �ه�ای�ه� �ل� �م� �دج� �ن� چ� g(x) = Σm

j=۰bjx
j و f(x) = Σn

i=۰aix
i

ب��اش��د h(x) ∈ R[x;α, δ] ن��اص��ف��ر �ل��ه�ای�ه��ای �ن��دج��م� چ� �ی��ن ب� در درج��ه �ت��ری��ن ک��م� دارای f(x) و f(x)g(x) = ۰

ک��ن��ی��د ت��وج��ه .h(x)g(x) = ۰ ک��ه ب��ه�ط��وری

f(x)g(x) = anα
n(bm)x

n+m + k(x),

f(x)g(x) = ۰ ت��س��اوی اس��ت. n+m− ۱ ک��ث��ر ح��دا ب��ا R[x;α, δ] در چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ک k(x) آن در ک��ه
.bman = ۰ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و anbm = ۰ �ت، اس� �ار �ازگ� س� α ،R �ون چ� .anαn(bm) = ۰ �ه ک� �د �ن� �ی�ک� م� �اب �ج� ای�
از اس��ت��ف��اده ب��ا ح��ال .bmf(x) = ۰ ، deg(bmf(x)) < deg(f(x)) و bmf(x)g(x) = ۰ چ��ون ب��ه�ع��لاوه،
�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� ۱ ⩽ k ⩽ m و ۰ ⩽ i < k ش��رط �ا ب� k و i �ف��ی �ن� �ام� ن� �ی��ح ص��ح� اع��داد ب��رای �د �ی� �ن� ک� ف��رض �را �ق� �ت� اس�

چ��ون .bm−if(x) = ۰

f(x)g(x) = f(x)
m−k∑
j=۰

bjx
j +

m∑
j=m−k+۱

f(x)bjx
j = ۰,

�اره دوب� .anαn(bm−k) = ۰ �ن �رای� �اب� �ن� ب� .
m−k∑
j=۰

f(x)bjx
j = ۰ ،٣.٢.٢ �م ل� و �را �ق� �ت� اس� �رض ف� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب�

bm−kf(x)g(x) = ۰ �ون چ� �ال ح� .bm−kan = ۰ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و anbm−k = ۰ اس��ت، �ار �ازگ� α-س� ،R �ون چ�
�د. �ن� �ی�ک� م� �ل �ام� ک� را �را �ق� �ت� اس� �دی �ع� ب� �ام گ� �ن ای� و bm−kf(x) = ۰ ، deg(bm−kf(x)) < deg(f(x)) و
.an ̸= ۰ و ang(x) = ۰ ،R �ری �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ر �اب� �ن� ب� و bm−if(x) = ۰ ،۰ ⩽ i ⩽ m �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
�ای �م�ه� ل� از �اده �ف� �ت� اس� و �ه �اب� �ش� م� روش ی��ک از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� .n = ۰ ،f(x) �اب �خ� �ت� ان� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

م��ی�ب��اش��د. ن��ی��ز راس��ت ,α)-م��ک�ک��وی δ) ،R ک��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان ٣.٢.٢ و ٢.٢.٢

اس��ت. [٣٨] در اص��ل��ی ن��ت��ای��ج از ی��ک��ی ط��ب��ی��ع��ی ت��ع��م��ی��م ،۴.٢.٢ ق��ض��ی��ه ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان زی��ر ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت. م��ک�ک��وی ،R آن��گ��اه ب��اش��د، ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه ی��ک R گ��ر ا ([٢ ق��ض��ی��ه ،٣٨] ) .۵.٢.٢ ن��ت��ی��ج��ه

،R و R[x;α, δ] = R[x] �ورت �ن�ص� ای� در �د. �اش� ب� �ر �ف� ص� �اش��ت �گ� ن� δ و �ی �ان� �م� ه� �ع �اب� ت� α �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
اس��ت. م��ک�ک��وی R ،۴.٢.٢ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ر ح��ال اس��ت. ,α)-س��ازگ��ار δ)



١٣ اُور ت��وس��ی��ع ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه گ��راف

م��ی�پ��ردازی��م. R[x;α, δ] ح��ل��ق��ه ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه�ه��ای دق��ی��ق�ت��ر م��ط��ال��ع��ه ب��ه ، ٧.٢.٢ ت��ب��ص��ره و ۶.٢.٢ ل��م در

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د، �اش� ب� �ار �ازگ� α-س� و �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۶.٢.٢ �م ل�

f(x)g(x) = ۰ �ر گ� ا �د. �ن� �اش� ب� R[x;α, δ] در �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� دو g(x) =
m∑
j=۰

bjx
j و f(x) =

n∑
i=۰

aix
i

.an−ib
i+۱
m = ۰ ،۰ ⩽ i ⩽ n ه��ر ب��رای آن��گ��اه

R[x;α, δ] در چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ک h(x) ک��ه ،f(x)g(x) = anα
n(bm)x

n+m + h(x) ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
.anbm = ۰ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و anαn(bm) = ۰ ،f(x)g(x) = ۰ �ون چ� �ت. اس� n +m− ۱ �ر �ث� ک� �دا ح� �ه درج� �ا ب�
�م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ک� .an−jb

j+۱
m = ۰ ،j < k �ه ک� j �ر ه� �رای ب� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �را �ق� �ت� اس� �ه ب� �ال ح�

ح��ال . bj+۱
m an−j = ۰ ،j < k ه��ر ب��رای اس��ت، ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر R چ��ون .an−jb

j+۱
m = ۰

bkmf(x)g(x) = (bkm

n−k∑
i=۰

aix
i)g(x) = ۰.

R �ون چ� �ددا �ج� م� .bkman−kbm = ۰ �ت، اس� �ار �ازگ� α-س� ،R �ون چ� .bkman−kα
n−k(bm) = ۰ �ن �رای� �اب� �ن� ب�

. an−kb
k+۱
m = ۰ اس��ت، ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� �ار �ازگ� ,α)-س� δ) و �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٧.٢.٢ �ره �ص� �ب� ت�
�ه �ی� �ض� ق� �ر �اب� �ن� ب� .f(x)g(x) = ۰ �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د �ن� �اش� ب� R[x;α, δ] در �ر �ف� �اص� ن� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� دو g(x) و f(x)
.rg(x) = ۰ ک��ه ب��ط��وری دارد وج��ود r ∈ R ن��اص��ف��ر ع��ن��ص��ر ی��ع��ن��ی اس��ت چ��پ ,α)-م��ک�ک��وی δ) ،R ،۴.٢.٢
�اب��ر �ن� ب� ک��رد. �ت��خ��اب ان� f(x) ض��رای��ب ت��وس��ط ش��ده �ی��د �ول� ت� چ��پ آل ای��ده از م��ی�ت��وان را r �ی��م ده� ن��ش��ان �م �ی� م��ی�خ��واه�
.f(x)bℓ+۱

m = ۰ و f(x)bℓm ̸= ۰ ک��ه ب��ه�ط��وری دارد وج��ود ℓ ن��ام��ن��ف��ی ص��ح��ی��ح ع��دد ،۶.٢.٢ و ٣.٢.٢ ل��م�ه��ای
�ه �ی�ک� �ورت� ص� در و a(x) ̸= ۰ �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� (ت� .b(x) := g(x) − bmx

m و a(x) := bℓmf(x) �د �ی� ده� �رار ق�
.(b(x) ̸= ۰ ک��ه ک��رد ف��رض م��ی�ت��وان ل��ذا ن��م��ی�م��ان��د. ب��اق��ی اث��ب��ات ب��رای چ��ی��زی ،٣.٢.٢ ل��م ک��م��ک ب��ه ،b(x) = ۰

آل �ده ای� در r �ر �ف� �اص� ن� �ر �ص� �ن� ع� ،g(x) �ه درج� روی �را �ق� �ت� اس� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ال ح� .a(x)b(x) = ۰ ای��ن�ص��ورت در
�ن��اب��ر ب� ،f(x)bℓ+۱

m = ۰ چ��ون .rb(x) = ۰ ک��ه ب��ه�ط��وری اس��ت م��وج��ود a(x) ض��رای��ب ت��وس��ط ش��ده �ی��د ت��ول� چ��پ
�ده ش� �د �ی� �ول� ت� �پ چ� �ده�آل ای� در r و rg(x) = ۰ �ن �رای� �اب� �ن� ب� rbm = ۰ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و bma(x) = ۰ ،٣.٢.٢ �م ل�

م��ی�ب��اش��د. ن��ی��ز f(x) ض��رای��ب ت��وس��ط

ab = ۰ ای��ن�ص��ورت در .a, b ∈ R و ب��اش��د ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه ی��ک R[x;α, δ] ک��ن��ی��د ف��رض .٨.٢.٢ گ��زاره
.aα(b) = ۰ = aδ(b) گ��ر ا ف��ق��ط و گ��ر ا


