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چͺیده

ساختار موبیوسو تبدیل براساس که است نͽاشتهایͬ برای میانͽین ͷارگودی قضیه دوگان مورد در پایان�نامه این

از غیرخطͬ پیوسته�ی نیم�گروه ͷی میانͽین ͷارگودی دوگان بررسͬ به مجموع در است. شده حاصل نیم�گروه

متر دارای که مͬ�شود پرداخته مختلط هیلبرت درفضای B باز واحد گوی روی غیرانبساطͬ -ρ خودنͽاشت�های

است. ρͷهایپربولی

میانͽین. ͷارگودی قضیه نیم�گروه، ،ͷهایپربولی متر همͽرا، تقریبا ، ١ حدباناخ کلیدی: واژگان

١Banach Limit
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پیشͽفتار

ساختار و فضا تغییر بر مبتنͬ آنها اکثریت که است شده بحث میانͽین ͷارگودی قضیه روی متعددی مقالات در

قضیه که است داده نشان حقیقͬ هیلبرت فضای در ،[۵٨] ٢ بایون ١٩٧۵ سال در جمله: از مͬ�باشند. نیم�گروه

دارای T خودنͽاشت که بسته و محدب زیرمجموعه روی ،T انبساطͬ غیر خودنͽاشت برای میانͽین ͷارگودی

راش و بایون ،٣ براک ١٩٧٩ و ١٩٧٨ سالهای در است. T از ثابتͬ نقطه به ضعیف همͽرای مͬ�باشد، ثابت نقطه

میانͽین ͷارگودی قضیه ������������������که داده�اند نشان یͺنواخت محدب باناخ فضای به بحث مورد فضای در تعمیم با ،[٧] ۴

،[٨] راش و ١٩٨١براک سال در مͬ�باشد. برقرار است، ثابت نقطه دارای که T انبساطͬ غیر خودنͽاشت برای

که فضا این روی T غیرانبساطͬ نͽاشت خود برای را میانͽین ͷارگودی قضیه یͺنواخت، هموار باناخ فضای در

نشان E یͺنواخت محدب باناخ فضای در ،[۴٣] ١٩٨٣راش درسال کرده�اند. اثبات مͬ�باشد، ثابت نقطه دارای

از C بسته و محدب زیرمجموعه روی S غیرانبساطͬ پیوسته نیم�گروه برای میانͽین ͷارگودی قضیه که است داده

ͷهایپربولی متر با مختلط هیلبرت در B باز واحد گوی را فضا ،[۵٨] ۵ شفریر ١٩٩٣ سال در است. برقرار فضا

ثابت نقطه دارای که B روی ،T غیرانبساطͬ -ρ خودنͽاشت برای را میانͽین ͷارگودی قضیه و گرفت نظر در

نیز افزایشͬ - -هم m عملͽر برای را میانͽین ͷارگودی قضیه فضا، این در شفریر همچنین کرد. اثبات است،

انعͺاسͬ، مختلط باناخ فضای در ،[٢٧] ٧ خاستͺویچ و شویخت۶ راش، ١٩٩۵ سالهای در داد. قرار بررسͬ مورد

بررسͬ مورد است، تحلیلͬ مولد و ثابت نقطه دارای که غیرخطͬ پیوسته نیم�گروه برای را میانͽین ͷارگودی قضیه

ͷارگودی قضیه مختلط، باناخ فضای به بحث مورد فضای در تعمیم با ،[٢٨] ١٩٩٧ سال در همچنین دادند. قرار

سال٢٠١٠ در نمودند. اثبات است، تحلیلͬ مولد و ثابت نقطه دارای که غیرخطͬ پیوسته نیم�گروه برای را میانͽین
٢J. B. Baillon
٣R. E. Bruck
۴Simeon Reich
۵Itai Shafrir
۶David Shoikhte
٧Victor Khatskevich
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میانͽین ͷارگودی دوگان یͺنواخت همͽرایͬ حقیقͬ، یͺنواخت هموار باناخ فضای در ،[۵١] ٨ والواتر و راش

قضیه دوگان پایان�نامه، این در کردند. مطرح مͬ�باشد، ثابت نقطه دارای که غیرانبساطͬ پیوسته نیم�گروه برای را

مͬ�باشد، ͷهایپربولی متر دارای که مختلط هیلبرت در باز واحد گوی فضا که حالتͬ در را میانͽین ͷارگودی

است، غیرتهͬ آن ثابت نقاط مجموعه که غیرانبساطͬ -ρ پیوسته نیم�گروه برای قضیه این کرد. خواهیم بررسͬ

آن اصلͬ بخش است، فصل سه بر مشتمل پایان�نامه این ندارد. ͬͽبست نیم�گروه تولید روش به و مͬ�باشد برقرار

بعدی فصول برای که تابعͬ آنالیز از اساسͬ مفاهیم سری ͷی اول فصل در است. شده گرفته [٣٣] مرجع از

واحد گوی روی ͷهایپربولی متر تعریف به ابتدا دوم فصل در است. شده بیان طورخلاصه به مͬ�باشد نیاز مورد

(B, ρ) فضای از ویژگͬ�هایͬ همچنین است. شده پرداخته آن ویژگͬ�های از برخͬ و مختلط هیلبرت فضای باز

و ١١ انقباضͬ - شبه ،١٠ ،افزاینده �افزایش٩ͬ - هم عملͽر قبیل از عملͽرهایͬ فصل این در شد. خواهد بیان نیز

پیوسته نیم�گروه همچنین شد. خواهد بیان خلاصه طور به عملͽرها این از تعدادی بین رابطه و غیرانبساطͬ -ρ

آشنایͬ (برای شد خواهیم آشنا نیم�گروه مولد با و کرد خواهیم معرفͬ را ثابت نقاط مجموعه و غیرانبساطͬ -ρ

با رابطه در گزاره�هایͬ و همͽرایͬ تقریبا باناخ، حد مفهوم فصل پایان در شود). رجوع [٢٩ ،۴٧] منابع به بیشتر

همͽرایͬ که پایان�نامه اصلͬ هدف نیازمندیم. آن به پایان�نامه اصلͬ هدف به رسیدن برای که است شده آورده آن

این از مͬ�توان که را نتیجه دو و کرد خواهیم بررسͬ سوم فصل در را مͬ�باشد میانͽین ͷارگودی دوگان یͺنواخت

گرفت. خواهد قرار بحث مورد داشت، قضیه

٨A. Wallwater
٩Coaccretive
١٠Accretive
١١ Pasedo - Contractive
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١ فصل

نیازها پیش و اولیه تعاریف

توپولوژی آن، از نتایجͬ و باناخ هان قضیه تحلیلͬ، توابع هیلبرت، فضای بر اجمالͬ توضیحات فصل این در

فصل این مطالب است. شده مطرح مͬ�باشد، نیاز مورد بعدی فصل�های برای که پایینͬ پیوسته نیم توابع و ضعیف

داشته تسلط حقیقͬ آنالیز مفاهیم بر خواننده است این بر فرض شده�اند. انتخاب [٢ ،۴] مراجع از عمده طور به

باشد.

تابعͬ آنالیز مقدمات و اولیه تعاریف ١.١

کند: صدق زیر ویژگͬ�های در که است d : X ×X → ℜ+ مانند تابعͬ X ناتهͬ مجموعه روی متر ͷی

،d(x, y) = ۰ ⇔ x = y و d(x, y) ≥ ۰ ،X در x , y هر ازای الف)به

،d(x, y) = d(y, x) ،X در x , y هر ازای ب)به

مثلثͬ). (نامساوی d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ،X در x , y , z هر ازای پ)به

مͬ�نامیم. ͷمتری فضای ͷی را (X, d)جفت

که مͬ�باشد d(x, y) = (Σn
i=۱(xi − yi)

۲)
۱
۲ متر با اقلیدسͬ فضای X = ℜn .١.١.١ مثال

هستند. ℜn به متعلق x = (x۱, x۲, ...., xn) , y = (y۱, y۲, ....., yn)

١



نͽاشت باشد. ( حقیقͬ یا (مختلط K میدان روی برداری فضای ͷی X کنید فرض .٢.١.١ تعریف

α ∈ C هر برای و x , y ∈ X هر برای هرگاه مͬ�نامیم، نرم نیم ͷی را ∥ . ∥ : X → ℜ+

،∥αx∥ = |α|∥x∥ الف)

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ب)

.∥۰∥ = ۰ آنͽاه α = ۰ اگر که مͬ�شود نتیجه (الف) از

داریم: (ب) طبق همچنین

۰ = ∥۰∥ = ∥x+ (−x)∥ ≤ ۲∥x∥

.∥x∥ ≥ ۰ ،x ∈ X هر برای یعنͬ

مͬ�نامند. نرم ͷی را آن ،x = ۰ آنͽاه ∥x∥ = ۰ که باشد خاصیت این دارای ∥.∥ نرم نیم اگر .٣.١.١ تعریف

گویند. نرمدار فضای ͷی را ∥.∥ نرم با همراه X برداری فضای

از القاشده متر به نسبت فضا این اگر حال مͬ�باشد. (x, y) 7→ ∥x− y∥ تابع صورت به ∥.∥ نرم از القاشده متر

گویند. باناخ فضای ͷی را آن باشد، کامل نرم

معین کران�دار حقیقͬ توابع همه�ی برداری فضای B(X) و ناتهͬ Xمجموعه�ای فرضکنیم [١٠] .۴.١.١ مثال

روی نرم ͷی ،f ∈ B(X) آن در که ∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ X} رابطه�ی صورت این در باشد. X بر

فضای ͷی شده تعریف B(X) فضای مͬ�نامیم. نهایت) بͬ (نرم سوپریمم نرم را آن و مͬ�کند تعریف B(X)

است. باناخ

بͽیرید: نظر در شده، تعریف زیر صورت به که ،X = ℓ۱ خطͬ فضای [١٠] .۵.١.١ مثال

ℓ۱ =
{
x : x = (x۱, x۲, ..., xi, ...),Σ

∞
i=۱|xi| < ∞

}
,

است. باناخ فضایͬ شده، تعریف نرم تحت که بود خواهد نرم�دار فضای ͷی ∥x∥۱ = Σ∞
i=۱|xi| نرم با ℓ۱

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را صفر به همͽرا دنباله�های همه�ی از شده تشͺیل فضای [١٠] .۶.١.١ مثال

c۰ =
{
x : x = (x۱, x۲, ..., xi, ...), است صفر به همͽرا {xi}∞i=۱

}
,

مͬ�باشد. باناخ فضای ͷی فضا این است. ∥.∥∞ نرم با نرمدار فضای c۰

ضرب ⟨., .⟩ : V × V → K تابع ( K = C یا K = ℜ) K میدان روی برداری فضای V .٧.١.١ تعریف

باشیم: داشته C در a , b هر و V در x , y هر برای طوریͺه به هرگاه است، داخلͬ

٢



،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (١

،⟨ax۱ + bx۲, y⟩ = a⟨x۱, y⟩+ b⟨x۲, y⟩ x۱, x۲ ∈ V هر برای (٢

،⟨x, x⟩ > ۰ x ̸= ۰ ٣)وقتͬ

.⟨y, ax۱ + bx۲⟩ = a⟨y, x۱⟩+ b⟨y, x۲⟩ x۱, x۲ ∈ V هر برای (۴

.x = ۰ آنͽاه ⟨x, x⟩ = ۰ همچنین

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ صورت به مقدار حقیقͬ تابع ͷی مͬ�شود تعریف ⟨., .⟩ داخلͬ ضرب توسط که نرمͬ

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به V در x, y نقطه�ی دو هر فاصله است.

d(x, y) = ∥x− y∥ =
√

⟨x− y, x− y⟩

نامساوی همچنین است، صفر خودش با نقطه هر فاصله و است متقارن V در بالا تابع دید مͬ�توان وضوح به که

است. برقرار نیز مثلثͬ

کامل بالا) صورت (به داخلͬ ضرب توسط شده تعریف نرم به نسبت که داخلͬ ضرب فضای .٨.١.١ تعریف

است. H هیلبرت فضای باشد،

داریم را زیر نتایج داخلͬ ضرب فضای تعریف از α ∈ K و x , y ∈ H هر برای [١٠] .٩.١.١ گزاره

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ مثلثͬ: نامساوی ( الف

،∥x+ y∥۲ + ∥x− y∥۲ = ۲(∥x∥۲ + ∥y∥۲) الاضلاع: متوازی اتحاد ( ب

،|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ کوشͬ�-�شوارتز: نامساوی ( ج

.∥x+ y∥۲ = ∥x∥۲ + ۲Re⟨x, y⟩+ ∥y∥۲ قطبͬ: اتحاد ( د

داخلͬ ضرب با Cn برداری فضای [١٠] .١٠.١.١ مثال

⟨x, y⟩ =
n∑

i=۱
xiyi , x = (x۱, x۲, ..., xn), y = (y۱, y۲, ..., yn) ∈ Cn

است. هیلبرت فضای ͷی ∥x∥ =
(∑n

i=۱ |xi|۲
) ۱

۲ نرم و

و ۰ < ϵ ≤ ۲ که ϵ هر برای هرگاه گویند، یͺنواخت محدب Xرا باناخ فضای .١١.١.١ تعریف

.∥x+y
۲ ∥ ≤ ۱− δ که باشد داشته وجود ی δ = δ(ϵ) > ۰ ،∥x− y∥ ≥ ϵ و ∥x∥ ≤ ۱ , ∥y∥ ≤ ۱

است. یͺنواخت محدب فضای ͷی هیلبرت فضای .١٢.١.١ مثال

٣



متوازی قانون بنابه ،∥x − y∥ ≥ ϵ و x ̸= y به�طوریͺه ( H در واحد گوی ) BH در x, y برای واقع در

داریم: الاضلاع

∥x+ y∥۲ = ۲(∥x∥۲ + ∥y∥۲)− ∥x− y∥۲ ⇒ ∥x+ y∥۲ ≤ ۴− ϵ۲

است. یͺنواخت محدب H بنابراین .∥x+y
۲ ∥ ≤ ۱− δ داریم δ = ۱−

√
۱− ε۲/۴انتخاب با

است. یͺنواخت محدب ۱ < p < ∞ که ℓp , Lp فضای [۴] .١٣.١.١ مثال

ℓ∞ اسͺالرهاست از (x۱, x۲, ....., xi, ..) کران�دار های دنباله همه آن عناصر که خطͬ فضای .١۴.١.١ مثال

یعنͬ مͬ�شود، گفته

ℓ∞ = {x : x = (x۱, x۲, ..., xi, ...) , supi∈N |xi| < ∞}.

است: زیر صورت به فضا این روی شده تعریف نرم

∥x∥∞ = supi∈N |xi|.

و x = (۱, ۱, ۱, , ۰, ۰, ...) , y = (۱, ۱,−۱, ۰, ۰, ...) ∈ ℓ∞ برای درواقع نمͬ�باشد. یͺنواخت محدب ℓ∞

داریم: ε = ۱

∥x∥∞ = ۱, ∥y∥∞ = ۱, ∥x− y∥∞ = ۲ > ۱ = ϵ.

محدب ℓ∞ نتیجه در .∥(x+ y)/۲∥∞ ≤ ۱− δ که ندارد وجود ای δ > پس۰ ∥(x+ y)/۲∥∞ = ۱ اینͺه از

نیست. یͺنواخت

نیستند. یͺنواخت محدب c۰ و l۱ فضاهای .١۵.١.١ مثال

صورت این در .ε = ۱ و x = (۱, ۰, ۰, ۰, ...) , y = (۰,−۱, ۰, ۰, ...) ∈ l۱ که کنید فرض واقع در

∥x∥۱ = ۱, ∥y∥۱ = ۱, ∥x− y∥۱ = ۲ > ۱ = ϵ.

محدب l۱ درنتیجه .∥(x + y)/۲∥۱ ≤ ۱ − δ که ندارد وجود ای δ > ۰ و ∥(x + y)/۲∥۱ = ۱ طرفͬ از

نیست. یͺنواخت

.ε = ۱ و x = (۱, ۱, ۱, ۰, ۰, ۰, ...) , y = (−۱, ۱, ۰, ۰, ۰, ...) ∈ c۰ کنیم فرض c۰ برای حال

⇒ ∥x∥∞ = ۱, ∥y∥∞ = ۱, ∥x− y∥∞ = ۲ > ۱.

نیست. یͺنواخت محدب c۰ نتیجه در .∥(x+ y)/۲∥∞ = ۱ بنابراین

۴



است، یͺنواخت محدب ∥x∥۲ =
[
|x۱|۲ + |x۲|۲

] ۱
۲ نرم به نسبت آنͽاه ،X = ℜ۲ کنید فرض .١۶.١.١ مثال

نیست. یͺنواخت محدب ∥x∥۱ = |x۱|+ |x۲| به نسبت که حالͬ در

و است یͺنواخت محدب (X, ∥.∥۲) بوضوح یͺنواخت محدب تعریف و واحد گوی�های تصاویر مشاهده با

نیست. اینͽونه (X, ∥.∥۱)

هرگاه است محدب f : X → (−∞,+∞] تابع ،X نرم�دار فضای در .١٧.١.١ تعریف

f(λx+ (۱− λ)y) ≤ λf(x) + (۱− λ)f(y) ∀λ ∈ [۰, ۱].

هستند. محدب توابعͬ x ∈ ℜ+ که a ≥ برای۱ f(x) = xa Xو نرم�دار درفضای f(x) = ∥x∥ مثال عنوان به

ͷی (٢) شماره ونمودار محدب تابع ͷی (١) شماره نمودار است. شده داده نمایش زیر شͺل در مفهوم این که

است. نامحدب تابع

هرگاه است عمود g بر f گوییم باشد. f, g ∈ H و هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان f⊥g نماد با را g بر f بودن عمود .⟨f, g⟩ = ۰

این .f⊥g باشیم داشته g ∈ B هر ازای به و f ∈ A هر ازای به هرگاه عمودند هم بر A,B ⊆ H مجموعه دو

مͬ�دهیم. نشان A⊥B نماد با را بودن عمود

۵



نامحدب و محدب تابع هندسͬ نمایش :١.١ شͺل

از یͺتای عضو h ∈ H هر ازای به آنͽاه باشد، H هیلبرت فضای بسته زیرفضای ͷیM اگر .١٩.١.١ تعریف

Ph = f۰ ضابطه با را P : H → M نͽاشت مͬ�توان بنابراین .h − f۰ ∈ M⊥ که دارد وجود f۰ مانند M

مͬ�دهیم. نشان PM با و Mمͬ�نامیم روی به H متعامد تصویر را P خطͬ نͽاشت کرد. تعریف

دو این از حاصل توپولوژی� هرگاه گویند، معادل را X برداری فضای روی ∥.∥۱, ∥.∥۲ نرم دو .٢٠.١.١ تعریف

باشد. برابر نرم

نرم با آن ∗Xدوگان و باناخ فضای ͷی X کنید فرض .٢١.١.١ ملاحظه

∥f∥ = sup
x∈X,∥x∥≤۱

|⟨f, x⟩|,

نرم با X دوم ∗∗Xدوگان و

∥ε∥ = sup
f∈X∗,∥f∥≤۱

|⟨ε, f⟩|,

مͬ�باشد.

مͬ�شود: تعریف چنین j : X −→ X∗∗ متعارف تداخل .٢٢.١.١ تعریف

هر است. X∗ روی پیوسته خطͬ فرم ͷیR به X∗ از f 7−→ ⟨f, x⟩ نͽاشت باشد. ثابت x ∈ X کنید فرض

داریم f ∈ X∗ هر و x ∈ Xهر برای پس مͬ�دهند نمایش jx با را X∗∗ عضو

⟨jx, f⟩X∗∗,X∗ = ⟨f, x⟩X∗,X .

واقع در ∥jx∥X∗∗ = ∥x∥X ،x ∈ X برای یعنͬ است ایزومتری همچنین و خطͬ j که است واضح

∥jx∥ = sup
∥f∥≤۱

∥⟨jx, f⟩∥ = sup
∥f∥≤۱

|⟨f, x⟩| = ∥x∥.

۶



اگر ∗∗Xباشد. به X از متعارف تداخل J و باناخ فضای ͷیX کنیم فرض .٢٣.١.١ تعریف

J(X) = X∗∗

در ͬͺی ضمنͬ طور به را X∗∗ و X باشد، انعͺاسͬ X وقتͬ است. انعͺاسͬ X باشد، پوشا J دیͽر عبارت به

مͬ�گیریم. نظر

هستند. انعͺاسͬ ۱ < P < ∞ برای lP و LP فضاهای [۴] .٢۴.١.١ مثال

نیستند. انعͺاسͬ L∞ و L۱ فضاهای [۴] .٢۵.١.١ مثال

نیستند. انعͺاسͬ c۰ و l∞ و l۱ فضاهای [۴] .٢۶.١.١ مثال

خواصآن از برخͬ و تحلیلͬ توابع ٢.١

خطͬ انتقال به بͽیرید. نظر در را هستند نرمدار فضای دو X , Y که F : X → Y نͽاشت .١.٢.١ تعریف

داشته وجود ی δ > ۰ ،ϵ > ۰ هر برای هرگاه گویند x در F فرشه مشتق یا قوی مشتق A : X → Y پیوسته

بطوریͺه باشد

∥F (x+ h)− F (x)− A(h)∥Y ≤ ε∥h∥X , ∀h ∥h∥X ≤ δ.

مͬ�دهیم. نمایش D(F (x)) نماد با را آن باشد داشته وجود x در F فرشه مشتق که وقتͬ

در h هرگاه گویند تحلیلͬ را Y نرمدار فضای به X نرمدار فضای در C مجموعه از h تابع .٢.٢.١ تعریف

باشد. فرشه پذیر مشتق دامنه�اش

شود: تعریف زیر صورت به f : ℜ۲ → ℜ تابع کنیم فرض .٣.٢.١ مثال

f(x, y) = sinx , ∀ (x, y) ∈ ℜ۲.

با است برابر (a, b) دلخواه نقطه هر در D(f(a, b)) = λ : ℜ۲ → ℜ ،f تابع فرشه مشتق

.λ(x, y) = (cosa)x

دهیم: نشان است، کافͬ حقیقت در

lim(h,k)→۰
|f(a+ h, b+ k)− f(a, b)− λ(h, k)|

|(h, k)|
= ۰.
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داریم: |(h, k)| =
√
h۲ + k۲ ≥

√
h۲ = |h| که آنجا از

lim(h,k)→۰
|sin(a+ h)− sina− (cosa)h|

|(h, k)|
≤ limh→۰

|sin(a+ h)− sina− (cosa)h|
|h|

= ۰

بنابراین

lim(h,k)→۰
|sin(a+ h)− sina− (cosa)h|

|(h, k)|
= ۰.

D′ و X باز مجموعه زیر D اگر بͽیرید. نظر در مختلط خطͬ نرمدار فضای را Y,X [۶٢] .۴.٢.١ تعریف

h−۱ : ،h معͺوس اگر گویند ١ دوتحلیلͬ نͽاشت h : D → D′ تحلیلͬ تابع به باشد. Y باز زیرمجموعه

باشند. تحلیلͬ نیز h−۱ : D′ → X ، h : D → Y باشد. تحلیلͬ و باشد داشته ′Dوجود → D

آن از نتایجͬ و باناخ هان قضیه ٣.١

روی زیرخطͬ ͷتابع را P باشد. ͷتابع ͷی P : X → ℜ و خطͬ فضای ͷی X کنید فرض .١.٣.١ تعریف

: هرگاه Xگویند،

،P (x+ y) ≤ P (x) + P (y) X در x, y هر الف)به�ازای

.P (αx) = αP (x) α ≥ ۰ و X در x هر ب)به�ازای

زیرخطͬ ͷتابع P Xو حقیقͬ خطͬ فضای از Mزیرفضایͬ فرضکنید [۵۴] :( ٢ (هان-باناخ .٢.٣.١ قضیه

بطوریͺه باشد خطͬ ͷتابع f : M → ℜ باشد. X روی شده تعریف

∀x ∈ M, f(x) ≤ P (x).

که دارد وجود Xچنان روی F یافته�ی توسعه خطͬ تابع صورت این در

∀x ∈ X, F (x) ≤ P (x).

اگر باشد. زیرخطͬ ͷتابع ͷی P : X → K Xو Mزیرفضای کنید فرض [۵۴] .٣.٣.١ نتیجه

خطͬ ͷتابع ͷی آنͽاه .|f(x)| ≤ P (x) ،x ∈ M هر �ازای به بطوریͺه باشد خطͬ ͷتابع ͷی f : M → K

که دارد وجود F : X → K

F |M = f

.|F (x)| ≤ P (x) ،x ∈ X هر ازای به و
١Biholomorphic
٢Hahn-Banach
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آنͽاه باشد، کران�دار خطͬ ͷتابع ͷی f : M → K و X Mزیرفضای نرمدار، فضایͬ X اگر .۴.٣.١ نتیجه

.∥F∥ = ∥f∥ و F |M = f بطوریͺه دارد وجود F ∈ X⋆ ͷی

.P (x) = ∥f∥∥x∥ ،x ∈ X هر ازای به کنیم فرض اثبات.

داریم: x ∈ X هر ازای به و مͬ�باشد X روی زیرخطͬ ͷتابع ͷی P

|f(x)| ≤ ∥f∥∥x∥ = P (x).

،F |M = f که دارد وجود F : X → K خطͬ ͷتابع ͷی قبل نتیجه بنابر

∀x ∈ X |F (x)| ≤ P (x) ⇒ ∀x ∈ X |F (x)| ≤ ∥f∥∥x∥.

و F ∈ X⋆ بنابراین است، Xکران�دار روی F پس

∥F∥ = sup∥x∥≤۱|F (x)|, |F (x)| ≤ ∥f∥∥x∥ ⇒ ∥F∥ ≤ ∥f∥

پس است f توسیع F طرفͬ از

∥f∥ = sup∥x∥≤۱|f(x)| ≤ sup∥x∥≤۱|F (x)| = ∥F∥

⇒ ∥F∥ ≤ ∥f∥ ≤ ∥F∥

.∥f∥ = ∥F∥پس

بطوریͺه دارد وجود J ∈ X⋆ آنͽاه باشد، X نرمدار فضای از صفر غیر عنصری x کنید فرض .۵.٣.١ نتیجه

.J(x) = ∥x∥, ∥J∥⋆ = ۱

بͽیرید. نظر در g(βx) = β∥x∥صورت به را g : M → K Mو = {βx : β ∈ F} کنید فرض اثبات.

∥g∥⋆ = sup∥βx∥≤۱|g(βx)| = sup∥βx∥≤۱β∥x∥ = ۱ ⇒ ∥g∥⋆ = ۱.

که دارد وجود J ∈ X⋆ ͷی قبل نتیجه بنابه

J |M = g , ∥J∥⋆ = ∥g∥⋆ = ۱

⇒ J(x) = g(x) = ∥x∥ x ∈ M.
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ضعیف توپولوژی ۴.١

بسته� واحد گوی باشد. Xمتناهͬ بعد اگر تنها و اگر است Xفشرده باناخ فضای بسته�ی واحد گوی دانیم مͬ

با باناخ فضاهای در کارکردن مطلب این که ( ص١۶٢ ،[۵۴]) نیست فشرده نامتناهͬ بعد با باناخ فضاهای در

مͬ�کند. مواجه هایͬ محدودیت با را نامتناهͬ بعد

تعریف به مختصرا حال دانست. ها محدودیت این رفع جهت در کوششͬ مͬ�توان را ضعیف توپولوژی

خودداری قسمت این قضایای اثبات آوردن از مطالب اصل از نشدن دور بخاطر مͬ�پردازیم. ضعیف توپولوژی

کند. مراجعه [۴] به قضایا واثبات مبحث این در بیشتر اطلاعات کسب برای مͬ�تواند خواننده مͬ�کنیم.

چنین را است f ∈ E⋆ که φf : E → ℜ نͽاشت باشد. آن دوگان E⋆ و باناخ فضای ͷی E کنیم فرض

: مͬ�کنیم تعریف

φf (x) = ⟨f, x⟩, ∀x ∈ E.

E⋆ در f هرگاه نͽیریم. اشتباه هیلبرت فضای در داخلͬ ضرب نماد با را آن است، دوگان زوج ⟨., .⟩ آن در که

مͬ�آید. بدست ℜ به E از (φf )f∈E⋆ های نͽاشت خانواده ͷی کند تغییر

ممͺن توپولوژی کوچͺترین مͬ�شود، داده نشان σ(E,E⋆) نماد با Eکه روی ضعیف توپولوژی تعریف١.۴.١.

مͬ�سازد. پیوسته را (φf )f∈E⋆ های نͽاشت تمام که است E روی

ضعیف توپولوژی برای x سمت به xn همͽرایͬ باشد، دنباله ͷی {xn}n≥۱ کنید فرض .٢.۴.١ نمادگذاری

مͬ�دهیم. نشان w − limn→∞xn = x یا xn ⇀ x با را σ(E,E⋆)

باشد. E در دنباله ͷی {xn}n≥۱ کنیم فرض [۴] .٣.۴.١ گزاره

.∀f ∈ E⋆, ⟨f, xn⟩ → ⟨f, x⟩ ⇔ xn ⇀ x الف)

. xn ⇀ x آنͽاه xn → x ب)اگر

.∥x∥ ≤ liminfn→∞∥xn∥ و است کران�دار ∥xn∥صورت این در xn ⇀ x ج)اگر

دنباله ͷی بویژه است. منطبق هم بر معمولͬ توپولوژی و ضعیف توپولوژی باشد، متناهͬ X بعد ه)هرگاه

باشد. همͽرا قوی بطور اگر تنها و اگر همͽراست ضعیف بطور

توپولوژی برای هیچͽاه S = {x ∈ X : ∥x∥ = ۱} مجموعه باشد، نامتناهͬ X بعد اگر [۴] .۴.۴.١ مثال

است. بسته معمولͬ توپولوژی در درحالیͺه نیست. بسته ضعیف
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توپولوژی برای هیچͽاه U = {x ∈ X : ∥x∥ < ۱} مجموعه باشد، نامتناهͬ X بعد اگر [۴] .۵.۴.١ مثال

است. باز معمولͬ توپولوژی در درحالیͺه نیست. باز ضعیف

ضعیف فشرده C آنͽاه Xباشد، انعͺاسͬ باناخ فضای مجموعه زیر C فرضکنید ص۴١) ،[٢]) .۶.۴.١ قضیه

باشد. کراندار C اگر تنها و اگر است
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پایینͬ پیوسته نیم توابع ۵.١

برگرفته رفته بͺار نمادهای که مͬ�پردازیم آن ویژگͬ�های از برخͬ و پایینͬ �پیوسته نیم توابع تعریف به بخش این در

نمایید. مراجعه ([٣٨]، [٢]) به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای مͬ�باشد. [٢] از شده

هرگاه گویند پایینͬ پیوسته نیم φ : E → ℜ تابع به باشد. ͬͺتوپولوژی فضای E کنید فرض .١.۵.١ تعریف

باشد. بسته {x ∈ E : φ(x) ≤ λ} مجموعه λ ∈ ℜ هر برای

بسته ضعیف طور به σ(E,E⋆) برای C صورت این در باشد. محدب C ⊂ E کنیم فرض [۴] .٢.۵.١ قضیه

باشد. بسته قوی طور به اگر فقط و اگر است

پایینͬ پیوسته نیم φ آنͽاه باشد، پایینͬ پیوسته نیم و محدب φ : E → (−∞,+∞] فرضکنید .٣.۵.١ گزاره

است. ضعیف توپولوژی در

بسته σ(E,E⋆)برایA = {x ∈ E : ϕ(x) ≤ λ}مجموعه�ی λ ∈ ℜ هر برای دهیم نشان است کافͬ اثبات.

توپولوژی برای ϕ (زیرا است بسته قوی به�طور A و است) محدب ϕ (زیرا است محدب A که آنجایͬ از است.

است. بسته نیز σ(E,E⋆) برای A مجموعه�ی قبل قضیه بنابه است). پایینͬ پیوسته نیم قوی

است. پایینͬ �پیوسته نیم f آنͽاه باشد، پیوسته f : E → ℜ تابع اگر [۴] .١.۵.١ تذکر

پایینͬ پیوسته نیم φ آنͽاه باشد، پیوسته و محدب φ : E → (−∞,+∞] کنید فرض [۴] .۴.۵.١ نتیجه

است. ضعیف

مͬ�شود. اتخاذ infEφ آنͽاه باشد پایینͬ پیوسته نیم φ و فشرده ͷمتری فضای E اگر [٢] .۵.۵.١ قضیه

مͬ�باشد. پایینͬ پیوسته نیم ضعیف، توپولوژی به نسبت ∥.∥ نرم .۶.۵.١ مثال

نیم ϕ تابع بͽیرید. نظر در ϕ(x) = ∥x∥ صورت به است، باناخ فضای X که را ϕ : X → ℜ تابع واقع در

است. ضعیف پایینͬ پیوسته نیم پس است، محدب و پایینͬ پیوسته

١٢



٢ فصل

اساسͬ های ولم مفاهیم

از داریم. نیاز آن به پایان�نامه اصلͬ هدف اثبات برای که مͬ�پردازیم لم�هایͬ و تعاریف بررسͬ به فصل این در

فضای در باز واحد گوی Bتعاریف این در که باناخ حد مفهوم پیوسته، نیم�گروه ،ͷمترهایپربولی با آشنایͬ جمله

است. شده گرفته [٣٣ ،۴٧ ،۵١ ،۵۶] مراجع از فصل این عمده�ی بخش مͬ�باشد. مختلط هیلبرت

ͷمترهایپربولی ١.٢

باز واحد گوی و |.| نرم ،⟨., .⟩ داخلͬ ضرب با مختلط هیلبرت فضای (H, ⟨., .⟩) کنید فرض

با ترتیب به را مختلط صفحه و [۰,∞) بازه حقیقͬ، طبیعͬ، اعداد مجموعه باشد. B = {x ∈ H : |x| < ۱}

مͬ�دهیم. نشان C ,ℜ+ ,ℜ ,N نمادهای

که ρ : B× B → ℜ+ نͽاشت به .١.١.٢ تعریف

ρ(x, y) = argtanh(۱− σ(x, y))
۱
۲

و

σ(x, y) =
(۱− |x|۲)(۱− |y|۲)

|۱− ⟨x, y⟩|۲
x, y ∈ B

گویند. ͷمترهایپربولی

،B در x ̸= y ̸= z هر برای دهیم نشان است کافͬ بودن متر بررسͬ برای [١۶] .١.١.٢ تذکر

،ρ(x, x) = ۰ الف)

،ρ(x, y) > ۰ ب)

،ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ج)

.ρ(x, y) = ρ(y, x) د)

١٣


