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  چكيده

  

تشخيص حالت هاي كوانتومي درهم تنيده و . ترين جنبه هاي مكانيك كوانتومي استشگفت انگيزدر هم تنيدگي يكي از    

. اين منظور، سه رهيافت مهم وجود دارد براي. است نظريه اطلاعات كوانتومي گي آنها از مهمترين مباحثميزان در هم تنيدتعيين 
درهم تنيدگي يك حالت كوانتومي را  ،رهيافت اول، استفاده از معيارهايي است كه به صورت كيفي و گاهي نيز به صورت كمي

        در اين پايان نامه معيارهاي پرز، هورودكي، برد، كاهش، بازآرايي ماتريسي و از ميان معيارهاي موجود، . مشخص مي كنند
اعمال هر كدام از اين معيارها بر حالت هاي كوانتومي مهمي همچون حالت هاي ورنر يم و با دهبي نظمي را مورد مطالعه قرار مي 

ي تر است و رهيافت دوم كه كم. بررسي مي كنيمو حالت هاي بيشينه درهم تنيده بل، نقاط ضعف و قوت هر كدام از آنها را 
سنجه هاي مهمي چون سنجه . مفهوم سنجه درهم تنيدگي استاستفاده از الت را مشخص مي كند، ميزان در هم تنيدگي يك ح

درهم تنيدگي شكل يابي، سنجه توافق، سنجه منفي بودن و سنجه هندسي در هم تنيدگي، توابعي رياضي اند كه با اثر كردن بر 
اعمال اين سنجه ها بر برخي حالت . ا معين مي كنند، ميزان درهم تنيدگي آن حالت ر)ماتريس چگالي(روي يك حالت كوانتومي

هاي كوانتومي و بررسي ويژگيهاي آنها و نيز ارتباط آنها با يكديگر، نتايج جالبي را در مورد كارآيي و اهميت مفهوم سنجه درهم 
     ه طور قطع و يقين اما ب گرچه تلاش براي يافتن معيارها و سنجه هاي جديد همچنان ادامه دارد،. تنيدگي به دست مي دهد

كارآيي و جامعيت بيشتري دارد زيرا هركدام از آنها در بررسي رده خاصي از حالت ها مفيد  ،نمي توان گفت كدام معيار يا سنجه
شاهد درهم تنيدگي . استفاده از مفهوم شاهد درهم تنيدگي است ،رهيافت سوم براي تشخيص حالت هاي در هم تنيده. است

عملگري هرميتي است كه مقدار چشمداشتي آن با ماتريس چگالي حالت مورد مطالعه، آزمون كارآمدي براي تعيين درهم تنيدگي 
نشان دهنده  ،منفي استماتريس چگالي مورد نظر  باناخ، يافتن شاهدي كه مقدار چشمداشتي آن با- چه بنا به قضيه هان. است

. اما آنچه كه براي ما اهميت دارد، ساختن شاهدهايي است كه چنين خصوصيتي داشته باشند. درهم تنيده بودن حالت مذكور است
و بهينه سازي به روش برنامه  ) LOO (در اين پايان نامه دو روش مهم ساختن شاهد يعني استفاده از عملگرهاي موضعي متعامد

مورد مطالعه قرار داده و با استفاده از آن تلاش مي كنيم تا براي يك حالت كوانتومي نمونه، شاهدي بسازيم كه  ريزي خطي را
  .كند مشخصحدود درهم تنيدگي آن را 

  .درهم تنيدگي، معيار، سيستم دو قسمتي، سنجه، شاهد درهم تنيدگي، عملگر متعامد موضعي، بهينه سازي محدب:   كليد واژه ها
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  مقدمه
  
  
  
  
همـان گونـه كـه    . درهم تنيدگي كوانتومي يكي از جالب ترين جنبه هاي مكانيك كوانتـومي اسـت     

اي كوانتمي دو سيسـتم كـه از لحـاظ فيزيكـي     هنشان داده اند، حالت ] 1[اينشتين، پودولسكي و رزن 
سـخگويي بـه بسـياري از    جدا از هم مي باشند و در گذشته با هم اندركنش داشته اند، مي توانند در پا

حالـت هـاي كوانتـومي خـالص     . سوالات در خصوص پيامدهاي اندازه گيري موضعي كارساز باشـند 
اما به نظر مي رسد وقتـي كـه فـرد مشـاهده كننـده تنهـا بـه يكـي از         . درهم تنيده آنتروپي صفر دارند

در مـدل هـاي   . اشـند زيرسيستم ها دسترسي دارد، اين حالت ها مي تواننـد آنتروپـي بيشـينه داشـته ب    
كلاسيكي، وجود هر گونه رابطه اي بين اندازه گيري هـاي موضـعي روي سيسـتم هـاي جـدا از هـم       

اما در مدل هاي كوانتومي، اندازه گيري هاي موضعي روي سيستم هاي كوانتومي جدا از . ممنوع است
ن حدود را مشـخص مـي   نامساوي هاي بل اي. هم، تا حدود معيني مي توانند با هم رابطه داشته باشند

به علاوه، اخيرا معلوم شده اسـت كـه   . ، و نقض نامساوي هاي بل مستلزم درهم تنيدگي است]2[كنند
،  1درهم تنيدگي يك منبـع بسـيار مهـم در فرآينـدهاي اطلاعـات كوانتـومي ماننـد ترابـرد كوانتـومي         

براي مورد حالت هاي ]. 3[است 4، و مخابرات كوانتومي  3، رمزنگاري كوانتومي 2محاسبات كوانتومي
خالص، تعيين شرط درهم تنيدگي بسيار ساده است، زيرا مبتني بر خواص تجزيه اشميت يـا بـه طـور    

امـا بـراي   . معادل مرتبه ماتريس هاي چگالي كاهيده است كه به صورت سرراست محاسبه مـي شـود  
ه است كـه بـه طـور    مورد حالت هاي دوقسمتي آميخته، هيچ روش عملي منحصر به فردي يافته نشد

در سال هاي اخير، تـلاش هـاي   . تضميني بتواند درهم تنيدگي هر حالت درهم تنيده را تشخيص دهد
                                                 

١ Teleportation  Quantum 
٢ Quantum computation 
٣ Quantum cryptography 
٤ Quantum communication 
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هنـوز امـا فقـط معيارهـاي     ]. 4،5،6،7[قابل توجهي براي پاسخگويي به اين سوال انجـام شـده اسـت    
ه همه آنهـا را تشـخيص   ناكاملي پيشنهاد شده اند كه يا مي توانند برخي از حالت هاي درهم تنيده و ن

چنين وضعي تا حدودي ناخوشايند است، . دهند و يا اين كه فقط براي ابعاد محدودي پاسخگو باشند
زيرا همه حالت هاي توليد شده در آزمايشگاه براي كاربردهاي عملي فرآينـدهاي اطلاعـات كـوانتمي    

د گاه نظري، به ابزار موثري نيـاز  بنا بر اين چه از ديدگاه عملي و چه از دي. حالت هاي آميخته هستند
يـك حالـت دو   . داريم كه بتواند شرط در هم تنيدگي يا جداپذيري يك حالت را براي ما معـين كنـد  

هر گاه بتوان آن را به صورت تركيبـي محـدب از حالـت هـاي     ] 8[قسمتي آميخته را جداپذير گويند 
  :حاصل ضرب خالص نوشت
                                                                         i i i i i

i

p       
i كه در آن , i    به ترتيب بردارهاي حالت روي فضـاهايAH  وBH     متعلـق بـه زيرسيسـتم

0ip:         تند و داريمهس Bو  Aهاي           1وi
i

p   .     حـالتي را كـه چنـين تجزيـه اي را
و ... ) تبـديلات يكـاني، انـدازه گيـري هـا و      (عملگرهـاي موضـعي  «قبول مي كند، مي تـوان توسـط   

اين چنين حالتي نمي تواند درهـم  به دو قسمت تجزيه كرد و بنا بر LOCC 1يا » مخابرات كلاسيكي 
« ابزار موثري كه بتواند شرط درهم تنيدگي يا جداپذيري يك حالت را براي ما معين كند، . تنيده باشد

معيار جداپذيري خاصيت ساده اي است كه به سادگي مي توان نشان داد بـراي  . ناميده مي شود» معيار
ري شرط لازمي را براي جداپذيري به دسـت مـي   هر معيار جداپذي. هر حالت جداپذيري برقرار است

  .اين شرط را ارضا نكند، آن گاه بايد درهم تنيده باشد اگر يك حالت . دهد كه شرط كافي نيست
اسـت كـه مـي     (PPT)يكي از اولين و پركاربردترين اين معيارها معيار پرز يا ترانهاد جزئي مثبت    

ماتريسـي مثبـت نباشـد، و بـه عبـارتي       هاد جزئي يك ماتريس چگالي دلخواه ماننـد  گويد اگر تران
بـر اسـاس كـار    ] 11[علاوه بر اين هـورودكي  . داراي ويژه مقدار منفي باشد، آن گاه درهم تنيده است

2، نشان داده است كه در فضاهاي ] 10[ 2وورونويچ 2     2و 3     شرط پـرز شـرط لازم و كـافي
به هر حال در فضاهاي با ابعاد بالاتر، حالت هايي وجود دارند كه با وجـود  . براي درهم تنيدگي است

PPT معيـار مفيـد ديگـر    ]. 12[بودن، درهم تنيده اند كه حالت هاي درهم تنيده مقيد ناميده مي شوند
اين معيار بر اساس وجود يـك  ]. 10،12[، معيار برد است PPTتنيدگي حالت هاي براي تعيين درهم 

مجموعه حالت هاي حاصل ضرب خالص  i i   براي هر حالت جداپذير   استوار است كـه
را تشكيل مي دهد، در حالي كه  اين مجموعه حالت هاي حاصل ضرب خالص، برد  *

i i  

                                                 
١ Local operators and classical commnication 
٢ Woronowitz 
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معيارهاي ديگري كه عموما ضعيف تر از معيار پرز هستند، معيار كـاهش  . مي دهد را تشكيل ATبرد 
منظور  هيچ يك از اين معيارها و حتي هيچ تركيبي از آنها به. و معيار بي نظمي و مهادسازي مي باشند

  . ارائه يك شاخص كامل براي جداپذيري، كافي نيستند
شاهد هاي درهم « رهيافت ديگر براي تشخيص درهم تنيده بودن و جداپذير بودن حالت ها شامل    

است كه مقدار چشمداشـت   Wيك شاهد درهم تنيدگي يك مشاهده پذير مانند ]. 13[است» تنيدگي 
 ، اما مقدار چشمداشت آن روي يك حالـت درهـم تنيـده    آن روي هر حالت جداپذير نامنفي است

ايـن ايـده   . را تشخيص مـي دهـد   درهم تنيدگيW در اين حالت مي گوييم كه شاهد . منفي است
آيـا  « ل را كه  علاوه بر ارائه ابزار نظري ديگري براي تشخيص حالت هاي درهم تنيده، پاسخ اين سوا

در اختيار مـا مـي   » يك روش تجربي براي تشخيص مجموعه حالت هاي كوانتومي وجود دارد يا نه؟
با مطالعه ساختار هندسي مجموعه حالت هاي كوانتومي مي توان نشان داد كه براي هر حالـت  . گذارد

مشـاهده پـذيري كـه     بنا بر اين همواره]. 10،11[وجود دارد  Wدرهم تنيده، يك شاهد درهم تنيدگي 
  .  مي تواند اندازه گرفته شود، وجود دارد كه نشان خواهد داد كه حالت درهم تنيده است

مسئله ديگري كه در نظريه اطلاعات كوانتومي مطرح است، تعيين مقدار كمي درهم تنيدگي يك    
دهاي اطلاعات در واقع درهم تنيدگي كوانتومي همانند پتانسيل در فرآين. حالت درهم تنيده است

هر . كوانتومي عمل مي كند و لذا بايستي بتوان مانند هر پتانسيلي يك مقداركمي براي آن پيدا كرد
از . تابعي كه مقدار درهم تنيدگي كوانتومي را مشخص كند سنجه درهم تنيدگي ناميده مي شود

دو ذره اي  مهمترين سنجه هايي كه تاكنون براي تعيين محتواي كمي درهم تنيدگي سيستمهاي
معرفي شده ] 9[و همكارانش  1پيشنهاد شده است، درهم تنيدگي شكل يابي است كه توسط بنت

درهم تنيدگي شكل يابي مقداركمي منابع لازم براي توليد يك حالت درهم تنيده را مشخص . است
رهم تنيدگي شكل يابي تابع د 22نشان دادند كه براي سيستم هاي ] 19[ 3و ووترز 2هيل. مي كند

روشي جهت محاسبه توافق يك ] 20[ووترز در مرجع . است 4توافق  يكنواختي از كميت ديگري بنام
 .ارائه داده است 22حالت دلخواه از سيستم 

ي اعم فصل اول اين پايان نامه پس از ارائه تعاريف ضروري مربوط به انواع حالت هاي كوانتم در    
سپس . از جداپذير و درهم تنيده، تعريف برخي از عملگرهاي موضعي را به طور مبسوط آورده ايم

و اين فصل را با معرفي مفهوم . شاهد درهم تنيدگي را تعريف و قضيه مربوط به آن را مطرح كرده ايم
  .نگاشت مثبت، قضيه هورودكي و يكريختي جميولكوفسكي به پايان برده ايم

                                                 
١ Bennet 
٢ Hill 
٣ Wootters 
٤ Concurrence 
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مهمترين آنها معيار پرز است . صل دوم به بررسي برخي معيارهاي درهم تنيدگي پرداخته ايمف در    
با ارائه . شرط لازم و كافي براي جداپذيري است32و22حالت كلي فقط در فضاهاي  كه در

معيارديگر معيار كاهش است كه آن . داده ايممثال نقض عدم برقراري اين معيار در ابعاد بالاتررا نشان 
اين معيارنيز با مثالهاي . مثبت است نيز همانند معيار پرز مبتني برمفهوم نگاشت هاي مثبت اما نه كاملاً

درخلال اين بحث ها به نحوه ساختن شاهدهاي درهم تنيدگي . مفصلي مورد بررسي قرار گرفته است
نحوه طبقه بندي حالت ها رانيز با . مثبت نيز اشاره كرده ايم لاًاز روي نگاشت هاي مثبت اما نه كام

به تفصيل مورد مطالعه  1سنپرا نيز قضيه لونشتاين و و PPTلحاظ كردن تعريف حالت درهم تنيده 
در ادامه اين فصل معيار بازآرايي ماتريسي را كه مبتني برنوع خاصي از تبديل ماتريسي . قرار داده ايم

. آيه هاي ماتريس مورد نظر به شكل خاصي تغيير آرايش مي دهند بررسي كرده ايماست كه درآن در
معيار آنتروپي،  ديگر معيار مهمي است كه . در اين معيارتعريف نرم كي فن نقش اساسي ايفا مي كند

به پايان برده  2اين فصل رابا تعريف معيار عمده سازي. در اين فصل مورد مطالعه قرار گرفته است
  .ايم
تعاريف و خواص يك سنجه درهم . فصل سوم به بررسي سنجه هاي كوانتمي پرداخته ايم در    

. و مونوتون كه حالت خاصي از سنجه است تعريف شده است. تنيدگي مورد مطالعه قرار گرفته است
هم نيز حائز اهميت است  دو سنجه مهمي هستند كه ارتباط آن دو با 3سنجه شكل يابي و سنجه توافق

مهمي به نام منفي  درادامه فصل سوم تعريف مونوتون. ا اين مطلب را به تفصيل بررسي كرده ايموم
اين فصل را با مطالعه سنجه هندسي كه مبتني بر تعريف فاصله بين نزديكترين . را آورده ايم 4بودن

 .حالت جداپذير به حالت مورد مطالعه است، به پايان برده ايم

نامه نيز به روشهاي ساختن شاهدهاي درهم تنيدگي براي حالت هاي درهم  فصل چهارم اين پايان    
اين فصل ابتدا با نحـوه سـاختن شـاهد درهـم تنيـدگي بـا اسـتفاده از         در. تنيده اختصاص يافته است

آشنا مي شويم و كاربرد آن را بـراي يـك حالـت كـوانتمي نمونـه        5مشاهده پذيرهاي متعامد موضعي
را معرفي مـي كنـيم و تـلاش     6وش بهينه سازي به روش برنامه ريزي خطيبررسي مي كنيم وسپس ر

  .آن شاهدي را براي حالت كوانتمي نمونه مذكور بسازيم مي كنيم با استفاده از
  
 

                                                 
١ Lewenstein and Sanpera theorem 
٢ Majorization 
٣ Concurrence 
٤ Negativity 
٥ Local Orthogonal Operators 
٦ Linear Programming  
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  فصل اول                                      
  

  تعاريف و مفاهيم مقدماتي                           
 
   
  .ل مفاهيم مورد نياز در طول پايان نامه را معرفي مي كنيمدر اين فص   
     
، يك فضاي برداري كامل را كه در آن ضرب داخلي تعريف مي شود: فضاي هيلبرت 1- 1

  .به هر سيستم كوانتومي يك فضاي هيلبرت نسبت داده مي شود .مي گويند 1فضاي هيلبرت
نشان مي   dim Hعد آن مي نامند و بارا ب  Hحداكثر تعداد بردارهاي مستقل دريك فضاي هيلبرت

در هر فضاي هيلبرت مي توان به تعداد بعد آن بردار پايه معرفي كرد كه هر بردار دلخواه .دهند
   .تعيين مي شودبرحسب بردارهاي پايه به طور كامل 

 و بعدي را مي تواند هيلبرت فضايدرهر حالت بردارهاي پايه، به عنوان  0,1لاً با دو حالت مث
  :نوشت به صورت زير

)1-1(          10            

وكه درآن             .دو عدد مختلط دلخواه هستند  
 نظر در را A , Bدو سيستم كوانتومي  :سيستم كوانتومي فضاي هيلبرت حاصل از دو  1-2

BAرا به ترتيب با  آنهافضاي هيلبرت و  مي گيريم HH فضاي هيلبرت سيستم مركب .نشان مي دهيم ,
BAبه صورت حاصلضرب تانسوري  HHH  متعريف مي شود ، كه براي آن داري:  

                                                 
١ Hilbert Space 
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                                dim dimA BH M N H    
  و

                     )1-2(                                           dim dim .dim .A BH H H M N    
    

را به صورت  Aسيستم  پايه در سراسر اين رساله i Ae H هر بنابراين   .در نظر مي گيريم  
  :نوشتمي توان به صورت زير  را AHحالتي در فضاي 

                                                              )1 -3(                             i

M

i
i ea




1

  
را به صورت  Bهمچنين پاية سيستم  i Bf H ودر نتيجه هر حالتي را در .در نظر مي گيريم

  :ان به صورت زير نوشتمي تو BHفضاي 

                                                               )1-4(                         



N

j
jjB fb

1

  

BAاز اين رو يك پاية فضاي مركب  HHH   به صورت ji fe   است و مي توان هر
  :مركب به صورت زير نوشتحالتي را در فضاي 

         )1-5(                                    BA
ji

jiij
ji

jiij HHfecfec  
,,

,  

  :كيوبيتي  Nتعريف كيوبيت و سيستم    1-3
 :كيوبيت   1-3-1

دو  معمولاً. عبارت است از يك فضاي هيلبرت دو بعدي ، است 2كه مخفف كوانتم بيت 1كيوبيت 
  . نشان مي دهند 0,1جار يك كيوبيت را با بردار پاية متعامد بهن

  : ، هر حالت تك كيو بيتي را مي توان به صورت زير نشان داد در اينصورت
                 )1-6(           1

22  ba    ;      Cba ,       ;          10 ba    

a   وb را نشان مي  0,1كه به ترتيب دامنه ي احتمال بودن در حالت هاي  ضرايب بسط هستند
، روي ميدان اعداد مختلط ، فضاي هيلبرت تك كيوبيت. است مختلطميدان اعداد  نشانگر Cودهند 

  :، عبارت است از  ييك سيستم دو كيوبيتيلبرت فضاي ه .است 2Cهمان فضاي 
                                           22 CCHHH BA .  

  :به صورت زيرند فضاي هيلبرتبه طور طبيعي بردارهاي پايه ي  اين 
                                                                                     11,10,01,00 .  

                                                 
١ Qubit 
٢ Quantum bit 
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  :به عنوان مثال. بنابراين هر حالت را در اين فضاي چهار بعدي مي توان بر حسب اين پايه ها نوشت
                                                          )1001(

2

1
)0110(

2

1
  

 

 :كيوبيتي Nسيستم   1-3-2

 N2يتي نيز مي تواند به عنوان يك بردار در يك فضاي مختلط كيوب- Nحالت كوانتمي يك سيستم    
نشان دهيم، پايه هاي   0,1هر كيوبيت را با  پايه هاي متعامد بهنجارچنانچه . بعدي بيان شود

  .خواهد بود 01100...101رشته هاي دودويي مانند  كيوبيتي به صورت- Nمتعامد بهنجار سيستم 
Hيك سيستم كوانتومي حالت خالص :1حالت خالص 1-4  تصويرگر عبارت است از   

Hروي برداري مانند  .  به عبارت ديگر حالت خالص حالتي است كه همواره توان دوم آن با
  :خودش برابر است

  
  ))((2  

  
 را  حالت خالصسيستم كوانتومي دو قسمتي،يك  در:2حالت خالص جداپذير 1-5

بتوانيم آن را به صورت يك بردار حاصل ضرب يعني به صورت      اگر مي گويندجداپذير 
fefe  ,  كه در آن  بنويسيمe التي از سيستم اول و حf  حالتي از سيستم دوم

  .است
يك حالت خالص زماني درهم تنيده است كه جداپذير  :3حالت خالص درهم تنيده 1-6

 .fe,:  يعني.نوشتfe,يعني نتوان آن را به صورت يك بردار حاصل ضرب .نباشد

  :4يه اشميتتجز 1-7
BAهر حالت : قضيه اشميت HH  پايه ي مناسب به  با انتخاب بردارهاي را مي توانيم

  :صورت زير نشان دهيم

                                                                                     
1

,
M

i i i
i

a e f


  
             : كه در آن    

                                                 
١ Pure State 
٢ Separable Pure State 
٣ Entangled Pure State 
٤ Schmidt Decomposition 
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                                                                        0ia 1       و        
1

2 


M

i
ia.  

†تجزيه اي به نام تجزيه قطبي به صورت  Aمي دانيم كه براي هر ماتريس  :اثبات
dA UA V 

  . است نامنفي يك ماتريس قطري dAماتريس هاي يكاني و Vو  Uجوددارد كه درآنو
BAبردار حالت   HH  در پايه دلخواه  را,i j مي توان به صورت زير نوشت:  

                                                       jiVaUjiA jlklk

NM

lk

NM

ji
ik

NM

ji
ij



 
  

,

1,

,

1,

,

1,

,  

k با قرار دادنو
i

ik eiU     وk
j

jk fjV   ،داريم:  

                                                             )1-7(                     kk

M

k
k fea ,

1



  

0kaكه  و شرط بهنجار بودن  1به رابطه
1

2 


M

i
ia منجر مي شود.  

طبق قضيه ي اشميت يك حالت خالص حالتي است كه در تجزيه اشميت آن فقط يك جمله : نكته
  .وجود دارد

  
 

مانند  حالتي .را مرتبه اشميت گويند ر تجزيه اشميتهاي غيرصفر د iaتعداد  :مرتبه اشميت 1-8
ثابت مي شود كه تجزيه  .است ، حالت حاصل ضرب خالصباشد 1كه مرتبه اشميت آن  0,0,0,1

  .اشميت و در نتيجه مرتبه اشميت يك حالت، منحصربفرداست
  :مثالها
000,0حالت :1مثال   استيك بردار حاصل ضرب.  
)10()10(حالت :2مثال

2

1
BBAA

 يك حالت خالص جداپذير است.  
  :خالص درهم تنيده هستند حالت هاي بل، حالت هاي:3مثال

          )1-8            (   )1100(
2

1
           ;           )1001(

2

1
 .  

در  )1(توجه كنيد كه به جاي ضريب  آن را جزو فاز استفاده كرد و ieمي توان از  ,
  . 0ia: ضرايب اشميت مثبتند هدر نتيج.حالت هاي مذكور در نظر گرفت

1001حالت كلي :4مثال 21 aa  1,0اگر . رادرنظر بگيريد 21  aa  0,1يا 21  aa 
اگر  باشد،اين حالت يك بردار حاصل ضرب است و

2

1
21  aa ،اين حالت يك حالت با  باشد
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حالت هاي بل نمونه  .درهم تنيده مي گويند چنين حالتي را حالت كاملاً .درهم تنيدگي بيشينه است
 .درهم تنيده هستند اي از حالت هاي كاملاً

حالت . نتوان آن را با يك بردار حالت نشان داد حالتي است كه آميختهحالت  :1آميختهحالت  1-9

  .كه يك عملگر مثبت است نشان مي دهند هاي آميخته را با يك ماتريس چگالي 
  :آميخته  جداپذيري حالت  1-10

تركيب محدبي از حالت هاي خالص  ن آن را به صورتاست، اگر بتوجداپذير ا  آميختهحالت    
                       وشتن حاصلضربي

                                            )1-9(                                   iiii

k

i
i fefep ,,

1



 .  

1       و        0ip             كه در آن 
1




k

i
ip .  

  .حالت آميخته را درهم تنيده مي گويند اگر جداپذير نباشد
  :2ماتريس چگالي  1-11
با ماتريس چگالي توصيف كنيم، زيرا مفهوم  ،تابع موج  به جاي كوانتومي را حالت هاي بهتر است 

 .مي توان با آن توصيف كرد كلي تر از تابع موج است و حالت هاي آميخته را نيزماتريس چگالي 
يك عملگر هرميتي مثبت روي   .دهند مي نشان با معمولا راماتريس چگالي 

BAفضاي HHH   همه  .حالت را به بردارهاي حالت ديگر تبديل مي كنداي دارهكه براست
كرنل و برد مجموعه هاي  براي. انتخاب مي شود 1مساوي  نامنفي هستند و رد  ويژه مقادير 

  :به صورت زير تعريف مي شوند
                          ::HR     ;      0:   Hk   

هستند كه به ترتيب توسط ويژه بردارهاي با ويژه مقادير صفر و ويژه  Hكرنل و برد زير فضاهاي 
  .مي گويند بعد زير فضاي برد را مرتبه  .بردارهاي با ويژه مقادير مخالف صفر پديد مي آيند

BAدر فضاي HHH  مي توان عملگر  را با استفاده از عملگرهاي پايه به صورت زير بسط
  :  داد

)1-10(                                , ,ij ij
kl klA B A B

ijkl ijkl

i j k l i j k l      .  

  
  

                                                 
١ Mixed State 
٢ Density Matrix 
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 :1عملگرهاي موضعي  1-12

 .شوند عملگرهاي موضعي ناميده مي اثر مي كنند Bيا سيستم  Aسيستم عملگرهايي كه فقط روي    
BAفضاي  كل عملگري كه روي HHH  گفته مي شود 2غير موضعي كند،عملگر اثر. 

  :ترانهادجزئي وهمچنين رد جزئي عملگرهاي موضعي هستند كه درزير به آن ها مي پردازيم
ترانهاد جزئي عملگري كه روي يك سيستم مركب همان ترانهاد گيري  :ترانهاد جزئي 1- 12- 1

 ، ترانهاد جزئي)10-1(، با توجه به رابطه عنوان مثاله ب. نسبت به يكي از زير سيستم هاي آن است
  :دبه صورت زير تعريف مي شو Aنسبت به سيستم 

                                        ( )AT ij kj
kl il         و      

ijkl
BABA

ij
kl

T lijkA .                    

با انجام ترانهاد جزئي توسط  حتي اين تبديل انجام دهند، موضعي تبديل يكاني يك هردو A,Bاگر 
  :يعني.يكاني باقي مي ماندچنان همآنها  از يكي

                                                                    1))(( † UU     ;     BA UUU  
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)(0:توان نشان داد مي ATمثبت بودن عملگر  يعني 0ATبافرض : نكته ATnew.  
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                                                       )1-13                (0 AT   

)(0يعني بافرض  عكس اين مطلب هم صادق است، ATnew0 :نشان داده مي شودAT) اثبات
  ).برگشت پذير

تبديل يكاني تبديل پايه ها است ودر اين جا هم مشخص است كه  نقشهمان طور كه مي دانيم : نكته
  .ناوردا است موضعي، تحت هر تبديل يكاني مثبت بودن ترانهاد جزئي عملگر 

 سيستم زيرنسبت به هر كدام از دو يك حالت از سيستم مركب  رد جزئي :3رد جزئي 1-12-2

Aيا B به عنوان مثال، ماتريس چگالي مربوط . ماتريس چگالي مربوط به زيرسيستم ديگر را مي دهد
  :را در نظر بگيريد fe, خالص بردار حاصل ضرب  به

                                  ffeefefe
BBAABABA

 ))((  
                                                 

١ Local Operators 
٢ Global 
٣ Partial Trace 
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  :به صورت زير است Aسيستم زيرنسبت به  رد جزئي
                                                        ( )A BA A B B B B

tr e e f f f f                 
  :  به صورت زير است Bسيستمزير سبت بهن آن و رد جزئي

                                                                                      ( )B AA A
tr e e    

  .مي توان به صورت زير محاسبه كرد را دلخواه خالص رد جزئي يك حالت
فرض كنيد
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  .رد يك حالت ترانهاد جزئي تحت تبديلات موضعي پايه ها ناوردا باقي مي ماند: نكته
  :اثبات
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رد جزئي حالت :مثال    1كه در آن
( 01 10 )

2
     ،نسبت به دو است

               :    به صورت زير است  A,Bسيستمزير
                                                                                 22

1
IB      22و

1
IA  .  

  ناميدهدر هم تنيده  كاملاً ،حالتي كه تمام رد هاي جزئي آن متناسب با ماتريس واحد باشد :نكته
  .مي شود 
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  .ل بعدي از آن استفاده خواهيم كردرا اثبات مي كنيم كه در فص يلم در اين جا 
  :برقرار است همواره رابطه زير و  براي دو حالت  :لم

                                              )1-14(                 )()( AA TT trtr   .  
  :با استفاده از نماد گذاري معمول زير: برهان
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يك خود )نشان مي دهيمHB)(با آن را  و(اثر مي كنند Hفضاي عملگرهاي خطي كه روي  :نكته 

  :   است زير فضاي هيلبرت با حاصل ضرب اسكالر اقليدسي
                                   )1-15(                        †( ); , ( )A B tr A B A B B H    

آنها  بنويسيم و تونيسرهاي بردارابه صورت   BوA اين حاصل ضرب اسكالر معادل با اين است كه 
  :كنيم را در هم ضرب اسكالر
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  :1اهد هاي در هم تنيدگيش 1-13
تنيدگي  ه از حالت جداپذير استفاده از شاهدهاي درهميكي از راههاي تشخيص حالت درهمتنيد   

اين قضيه وجود دست كم يك شاهد . باناخ است-تنيدگي قضيه هان اساس شاهدهاي درهم. است
  .درهمتنيدگي براي هر حالت درهم تنيده را تضمين مي كند

  .شدبا هيلبرت متناهيفشرده در يك فضاي  يك مجموعه محدب S فرض كنيد :2باناخ-قضيه هان

                                                 
١ Entanglement Witnesses 
٢ Hahan-Banach Theorom 
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وجود  Wهمچون  اي ابر صفحه آن گاه ، Sكه  به طوري فضا باشد از اينيك نقطه  اگر 
  .]١۴[ جدا مي كند S  را از دارد كه

                        
 )مي كند جدا Sاز فضاي حالت هاي جداپذير را حالت  Wشاهد درهم تنيدگي-1شكل (         

يعني براي استفاده ،اين قضيه را مي توان براي تشخيص در هم تنيدگي حالت هاي كوانتمي به كار برد
را با S در فضا را با يك حالت در هم تنيده، مجموعه محدب وفشرده  از اين قضيه مي توان نقطه 

  .را با شاهدهاي درهم تنيدگي متناظر كرد W، و ابر صفحه جداپذيرموعه حالت هاي مج
يك شاهد در هم تنيدگي چون  حتماً اين قضيه مي گويد كه براي هر حالت در هم تنيده ي    

جدا  S آن را از مجموعه محدب فشرده حالت هاي جداپذير يعني دوجود دارد كه مي توان Wعملگر
  .را تشخيص دهدمي تواند درهم تنيده بودن  W به عبارت ديگر، .كند

  :به طوري كه است عملگر هرميتييك  W شاهد درهم تنيدگي 
                                                       ) حالت درهمتنيده است   (: ( ) 0S tr W      

                                                           ) (0) حالت جداپذير است(:   WtrS  
)،  اگر براي حالت در هم تنيده :نكته ) 0tr W    باشد، گوييمW  ،  تشخيص مي دهدرا.  

  
  
  


