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کليه حقوق ماد  مترتب بر نتايج مطالعات، ابتکارات و 
نوآور  ها  ناشي از تحقيق موضوع اين پايـان نامـه   
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 سپاسگزار  

  .   سپاس خدا  را مرا شوق دانستن و توان ادراک آموخت
از استاد گرانقدرم جناب آقا  دکتر محمد حسين علامت ساز ابراز مي دارم که مراتب سپاس و تشکر خود را 

همچنين از . در تمام مراحل تدوين اين رساله با تلاش ها  بي وقفه و راهنمائي ها  ارزنده خود مرا يار  نمودند
  .مال تشکر را دارمايران پناه و جناب آقا  دکتر علي دولتي داوران اين پايان نامه ک...جناب آقا  دکتر نصرا
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 چکيده

اين مدل ها  احتمال در . بسط ها  لاگرانژ  مي توانند در فراهم کردن مدل ها  احتمال متعدد  مفيد واقع شوند
مسائل واقعي از جمله فرآيندها  شاخه ا ، فرآيندها  صف بند ، سم شناسي زيست محيطي، انتشار اطلاعات، بوم 

توزيع .  ب در کارخانجات، فروش محصولات جديد و تعداد محصولات برا  سوددهي بهينه کاربرد دارندشناسي، اعتصا
ها  احتمال لاگرانژ  رده وسيعي از توزيع ها  احتمال را تشکيل مي دهند که خانواده ها  بسيار مهمي نظير توزيع 

  . تعميم يافته و سر  تواني را در برمي گيرند ها  پواسن تعميم يافته، دوجمله ا  منفي تعميم يافته، سر  لگاريتمي

در اين پايان نامه پس از ارائه مقدمه و مفاهيم اوليه، توزيع ها  احتمال لاگرانژ ، توزيع ها  لاگرانژ  موزون و نيز 
. خواهيم کردتوزيع ها  لاگرانژ  تعميم يافته را مورد مطالعه قرار داده و ارتباط آن ها را با توزيع ها  لاگرانژ  بررسي 

سپس به تشريح چند توزيع شبه احتمال که بر . در ادامه چند توزيع آميخته لاگرانژ  تعميم يافته را بررسي مي کنيم
در نهايت حالت چند متغيره توزيع ها  لاگرانژ  را مورد توجه . اساس بسط ها  لاگرانژ  ايجاد مي شوند مي پردازيم

  . قرار خواهيم داد

بسط ها  لاگرانژ ، توزيع ها  لاگرانژ  نوع اول و دوم، توزيع ها  موزون، توزيع ها  شبه احتمال  :کليد واژه ها
  .و بسط ها  لاگرانژ  چند متغيره
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  فصل اول

 يف و مفاهيم پايهرتعا

  

  مقدمه ۱- ۱

. توزيع ها  آمار  از مهمترين ابزارها  اوليه ا  هستند که در هر موضوع و مبحث آمار  مطرح و مورد نيازند
مجموعه داده، مطالعه و بررسي اين داده ها بسيار راحت تر و منظم تر مي گردد و سرعت شناختن توزيع يک  با

قديمي اش، و همکاربه همراه شاگرد  ١نسولك در طي سه دهه گذشته. رسيدن به اهداف مورد نياز افزايش مي يابد
او توزيع ها  . انجام داد مطالعه بسيار زياد  را در زمينه توزيع ها  آمار  به خصوص توزيع ها  گسسته ٢فامويه

تعداد زياد  توزيع ها  مفيد و توسعه برنامه ها  کامپيوتر  مناسب معرفي احتمال لاگرانژ  را تعريف کرد و با 
به  ۱۹۷۰در اوايل  ٣کنسول و شنتون .باز کرد هاو موثر مرز جديد  را در زمينه توزيع ها  آمار  و کاربردها  آن

دست ه توزيع ها  احتمال ب. دست آوردن توزيع ها  احتمال گسسته پي بردنده قدرت بسط ها  لاگرانژ  در ب
 ،در کلاس توزيع ها  لاگرانژ  مهمترين عامل. آمده به توزيع ها  لاگرانژ نوع اول و نوع دوم تقسيم شدند

= تبديل لاگرانژ با  او. )۱۹۷۲کنسول و شنتون،( .ارائه شد) ۱۷۳۶-۱۸۱۳( ٤است که توسط لاگرانژ ( )  
اولين محققي بود که ) ۱۹۴۹( ٥اوتر. بسط داد   از سر  تواني يک را به صورت ( ) استفاده از اين تبديل تابع 

                                                        
1 Consul 
2 Famoye 
3 Consul and Shenton 
4 Lagrange 
5 Otter 
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= ل لاگرانژ يتبد يندها  آحتمال به کار برد و اهميت آن را برا  توسعه فرارا در مطالعه توزيع ها   ( )  
چند تعميم چند متغيره بسط لاگرانژ را توسعه داد وآن را برا  ) ۱۹۶۰-۱۹۶۵( ١ودگ. چند متغيره تشخيص داد

کار او در بين محققان جلب توجه زياد   ،اما به علت پيچيدگي و ارائه مختصر مسائل .يند تصادفي به کار بردآفر
شنتون و کنسول و ) ۱۹۷۵(تعاريفي از توزيع لاگرانژ چند متغيره را که توسط گود) ۱۹۸۲( ٢تا اينکه خاتر  .نکرد

)b۱۹۷۳ (٣جاناردان و رائو. دست آورده مطالعه شده بود به اتمام رساند و چند نتيجه جديد را ب )کلاس ) ۱۹۸۳
آنها نشان دادند که  .جديد  از توزيع ها  گسسته را تحت عنوان توزيع ها  لاگرانژ  نوع دوم معرفي کردند

عضو  از خانواده توزيع ها  لاگرانژ نوع دوم  ،اولن متعلق به توزيع لاگرانژ نوع ووزمتوزيع ها   بعضي از
وسيله احتمال ه ن بووزمتوزيع ها  لاگرانژ  را برا مشخصه ساز  هايي ) ۱۹۸۷( ٤همچنين جاناردان. هستند

زير کلاسي از توزيع لاگرانژ نوع  تعديل يافته نشان داد که توزيع سر  تواني ) ۱۹۹۷(جاناردان. شرطي ارائه داد
ست ه دپيچش توزيع لاگرانژ نوع دوم را ثابت و گشتاورها  مرکز  آن را ب) ۲۰۰۱(فامويهسول و کن. دوم است
کار آنها را رو  ) ۲۰۰۶( ٥سپس لي و همکاران. قضيه هم ارز  ثابت شد) a۲۰۰۵(توسط آنها همچنين  آوردند

  . توزيع ها  تعميم يافته لاگرانژ  مورد مطالعه قرار دادند

  مفاهيم مفيد ۱-۲

تابع هولومورفيک، تابع  تابع تحليلي، اين بخش برخي مفاهيم مفيد به کار رفته در اين رساله ماننددر 
  .ميرا شرح مي ده بسط ها  لاگرانژ  و توابع فوق هندسي مرومورفيک،

  ٦تابع تحليلي ۱- ۲- ۱

يک همسايگي  در  بلکه در هر نقطه     تحليلي است اگر مشتق آن نه تنها در   در نقطه  ( )  مختلط تابع تحليلي   در ناحيه   اگر تابع . تحليلي باشد  تحليلي است اگر در هر نقطه   در ناحيه   تابع  .موجود باشد   
بنابراين توابع . بر آن تعريف شده باشد  باشد که موجود همسايگي يک بايد    ز ا  باشد، آنگاه حول هر نقطه 

                                                        
1 Good 
2 Khatri 
3 Janardan and Rao 
4 Janardan 
5 Li .et al. 
6 Analiytic function 
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1−در   تابع تحليلي . ريف مي شوندتحليلي معمولاً بر حوزه ها تع ≤  ≤ در سراسر حوزه   عني ي 1 −1 ≤  ≤  .تحليلي است 1

  ١ تابع هولومورفيک ۲- ۲- ۱

که در هر نقطه مشتق مختلط   ، با مقادير  در ه مختلط ح  باز از صفا تابعي است که بر رو  زير مجموعه
مشتق پذير  مختلط است و دلالت بر اين دارد تر از  هولومورفيک بودن يک شرط قو . دارد، تعريف شده است

 ، در نقطه بودن هولومورفيک  .که تابع بينهايت بار مشتق پذير است و مي تواند با سر  تيلورش نشان داده شود
در صفحه   در هر جا درون يک ديسک باز به مرکز   ، بلکه مشتق پذير  در   به معني نه تنها مشتق پذير

  .مختلط است

  ٢تابع مرومورفيک ۳- ۲- ۱

به جز نقاط تکين   است که رو  تمام  يتلط، تابعخاز صفحه م  تابع مرومورفيک رو  يک زير مجموعه باز 
مي تواند به صورت   هر تابع مرومورفيک رو  . دکه اين نقاط قطب ها  توابع هستن. خود هولومورفيک است

  .بيان شود) با مخرجي که ثابت صفر نباشد(  نسبت دو تابع هولومورفيک تعريف شده رو  

  بسط ها  لاگرانژ  ۴- ۲- ۱

(0) به طور متوالي مشتق پذيرند و   1و1−  در دو تابع تحليلي اند که ( ) و ( ) فرض کنيد  ≠ 0 .
= معکوس تبديل لاگرانژ ) ۱۷۳۶- ۱۸۱۳(لاگرانژ  را در نظر گرفت و دو بسط سر  تواني زير را  ⁄( )  

  :نيز ارائه شده اند) ۱۹۶۸( ٤و ريوردان ) ۱۹۰۲( ٣نسنجاين دو بسط توسط . ست آورده دب

 ( ) =                                                                                                           (۱− ۱)  
  = 1 !    [  ( )  ( )]                   = f(0)  
                                                        
1 Holomorphic 
2 Meromorphic  
3 Jensen  
4 Riordan  
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 ( )1 − z  (z)  ( )⁄ =                                                                                      (۲− ۱) 

  = 1 ! D [  ( ) ( )]                           = f(0) 

=  كه در آنها با  .دناميده مي شوندوم لاگرانژ بسط ) ۲- ۱(و رابطه اول بسط لاگرانژ ) ۱- ۱(رابطه  . ⁄   
( )    جايگذار   = (1 − z  (z)  ( )⁄ ) ( ) 

  همچنين با جايگذار  تابع . تبديل مي شود) ۱- ۱(به بسط ) ۲- ۱(سط ، ب)۱- ۱(در رابطه  ( ) به جا  تابع 

  ( ) =  ( )1 − z  (z)  ( )⁄  

و ) ۱- ۱(بنابراين بسط لاگرانژ . تبديل مي شود) ۲- ۱(به بسط ) ۱- ۱(بسط ، )۱-۲(در رابطه  ( ) به جا  تابع 
به . توزيع ها  احتمال لاگرانژ  باز  مي کنند نظريهدو بسط بالا نقش مهمي را در . مستقل از هم نيستند) ۲- ۱(

) ۱۹۷۲( ١دلو گو) ۱۹۶۸(علاوه اين دو بسط تعداد  عبارات جبر  مفيد را فراهم مي کنند که توسط ريوردان 
  به صورت برا  مثال يکي از اين عبارات مفيد . ارائه شده اند

 ( +   )    ! ( + ( −  ) )   ( −  )! = ( +  +   )  !     

  .در فصل چهارم اثبات شده استفوق عبارت . است

,  ) حال فرض کنيد    ) ،  (  , ,  )  و  (   طوريکه ه ب. باشند سه تابع دو متغيره (     (0,0) ≠ 0،   (0,0) ≠ . باشند به طور متوالي مشتق پذير   و    هر سه تابع نسبت به  و 0
= تحت تبديل ها  ) ۱۸۸۶(٢پوانکاره     (  , υو  ⁄(   =     (  , بسط دو متغيره  ⁄(    (  ,    .دست آورده زير را ب  ر نظر گرفت و بسط دو متغيره لاگرانژد υو   را برحسب سر  تواني از  (  

 (  ,   ) =  (0,0) +           !   ! 
  

 
                                

                                                        
1 Gould 
2 Poincare 
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                +           (   ) +            (   )                                   (۳− ۱) 

=  که در آن  ∂ ∂z ⁄ ، (  ,   ) = ,  )   و     ) = =  با    1,2.  

,  ) حال با انتخاب    ) = [ (  , ,  )   و  [(     ) = [ (  ,   )]  ; i = ، که در  1,2
,  ) ثابت هابي حقيقي اند و    و    ،  آن 1− رو  (   ≤   ≤ 1;  = . استيك تابع تحليلي   1,2

  مي تواند به صورت) ۳- ۱(بسط 

 (  ,   ) =  (0,0) +          !   ! 
  

 
                                          (۴− ۱) 

  به صورت) ۴- ۱(صورت معادل بسط  .نوشته شود

 (  ,   ) =  (0,0) +          !   ! 
  

 
                                   

  .است

  ابع فوق هندسيوت ۵- ۲- ۱

 :به صورت ١تابع فوق هندسي گاوس

  [ , ;  ; ] = 1 +     1! +  ( + 1) ( + 1) ( + 1)   2! + ⋯ 

                          =   [ ] [ ] [ ] 
   

   !                                       ≠ 0,−1, … 

[ ] که در آن تعريف مي شود،  =  ( + 1) … ( +  − 1) =      (   )!. 

  .در مخرج است   در صورت و يک پارامتر  و   پارامتر ۲به ترتيب مربوط به   در هر دو طرف  ۱و۲انديس  

                                                        
1 Gauss 
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| |همگرا  مطلق است اگر  فوقسر   < | |و واگراست اگر  1 > | |هنگامي که  .1 = دو حالت  1
− اگر  -۱: رخ مي دهد  −  > − اگر  -۲. سر  همگرا  مطلق است 0  −  < سر   1−
= هنگامي که  .واگراست   :تابع فوق هندسي گاوس به صورت زير تعريف مي شود 1

  [ ,  ;  ; ] =  ( −  −  )( −  )( −  ) 

  روند کار ۳- ۱

در فصل دوم به . است تعاريف و مفاهيم اوليهفصل اول شامل . فصل تدوين شده است ۵اين پايان نامه در 
در فصل سوم به مطالعه توزيع ها   .بررسي خانواده توزيع ها  لاگرانژ  و خصوصيات آنها مي پردازيم

را با توزيع ها  لاگرانژ  مورد بررسي قرار مي لاگرانژ  تعميم يافته و خصوصيات آنها پرداخته و ارتباط آنها 
عبارت جبر  وابسته به بسط ها   چند اساسفصل چهارم مربوط به توزيع ها  شبه احتمال است که بر  .دهيم

 از در فصل پنجم حالت چند متغيره توزيع ها  لاگرانژ  و برخيدر نهايت  .ايجاد مي شوندلاگرانژ  
  .واهيم کردرا بررسي خها خصوصيات مهم آن 
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 فصل دوم

 توزيع ها  لاگرانژ  و خصوصيات آنها

 

  مقدمه ۱- ۲

جهت يافتن يک الگو  مناسب برا  تحليل مشاهدات شمارشي، محققان از بين چند توزيع احتمال گسسته به 
اما به دليل اينکه اکثر پديده ها  طبيعي و تحقيقات کاربرد  به ويژه در زمينه . انتخاب بهترين مدل مي پردازند

يره دارند، انتخاب مدل مناسب مشکل ها  زيست شناسي، روان شناسي، اجتماعي وکشاورز  ساختار  چند متغ
از آنجائي که اکثر الگوهايي که مشاهدات از آنها پيرو  مي کنند را مي توان به صورت ترکيبي از . است

فرآيندها  تصادفي نوشت محققان برا  انتخاب مدل مناسب به دنبال ساده ساز  ساختار مشاهدات و الگوها  
اين محققان آنها را به کشف توزيع ها  احتمال پيچيده تر و جديدتر   تلاش. برازش داده شده به آنها هستند

توزيع ها  احتمال لاگرانژ  رده وسيعي از توزيع ها  احتمال است که کنسول و شنتون از . راهنمائي مي کند
دست مي خانواده توزيع ها  لاگرانژ نوع اول با استفاده از بسط لاگرانژ اول به . به بعد معرفي کردند ۱۹۷۱سال
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جاناردان و رائو . بسط لاگرانژ دوم نيز برا  معرفي خانواده توزيع ها  لاگرانژ نوع دوم استفاده مي شود. آيد
= اشتباهاًً فرض کرده بودند که بسط ها  لاگرانژ تحت تبديل ) ۱۹۹۷(و جاناردان ) ۱۹۸۳( از  ( )  

  . ه هم ارز  را ثابت کردندقضي) a۲۰۰۵(يکديگر متمايز هستند تا اينکه کنسول و فامويه 

  

  

در بخش بعد  به تعاريف آن ها پرداخته و در . در اين فصل اين توزيع ها را مورد توجه قرار خواهيم داد
 ۴-۲در بخش . به مطالعه ميانگين و واريانس توزيع ها  احتمال لاگرانژ  نوع اول مي پردازيم ۳- ۲بخش 

خاصيت  ۵- ۲در بخش . نژ  نوع دوم را بررسي خواهيم کردميانگين و واريانس توزيع ها  احتمال لاگرا
به مطالعه هم ارز   ۶- ۲در بخش . پيچش توزيع ها  لاگرانژ نوع اول و دوم را مورد بررسي قرار خواهيم داد

توزيع ها  لاگرانژ  موزون را شرح  ۷-۲دو کلاس توزيع ها  لاگرانژ نوع اول و دوم  پرداخته و در بخش 
توزيع ها  سر  تواني تعديل يافته را به عنوان زير خانواده ا  از  ۸-۲نهايت در بخش  خواهيم داد و در

  . توزيع لاگرانژ  نوع اول شرح خواهيم داد

   تعاريف و نمادها ۲- ۲

= ارائه شده اندکه درآنها ) b۲۰۰۵(تعاريف و مثال ها  اين بخش توسط کنسول و فامويه   و ⁄   
  .ستمعرف مجموعه اعداد طبيعي ا

  به طور متوالي مشتق پذيرند و  1و1− دو تابع تحليلي اندکه در   ( ) و ( ) فرض کنيد ۱-۲تعريف 

    [  ( )  ( )]   ≥ 0;       ،  (1) =  (1) = 1 ،  (0) ≠ (0)  و0 ≥ 0 

 :نمايانگر تابع مولد احتمال توزيع لاگرانژ نوع اول است) ۱- ۱(آنگاه بسط لاگرانژ 

 ( ) =  (0) +     !      
   [  ( )  ( )]    

  :بنابراين تابع چگالي توزيع لاگرانژ نوع اول به صورت زير است 
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 ( =  ) =   (0)                                                                = 01 !    [    ( )  ( )]                      = 1,2,3, …                        (۱− ۲) 

به طور کلي هر مجموعه از . ترتيب تابع تبديل کننده و تابع تبديل شده ناميده مي شوند به ( ) و  ( ) توابع 
که شرايط مفروض را دارا باشند عضو  از خانواده توزيع ها  لاگرانژ نوع اول را ايجاد  ( ) و  ( ) مقادير 
, )  کلاس توزيع ها  لاگرانژ نوع اول را به اختصار با . مي کنند   . نشان مي دهيم ١   يا  ( ; 

( ) با انتخاب  ۱-۲مثال  =   (   );   > ( ) و  0 =   (   );  0 <  < توزيع پوآسن  1

  :به صورت زير مي شود    عضو خانواده  ٢(   )يافته تعميم 

(1)   با توجه به اين كه =  (1) =   = 1 ، (0) =    ≠ 0 و    (0) =    > 0     [  ( )  ( )]   =        (   )    (   )    ≥ 0 

  :داريم ۱- ۲با استفاده از رابطه 

 ( = 1) = 11!       (   )   (   )    =        

 ( = 2) = 12!        (   )   (   )    = 12! ( + 2 )       

.  

.  

. 

 ( =  ) = 1 ! ( +   )                         = 0,1,2, …       
  .يع مهم لاگرانژ نوع اول را ارائه مي دهددر صفحه بعد چند توز) ۱- ۲(جدول 

                                                        
1 Lagrange distribution of the first kind 
2Generalize Poisson distribution  
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  چند توزيع مهم لاگرانژ نوع اول) ۱- ۲(جدول 

 ( )  نام توزيع
 

 (  )   ( , ;  ) 

  دوجمله ا  منفي
 تعميم يافته

( +   )  ( +   )    +     +                = 0,1,2, … 

  پوآسن
 تعميم يافته 

   (   )0 <  < 1 

 

  (   )  > 0   ( +   )          !   = 0,1,2, … 

  سر  لگاريتمي
 تعميم يافته

( +   )  1 <  <        1 +      (−   )  
1       (     ) (−   )   = 0,1,2, … 

 -دوجمله ا 
  پوآسن

 

   (   ) 0 <  < 1 
( +   ) 0 <  < 1 

                                                           = 0 (  )    !    (      ) ×      1 −  ; 1 −  ; ;            = 1,2, … 

  -پوآسن
  دوجمله ا 

 

  ( +   )    < 1     (   ) > 0                                                  = 0 (   )    !      1 −  ,−  ; ;−            = 1,2, … 

  -پوآسن
  دوجمله ا  منفي

 

  (1 −   )   < 1  

 

  (   )  > 0                                                 = 0           !       1 −  ,   ; ;−      = 1,2, … 


