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چͺیده

بخش در مͬ�دهیم. قرار بحث بخشمورد دو در را ضربی عملͽرهای تعویضͽر پایان�نامه این در

شرایطͬ انضمام به باز، واحد ͷدیس روی شده تعریف پیوسته�ی توابع باناخ فضای را B اول

دوم بخش در و مͬ�گیریم نظر در D روی شده تعریف تک�ارز تابع را φ و فضا این روی خاص
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را T مانند عملͽرهایی فرم و باشد φ وسیله به ضرب Mφعملͽر مͬ�کنیم فرض سپس باشد.

شرایطͬ، تحت مͬ�کنیم ثابت .MφT = TMφ باشیم داشته آنها ازای به که مͬ�کنیم مشخص

.T =Mψ آن ازای به که ،ψ : G→ G دارد وجود
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١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه

که مفاهیمͬ و تعاریف سپس مͬ�پردازیم. موضوع پیشینه�ی و مقدمه بیان به فصل این در

مͬ�کنیم. ارائه را گرفت خواهد قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در

تحقیق پیشینه و مقدمه ١.١

سریهای جمع�پذیری تئوری با ارتباط در ͷهارمونی آنالیز در بار اولین مضرب ͷی مفهوم

تحقیق آن، بسطهای و فوریه تبدیل خواص مطالعه در مضرب ͷی از شد. مطرح فوریه

حفره�ای فوریه سریهای و مزدوج فوریه سریهای مطالعه جبرها، گروه همومرفیسم روی

مͬ�توان جمله آن از که رفته�اند کار به نیز دیͽری موارد در مضربها البته مͬ�شود. استفاده

موضعͬ، فشرده گروههای و باناخ جبرهای نمایش نظریه باناخ، جبرهای عمومͬ نظریه به

و جزئͬ دیفرانسیل معادلات تصادفͬ، فرایندهای درونیابی نظریه باناخ، مدولهای مطالعه

تئوری کاربردهای پایان�نامه، این در کرد. اشاره پایا میانگین�های وجود بررسͬ مسائل نیز

است. ضربی عملͽرهای تعویضͽرهای محاسبه�ی هدف بلͺه نمͬ�گردد مطرح مضربها



٢ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

تبدیل ͷی تعویضͽرهای برای شرایطͬ مقاله�ای در [١۴] والن و شیلدز ١٩٧١ سال در

تعویضͽرهای و داده قرار مطالعه مورد را مشخص هیلبرت فضای روی T کراندار خطͬ

آنها، روش در جزئͬ تغییر ͷی به�وسیله نمودند. بررسͬ را Mz خاص حالت در و Mφ

محققین آن پساز آورد. به�دست توابع از باناخ فضاهای روی Mzرا تعویضͽر [١٠] ریچتر

هیلبرت فضای روی توپلیتز عملͽر تعویضͽرهای پرداختند. زمینه این در مطالعه به دیͽری

مورد [١۶] و [١۵] تامسون جمله از بسیاری ریاضیدان�های وسیله به توابع، از مشخص

روی Mznرا تعویضͽر ١٩٩١ سال در [١] سوسͺویس و اکسلر است. گرفته قرار مطالعه

عملͽرهای تعویضͽرهای [١٣] واعظ�پور و صدیقͬ کردند. پیشنهاد L٢a(D) برگمن فضای

دادند. قرار مطالعه مورد تحلیلͬ توابع تحتشرایطخاصاز هیلبرت، فضای روی را ضربی

فضای روی توپلیتز عملͽر دو اگر که دادند نشان [٢] همͺاران و اکسلر ٢٠٠٠ سال در

در است. تحلیلͬ دیͽری باشد، غیرثابت و تحلیلͬ آنها از ͬͺی و شوند جابجا برگمن

واعظ�پور با ایشان مشترک مقاله�ی مقدمه�ی که مقاله�ای طͬ [۶] رباطͬ خانͬ ٢٠٠٠ سال

روی Mz٢ تعویضͽرهای مجموعه�ی شرایط آن تحت که کردند بررسͬ را شرایطͬ است،

مختلط توابع از B باناخ فضای مقاله این در مͬ�شود. محاسبه تحلیلͬ توابع از باناخ فضای

است. خاص شرایطͬ دارای که شده گرفته نظر در D باز واحد ͷدیس روی تحلیلͬ و

مطالعه مورد توابع از مشخص هیلبرت فضای روی Mzn تعویضͽر مقاله این در همچنین

است. گرفته قرار

٢٠٠١ سال�های در را مقاله�هایی رباطͬ خانͬ همراه به واعظ�پور فوق، مقاله�ی ادامه�ی در

. [٨] و [٧] مͬ�گیرند قرار بررسͬ مورد پایان�نامه این در که کردند منتشر ٢٠٠٣ و

قضایا تعاریف، فصل این ادامه�ی در ابتدا که است شͺل این به حاضر پایان�نامه�ی ساختار



٣ تحقیق پیشینه و مقدمه .١.١

در بحث به دوم فصل در سپس مͬ�شود. بیان دیͽر فصلهای در موردنیاز اولیه�ی مفاهیم و

تحت سوم فصل در نهایتا مͬ�پردازیم. تک�ارز توابع از ضربی عملͽرهای تعویضͽر مورد

مͬ�کنیم. محاسبه را تحلیلͬ ضربی عملͽرهای تعویضͽر معینͬ شرایط



۴ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف ٢.١

گوییم باشد، F ∈ {R,C} میدان روی برداری Xیͷفضای فرضمͬ�كنیم تعریف١.٢.١.

⟨.⟩ : X ×X → F

خواص F به متعلق α هر و x, y, z ∈ X هر برای هرگاه است، X روی داخلͬ ضرب ͷی

باشد: برقرار زیر

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (١)

⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ (٢)

⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ (٣)

⟨x, x⟩ ≥ ٠ (۴)

.x = ٠ اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ (۵)

لذا کرد. تعریف < x, x > نامنفͬ دوم ریشه�ی را x ∈ X بردار نرم مͬ�توان، (۴) بنا�بر

∥ x ∥٢=< x, x >.

اگر مͬ�نامیم نرم یك را X برداری فضای بر شده تعریف ∥.∥ حقیقͬ تابع .٢.٢.١ تعریف

نماید: صدق زیر خاصیت سه در ،F به متعلق α هر و x, y ∈ X هر ازای به

x = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ ≥ ٠ (١)

∥αx∥ = |α|.∥x∥ (٢)



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .٢.١

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (٣)

مͬ�نامیم. نرم�دار برداری فضای ͷی را ∥.∥ نرم به مجهز X برداری فضای

شده تعریف متر با كه است داخلͬ ضرب فضای ͷی H هیلبرت فضای .٣.٢.١ تعریف

به همͽرا ،H در كشͬ دنباله هر یعنͬ باشد، تام داخلͬ�اش ضرب از حاصل نرم توسط

باشد. H در عضوی

شده تعریف متر با هرگاه گوییم، باناخ فضای را نرم�دار خطͬ فضای ͷی .۴.٢.١ تعریف

باشد. تام نرمش وسیله�ی به

است. متری فضای ͷی باناخ فضای هر و باناخ فضای ͷی هیلبرت فضای هر �وضوح به

Hp فضای .۵.٢.١ تعریف

U دامنه�ی با f پیوسته تابع ازای به باشد. مختلط صفحه در واحد دایره T مͬ�کنیم فرض

مͬ�دهیم: قرار و fr(eiθ) = f(reiθ) مͬ�کنیم تعریف

∥fr∥p = {
∫
T |fr|pdσ}

١
p , (٠ < p <∞)

.σ(T ) = ١ و بوده T روی لب اندازه σ که

داریم: همچنین

∥ fr ∥∞= sup
θ

|f(reiθ)|

و

∥ fr ∥٠= exp
∫
T log

+|fr|dσ



۶ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

مͬ�کنیم: تعریف ،t حقیقͬ عدد هر ازای به آن در که

log+ t =

{
log t t ≥ ١
٠ t < ١

قرار باشد، ٠ 6 P 6 ∞ و H(U) به متعلق f ،U روی تحلیلͬ توابع مجموعه�ی H(U) اگر

مͬ�دهیم:

∥f∥p = sup{∥fr∥p : ٠ 6 r < ١}

.∥f∥p <∞ که مͬ�کنیم تعریف هایی f ∈ H(U) همه کلاس را Hp ،٠ < p 6 ∞ اگر

.[۵] است باناخ فضای ͷی HP ،١ 6 p 6 ∞ گاه هر است ذکر به لازم

باشد. تعریفشده Ω ⊂ C باز مجموعه�ی در f مختلط تابع فرضمͬ�كنیم تعریف٢.١.۶.

است. تحلیلͬ Ω تابعfدر مͬ�گوییم باشد، موجود z٠ ∈ Ω هر ازای به f ′(z٠) اگر

مͬ�دهیم. نشان H(Ω) با را Ω در تحلیلͬ توابع تمام رده�ی

زیرمجموعه�های بر یͺنواخت �طور به ،Ω در توابع از {fj} دنباله�ی گوییم .٧.٢.١ تعریف

مانند عددی ϵ > ٠ و فشرده Kی ⊂ Ω هر ازای به اگر است، f به همͽرا Ω فشرده�ی

،j > N و K در z هر ازای به �که �طوری به باشد موجود N = N(K, ϵ)

|fj(z)− f(z)| < ϵ.

�طور به fj → f و fj ∈ H(Ω) ،j = ١,٢,٣, ... ازای به مͬ�کنیم فرض .٨.٢.١ قضیه

�طور به f ′j → f ′ و f ∈ H(Ω) صورت این در .Ω فشرده�ی زیرمجموعه�های بر یͺنواخت

.Ω فشرده�ی زیرمجموعه�های بر یͺنواخت

شود. رجوع [١١] مرجع به اثبات برای برهان.



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .٢.١

و ،f ∈ H(Ω) بوده، ناحیه ͷی Ω مͬ�کنیم فرض .٩.٢.١ قضیه

Z(f) = {a ∈ Ω : f(a) = ٠}

هر به دوم حالت در ندارد. Ω در حدی نقطه�ی Z(f) یا Z(f) = Ω صورت این در

که است نظیر چنان m = m(a) مانند بفردی منحصر مثبت صحیح عدد a ∈ Z(f)

f(z) = (z − a)mg(z) (z ∈ Ω)

است. شمارش�پذیر حداکثر Z(f) علاوه، به .g(a) ̸= ٠ و g ∈ H(Ω) آن در که

شود. رجوع [١١] مرجع به اثبات برای برهان.

در z هر ازای به و بوده Ω ناحیه�ی در هلوریخت توابع g و f هرگاه .١٠.٢.١ نتیجه

،z ∈ Ω هر ازای به آنگاه ،f(z) = g(z) دارد Ω در حدی نقطه�ی ͷی که مجموعه�ای

.f(z) = g(z)

هر بر مقادیرش وسیله�ی به Ω مانند ناحیه�ای در هلوریخت تابع ͷی دیͽر، عبارت به

است. معین دارد Ω در حدی نقطه�ی ͷی که مجموعه

بنابراین ،f, g ∈ H(Ω) که آنجا از صورت این در .h = f − g مͬ�کنیم تعریف برهان.

قضیه��ی به بنا نتیجه در و دارد Ω در حدی نقطه ͷی Z(h)فرض به بنا طرفͬ از .h ∈ H(Ω)

داریم: Ω به متعلق z هر ازای به پس .Z(h) = Ω ،٩.٢.١

f(z) = g(z).



٨ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

و f ∈ H(Ω) بوده، ناحیه ͷی Ω مͬ�کنیم فرض ماکزیمم). مدول (اصل .١١.٢.١ قضیه

صورت این در .D(a; r) ⊂ Ω

| f(a) |≤ max
θ

| f(a+ reiθ) | .

باشد. ثابت Ω در f اگر تنها و اگر است برقرار تساوی

شود. رجوع [١١] مرجع به اثبات برای برهان.

برگمن فضای .١٢.٢.١ تعریف

باشد. ١ 6 p < ∞ و مختلط اعداد صفحه�ی در باز مجموعه�ای زیر Ω �مͬ�کنیم فرض

تحلیلͬ توابع کلیه�ی خطͬ فضای از است عبارت Lpa(Ω) برگمن فضای صورت این در

شده) (نرمالیزه مساحت بعدی دو اندازه A .∫Ω |f |pdA < ∞ که قسمͬ به ،f : Ω → C

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ∥f∥p و بوده

∥f∥p = (
∫
Ω |f |pdA)

١
p .

توابع کلیه�ی مجموعه�ی از است عبارت Lpa(Ω) برگمن فضای ،p = ∞ خاص حالت در

نرم به نسبت که f : Ω → C کراندار تحلیلͬ

∥f∥∞ = sup{|f(z)| : z ∈ Ω}

شود. مͬ داده نمایش H∞(Ω) صورت به اغلب فضا این است. باناخ فضای ͷی

را f : X → Y نگاشت باشند. ͷمتری فضاهای Y و X مͬ�کنیم فرض .١٣.٢.١ تعریف

،p, q ∈ X هر ازای به �که �طوری به باشد موجود a ≥ ثابت٠ هرگاه گوییم شیتس لیپ
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ρ(f(p), f(q)) ≤ a.ρ(p, q).

داده نشان L(f) با و شده نامیده f شیتس لیپ شماره�ی هایی a چنین مقدار کمترین

لیپ نگاشت را f باشد، L(f) < ∞ و f : Xα → Y بوده، ٠ < α < ١ اگر مͬ�شود.

مͬ�نامیم. α مرتبه�ی از شیتس

مͬ�باشد. ρα متر با متری، فضای ͷی Xα باشد ρ متر با ͷمتری فضای X اگر

نگاشت باشند. K میدان روی برداری فضای دو Y و X مͬ�كنیم فرض .١۴.٢.١ تعریف

،F در α هر ازای به و X در x, y هر ازای به هرگاه گوییم، خطͬ را T : X −→ Y

T (αx+ y) = αT (x) + T (y).

مͬ�دهیم. نشان L(X,Y ) با را Y به X از خطͬ تبدیلات تمام فضای

نگاشت یك T : X −→ Y و نرم�دار فضای دو Y و X مͬ�كنیم فرض .١۵.٢.١ تعریف

برای كه �قسمͬ به باشد داشته وجود k > ٠ عدد اگر است كراندار T گوییم باشد. خطͬ

باشیم: داشته x ∈ X هر

∥Tx∥ ≤ k∥x∥.

تبدیلات تمام گردایه B(X,Y ) نرم�دار، فضای دو Y و X مͬ�کنیم فرض .١۶.٢.١ قضیه

به متعلق T هر به صورت این در باشد. X دوگان X∗ و Y �توی به X از كراندار خطͬ

و x ∈ X هر ازای به كه است نظیر B(Y ∗, X∗) در �فرد به منحصر T ∗ یك B(X,Y )

رابطه�ی در y∗ ∈ Y ∗

⟨Tx, y∗⟩ = ⟨x, T ∗y∗⟩



١٠ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

.∥T∥ = ∥T ∗∥ داریم همچنین مͬ�كند. صدق

کنید. رجوع [١٢] مرجع به اثبات برای برهان.

X∗ فضای زیر N و X فضای زیر M باناخ، فضای X مͬ�کنیم فرض .١٧.٢.١ تعریف

تعریف زیر صورت به و داده نشان ⊥N و M⊥ با را فضاها زیر این پوچ�سازهای باشد.

مͬ�کنیم:

M⊥ = {x∗ ∈ X∗ : ∀x ∈M , < x, x∗ >= ٠}

⊥N = {x ∈ X : ∀x∗ ∈ N , < x, x∗ >= ٠}

باشد. B(X,Y ) به متعلق T و بوده باناخ فضاهای Y و X مͬ�کنیم فرض .١٨.٢.١ قضیه

داریم: صورت این در

N(T ∗) = R(T )⊥ , N(T ) =⊥ R(T ∗)

کنید. رجوع [١٢] مرجع به اثبات برای برهان.

ͷی T : X −→ Y و بوده نرم�دار فضای دو Y و X مͬ�کنیم فرض .١٩.٢.١ تعریف

،M ⊆ X کراندار مجموعه�ی هر ازای به هرگاه گوییم فشرده را T باشد. خطͬ عملͽر

باشد. فشرده T (M)

صورت، این در باشند. نرم�دار فضاهای Y و X مͬ�کنیم فرض .٢٠.٢.١ لم

است. کراندار T : X → Y فشرده�ی عملͽر هر (١)

نیست. فشرده I : X → X آنگاه ،dimX = ∞ اگر (٢)
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شود. رجوع [٩] مرجع به اثبات برای برهان.

زیرمجموعه�های Σاز گردایه�ی باشد. دلخواه Xمجموعه�ای فرضمͬ�کنیم تعریف٢١.٢.١.

هرگاه: مͬ�نامیم X مجموعه�ی در جبر - σ ͷی را X

X ∈ Σ (i)

Ac ∈ Σ آنگاه ،A ∈ Σ اگر (ii)

.∪∞
n=١An ∈ Σ آنگاه ،(n = ١,٢, . . . , ) ،An ∈ Σ اگر (iii)

را Σ اعضای و اندازه�پذیر فضای را X باشد، X مجموعه�ی روی جبر - σ ͷی Σ اگر

گوییم. اندازه�پذیر مجموعه�های

مجموعه�ای تابع باشد. اندازه�پذیر فضای ͷی (X,Σ) مͬ�کنیم فرض .٢٢.٢.١ تعریف

هرگاه: مͬ�نامیم Σ جبر - σ بر مثبت اندازه�ی� ͷی را µ : Σ → [٠,∞]

داشته ،Ai ∈ Σ که {Ai}∞i=١ گردایه�ی هر برای یعنͬ باشد. جمع�پذیر شمارا طور به µ (i)

باشیم:

µ(∪∞
i=١Ai) = Σ∞

i=١µ(Ai).

.µ(A) <∞ که باشد موجود A ∈ Σ مانند مجموعه�ای (ii)

بتوان هرگاه مͬ�نامیم، متناهͬ - σ را فضا این و اندازه فضای را (X,Σ, µ) فوق شرایط با

.(i = ١,٢, . . .) ،µ(Ei) <∞ و Ei ∈ Σ آن در که نوشت X = ∪∞
i=١Ei صورت به را X



١٢ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

Lp فضای .٢٣.٢.١ تعریف

f و ٠ < p < ∞ اگر باشد. µ مثبت اندازه�ی با دلخواه اندازه��ی فضای X مͬ�کنیم فرض

مͬ�کنیم: تعریف باشد، X روی مختلط اندازه�پذیر تابع

||f ||p = {
∫
X | f |p dµ}١/p

f نرم� - Lp را ||f ||p و ||f ||p < ∞ که مͬ�گیریم نظر در هایی f همه�ی فضای را Lp(µ)

مͬ�نامیم.

فضای L(X) و متناهͬ - σ اندازه�ی فضای (X,Σ, µ) مͬ�کنیم فرض .٢۴.٢.١ تعریف

یͷعملͽر u آنگاه باشد، دلخواه u ∈ L(X) اگر Xباشد. روی اندازه�پذیر - Σ توابع خطͬ

مͬ�کند: القا زیر صورت به L(X) توی به Lp(X) از Mu مانند خطͬ

(Muf)(x) = u(x)f(x).

مͬ�نامیم. L(X) توی به Lp(X) از ضربی عملͽر را Mu صورت این در

و بوده K میدان روی نرم�دار فضاهای Y و X مͬ�کنیم فرض .٢۵.٢.١ تعریف

A : D(A) ⊆ X → Y

مجموعه�ی باشد. خطͬ عملͽر

G(A) := {(x,Ax) : x ∈ D(A)}

نامند. Aگراف را

بدین باشد. بسته X × Y در A گراف هرگاه گوییم، بسته را A عملͽر .٢۶.٢.١ تعریف

.y = Ax آنگاه ،Axn −→ y و xn −→ x اگر ،{xn} ⊆ D(A) دنباله�ی هر ازای به که معنͬ
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و باشند K میدان روی باناخ فضاهای Y و X اگر بسته) گراف (قضیه�ی .٢٧.٢.١ قضیه

است. پیوسته A عملͽر آنگاه باشد، بسته خطͬ عملͽر A : X −→ Y

کنید. رجوع [١٨] مرجع به اثبات برای برهان.



٢ فصل

توابع از ضربی عملͽرهای تعویضͽر
ارز تک

مͬ�کند. صدق خاصͬ شرایط در که مͬ�پردازیم B باناخ فضای معرفͬ به ابتدا فصل این در

تعاریف برخͬ همچنین مͬ�دهیم. نشان را فضایی چنین وجود امͺان مثالهايی ارائه با سپس

انتها در و نموده بیان گرفت خواهد قرار استفاده مورد پایان�نامه ادامه�ی در که را مقدماتͬ و

مͬ�پردازیم. مذکور فضای روی Mφ تعویضͽر محاسبه�ی به

پیوسته توابع باناخ فضای ١.٢

باشد باز واحد ͷدیس روی شده تعریف پیوسته��ی توابع از باناخ فضای B مͬ�کنیم فرض

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که طوری به

.zB ⊂ B , ١ ∈ B (١)

است. کراندار f → f (λ) � ضابطه با eλ : B → C ارزیاب تابعک ،λ ∈ D هر برای (٢)



١۵ پیوسته توابع باناخ فضای .١.٢

.dimker (Mz − λ)⋆ = ١ ،λ ∈ D هر برای (٣)

آنگاه باشد، λ ∈ D از ͬͽهمسای ͷی در تحلیلͬ توسیع دارای f و f ∈ B اگر (۴)

شامل B از فضایی زیر ،λ ∈ D هر برای همچنین بود. خواهد B در f − f (λ)

z − λ

است. چͽال B در هستند، λ ͬͽهمسای ͷی در تحلیلͬ توسیع دارای که توابعͬ

. ∥ f̂ ∥=∥ f ∥ Bاستو به متعلق f̂ (λ) = f (−λ) ضابطه با f̂ تابع ،f ∈ B هر برای (۵)

است. B از ضربͽری ١
f
آنگاه ،| f (λ) |> c > ٠ ،λ ∈ D هر ازای به و f ∈ B اگر (۶)

B ̸= {٠} و مختلط صفحه�ی از همبند و باز زیرمجموعه�ی Ω مͬ�کنیم فرض .١.١.٢ لم

باشد: زیر شرایط با باناخ فضای

است. Ω روی تحلیلͬ توابع همه�ی فضای از برداری زیرفضای B (١)

است. پیوسته eλ ارزیاب تابعک ،λ ∈ Ω هر ازای به (٢)

.zf ∈ B آنگاه، باشد B در تابعͬ f اگر (٣)

است: معادل زیر سه�تایی دسته�ی هر با ran(Mz − λ) = kereλ تساوی صورت این در

الف:

.g(λ) ̸= ٠ که g ∈ B دارد وجود ،λ ∈ Ω هر برای (١)

است. کراندار پایین از (Mz − λ) ،λ ∈ Ω هر ازای به (٢)

g ∈ B دارد وجود آنگاه ،f(λ٠) = ٠ و f ∈ B اگر که طوری به λ٠ ∈ Ω دارد وجود (٣)

.(z − λ٠)g = f که طوری به


