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ণپاسথذاری

دل�هاست آرامش که او نام به
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در بنده راهنمایی که بارنجی خوجالی احمد دکتر آقاي جناب فرزانه�ام استاد از سپس باشم. داشته تشکر
به خود انسانیت و معرفت بیکران از بلکه دانش و علم گنجینه از تنها نه و داشتند عهد بر را پایان�نامه این

دارم. را قدردانی کمال آموختند من
نودهی حسن�زاده معصومه
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مقدمه
مقاله�هاي اساس بر نامه پایان این

Bennis,D. andMahdou,N., (۲۰۰۷)Strongly Gorenstein projective, injective, and flatmodu

les., J. PureAppl. Algebra ۲۱۰.

و

Bennis,D. andMahdou,N., (۲۰۱۰)First, second, and third change of rings theorems for Go

renstein homological dimenisions. J. PureAppl. Algebra۳۸.

براي ،R حلقه بودن نوتري فرض با 2 بریجر و 1 اسلاندر ،۱۹۶۷− ۶۹ سال�هاي در است. شده تنظیم و تهیه

کردند. معرفی را شود، می داده نشان G−dim(.) نماد با که گرنشتاین، بعد متناهی، تولید با مدول�هاي −R

تساوي و بو�ه برقرار G− dim(M) 6 pd(M) نامساوي همواره M مدول −R براي که دادند نشان آنها

بعد از تظریفی گرنشتاین بعد که می�شود ملاحظه فلذا باشد. متناهی M پروژکتیو بعد هرگاه است برقرار

دادند توسعه را بریجر و اسلاندر ایده�هاي 3 شو و تریسیاس جندا، ایناکس، بعد دهه چندین است. پروژکتیو

و انژکتیو پروژکتیو، گرنشتاین بعدهاي را -آنها کردند معرفی را جدیدي سه�گانه�ي همولوژیک بعدهاي و

آوراموف توسط همچنین و مبحث این بنیانگذاران توسط گسترده�اي تحقیقاتی زمینه�ي که نامیدند- یکدست

این که کردند ثابت آنها است. شده ... و 7 مارتسینکوفسکی 6 فرانکلید، 5 هلم، و کریستنسن فاکسبی، 4

اخیراً می�باشند. یکدست و انژکتیو پروژکتیو، بعدهاي یعنی کلاسیک همولوژیک بعدهاي از تظریفی بعد�ها

کردند. مطرح را شود می اشاره بدان زیر در که مدول�ها این از جدیدي رده�ي (2006 ،8 مهدو و (بنیس در

R−مدول�هاي� از دقیق یکرشته هرگاه می�نامیم��� 9 پرژکتیو گرنشتاین Mرا R−مدول .1 .1.0.0 تعریف
1Auslander
2Bridger
3Enochs & Jenda & Torrecillas & Xu
4Avramov
5 Foxby& Christensen & Holm
6Franklid
7Martsinkovsky
8Bennis & Mahdu
9Gorenstein projective

ج



مقدمه

صورت به پروژکتیو

P = · · · −→ P۱ −→ P۰ −→ P ۰ −→ P ۱ −→ · · ·

پروژکتیو مدول هر بازاي HomR(P, Q) Mو ∼= Im(P۰ −→ P ۰) که طوري به باشد، داشته وجود

باشد. دقیق Q

به انژکتیو مدول�هاي� −R از دقیق رشته یک هرگاه می�نامیم� 1 انژکتیو گرنشتاین را M مدول −R .2

صورت

E = · · · −→ E۱ −→ E۰ −→ E۰ −→ E۱ −→ · · ·

انژکتیو مدول هر بازاي HomR(I,E) و M ∼= Im(E۰ −→ E۰) که طوري به باشد، داشته وجود

باشد. دقیق I

به یکدست مدول�هاي� −R از دقیق رشته یک هرگاه می�نامیم� 2 یکدست گرنشتاین Mرا مدول −R .3

صورت

F = · · · −→ F۱ −→ F۰ −→ F ۰ −→ F ۱ −→ · · ·

دقیق I انژکتیو مدول هر بازاي F⊗R I و M ∼= Im(F۰ −→ F ۰) که طوري به باشد، داشته وجود

باشد.

شمول رابطه�ي تعریف توسط

پروژکتیو} {مدول�هاي ⊆ پروژکتیو} گرنشتاین {مدول�هاي

گرنشتاین قویاً مدول�هاي نام به مدول�ها این از میانی رده�ي یک ساختن مقاله این اصلی ایده داریم. را

بطوریکه می�باشد یکدست و انژکتیو پروژکتیو،

پروژکتیو} {مدول�هاي ⊆ { پروژکتیو گرنشتاین قویاً {مدول�هاي

⊆ پروژکتیو} گرنشتاین .{مدول�هاي
1Gorenstein injective
2Gorenstein flat

د



مقدمه

در موجود تحلیل�هاي در همومورفیسم�ها همه�ي و مدول�ها همه�ي گرفتن نظر در یکسان با مدول�ها این

از جدیدي خصوصیات می�توانیم ما نوع این از مدول�هایی با این، بر علاوه می�آیند. بدست 1.0.0 تعریف

است. زیر قرار از نامه پایان این پیکربندي آوریم. بدست یکدست و انژکتیو پروژکتیو، گرنشتاین مدول�هاي

بعدهاي بررسی به دوم فصل در است. شده آورده آتی فصول در نیاز مورد تعاریف و قضایا اول فصل در

می�شوند. اثبات ذیل موارد پرداخته انژکتیو و پروژکتیو گرنشتاین

R و -مدول�ها R از کوتاه دقیق رشته یک ۰ −→ K −→ L −→ M −→ ۰ کنید فرض .1.0.0 لم

اینصورت در باشد. -همومرفیسم�ها

.GpdR(K) = GpdR(M)− ۱ آنگاه ،GpdR(M) > ۰ و GpdR(L) = ۰ اگر .1

.GidR(K) = GidR(M) + ۱ آنگاه ،GidR(K) > ۰ و GidR(L) = ۰ اگر .2

گرنشتاین قویا مدول�هاي حسب بر انژکتیو و پروژکتیو گرنشتاین مدول�هاي بندي رده مسئله�ي به سپس

می�شوند. اثبات ذیل قضایاي و پرداخته انژکتیو و پروژکتیو

مدول −Rیک مستقیم جمعوند اگر تنها و اگر است پروژکتیو Mگرنشتاین مدول −R .1 .1.0.0 قضیه

باشد. پروژکتیو گرنشتاین قویاً

گرنشتاین قویاً مدول −Rیک مستقیم جمعوند اگر تنها و اگر است انژکتیو Mگرنشتاین مدول −R .2

باشد. انژکتیو

Hom(−,−) فانکتور حسب بر گرنشتاین قویاً مدول�هاي بندي رده ارتباط مسئله�ي به را خود سپستوجه

می�رسد. اثبات به ذیل قضیه�ي کرده معطوف

معادلند. زیر عبارات M مدول −R براي .2.0.0 قضیه

است. پروژکتیو گرنشتاین قویاً M .1

ه�



مقدمه

مدول P آن در که دارد، وجود ۰ −→ M −→ P −→ M −→ ۰ صورت به کوتاه دقیق رشته یک .2

.Ext(M,Q) = ۰ ،Q پروژکتیو مدول هر براي و است پروژکتیو

مدول P آن در که دارد، وجود ۰ −→ M −→ P −→ M −→ ۰ صورت به کوتاه دقیق رشته یک .3

.Ext(M,Q′) = ۰ ،Q′ متناهی پروژکتیو بعد با مدول هر براي و است پروژکتیو

مدول P آن در که دارد، وجود ۰ −→ M −→ P −→ M −→ ۰ صورت به کوتاه دقیق رشته یک .4

رشته Q پروژکتیو مدول هر براي و است پروژکتیو

۰ −→ Hom(M,Q) −→ Hom(P,Q) −→ Hom(M,Q) −→ ۰,

است. دقیق

مدول P آن در که دارد، وجود ۰ −→ M −→ P −→ M −→ ۰ صورت به کوتاه دقیق رشته یک .5

رشته Q′ متناهی پروژکتیو بعد با مدول هر براي و است پروژکتیو

۰ −→ Hom(M,Q′) −→ Hom(P,Q′) −→ Hom(M,Q′) −→ ۰,

است. دقیق

می�گردد. ارائه یکدست گرنشتاین قویاً مدول�هاي براي زیر بندي رده متعاقباً و

اند. معادل زیر عبارات M مدول −R براي .3.0.0 قضیه

است. یکدست گرنشتاین قویاً M .1

یک F آن در که دارد وجود ۰ −→ M −→ F −→ M −→ ۰ صورت به کوتاه دقیق رشته یک .2

.Tor(M, I) = ۰ ،I انژکتیو مدول هر براي و است یکدست مدول −R

یک F آن در که دارد وجود ۰ −→ M −→ F −→ M −→ ۰ صورت به کوتاه دقیق رشته یک .3

.Tor(M, I ′) = ۰ ،I ′ متناهی انژکتیو بعد با مدول هر براي و است یکدست مدول −R

و
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یک F آن در که دارد وجود ۰ −→ M −→ F −→ M −→ ۰ صورت به کوتاه دقیق رشته یک .4

رشته I انژکتیو مدول هر بازاي و است یکدست مدول −R

۰ −→M ⊗ I −→ F ⊗ I −→M ⊗ I −→ ۰,

است. دقیق

−R یک F آن در که دارد وجود ۰ −→ M −→ F −→ M −→ ۰ صورت به کوتاهی دقیق رشته .5

رشته I ′ متناهی انژکتیو بعد با مدول هر براي که طوري به است یکدست مدول

۰ −→M ⊗ I ′ −→ F ⊗ I ′ −→M ⊗ I ′ −→ ۰

است. دقیق

فانکتورهاي به نسبت را انژکتیو گرنشتاین و انژکتیو پروژکتیو، گرنشتاین پروژکتیو، بعدهاي رفتار آن از بعد

می�گردد. اثبات زیر قضیه�ي و کرده بررسی ∏(.) و ⨿
(.)

برقرارند. زیر موارد صورت این در باشد. مدول�ها −R از خانواده یک (Ai)i∈I کنید فرض .4.0.0 قضیه

.pdR(
⨿

i∈I Ai) = sup{pdR(Ai) | i ∈ I} .1

.idR(
∏

i∈I Ai) = sup{idR(Ai) | i ∈ I} .2

.GpdR(
⨿

i∈I Ai) = sup{GpdR(Ai) | i ∈ I} .3

.GidR(
∏

i∈I Ai) = sup{GidR(Ai) | i ∈ I} .4

می�شوند. اثبات ذیل شرح به حلقه تغییر قضایاي 4 و 3 فصول در نهایتاً،

باشد. منظم −M و منظم −R عنصر یک x ∈ R و صفر غیر مدول −Rیک M کنید فرض .5.0.0 قضیه

صورت این در

ز
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Gpd R
Rx
( M
xM

) ≤ GpdR(M).

.pdR(S) <∞ و صفر غیر مدول −RیکM حلقه، همومورفیسم یک R −→ S فرضکنید .6.0.0 قضیه

آنگاه ،ExtiR(S,M) = ۰ باشیم داشته i > ۰ هر براي اگر

.GidS(HomR(S,M)) ≤ GidR(M)

باشد. منظم −M و منظم −R عنصر یک x ∈ R و صفر غیر مدول −Rیک M کنید فرض .7.0.0 قضیه

صورت این در

Gid R
Rx
( M
xM

) 6 GidR(M)− ۱,

باشد. انژکتیو گرنشتاین مدول −R یک M اینکه بجز

اعضاي از منظم رشته�ي −Rیک x = x۱, · · · , xt و صفر غیر مدول −RیکM کنید فرض .8.0.0 قضیه

صورت این در باشد. M پوچساز

.GpdR(M) = Gpd R
(x)
(M) + t.

ح



1 فصل
مقدماتی مفاهیم



انژکتیو و پروژکتیو آزاد، مدول�هاي 1.1
این سراسر در می�شوند. آورده است، نیاز مورد بعد فصل�هاي در که قضایایی و مفاهیم بعضی فصل این در

سادگی، جهت همچنین، شود. تصریح آن خلاف آنکه مگر هستند یکدار و پذیر شرکت حلقه�ها تمام فصل

تمامی و می�دهیم نشان R نماد با را R
I
قسمت خارج حلقه�ي آنگاه باشد، آن از ایده�آلی I و حلقه یک R اگر

می�گیریم. نظر در حلقه مرکز مجموعه�ي زیر هم را منظم عناصر

هرگاه می�نامیم F براي پایه را F براي X مولد مجموعه باشد. مدول −R ،F کنید فرض .1.1.1 تعریف

از r۱, · · · , rn ∈ R دلخواه عناصر و x۱, · · · , xn ∈ X دلخواه عناصر بازاي یعنی باشد، خطی مستقل

.r۱ = r۲ = · · · = rn = ۰ گرفت نتیجه بتوان ∑n
i=۱ rixi = ۰

باشد. داشته پایه F هرگاه می�نامیم آزاد را F باشد. مدول −R یک F کنید فرض .2.1.1 تعریف

اینصورت در باشد. X پایه با آزاد مدولی −R ،F کنید فرض .1.1.1 قضیه

،f : X →M مانند تابع هر Mو مانند R−مدول هر بازاي آنگاه باشد، جزئیت تابع j : X ↩→ F اگر .1

نمودار که است موجود φ : F −→M مانند منحصربفرد همریختی�اي −R

X

f
��

j // F

φ~~}
}
}
}

M

کند. می جابجایی را

منحصربفردي صورت به می�توان را f : X −→ M مانند تابع هر ،M مانند مدول −R هر بازاي .2

مانند منحصربفردي همریختی −R یعنی داد، توسعه φ : F −→ M مانند همریختی�اي −R به

.φ |X= f که است موجود ،φ : F −→M

2



مقدماتی مفاهیم .1 انژکتیو و پروژکتیو آزاد، مدول�هاي .1.1

نمایید. مراجعه (1388 از(یاسمی، 7.1 قضیه�ي به برهان.

F مدول −R اگر برعکس، .F ∼=R

⨿
x∈X R آنگاه باشد، X پایه با آزاد مدولی −R ،F اگر .2.1.1 قضیه

است. آزاد آنگاه باشد، یکریخت مدول −R عنوان به ،⨿x∈X R با

نمایید. مراجعه (1388 از(یاسمی، 7.3 قضیه�ي به برهان.

اپی�مورفیسم، و F مانند آزادي مدول −Rاینصورت در باشد. مدول −RیکM کنید فرض .3.1.1 قضیه

تولید با هم را F می�توان آنگاه باشد، متناهی تولید با M اگر این بر علاوه است. موجود ،φ : F −→ M

گرفت. نظر در متناهی

نمایید. مراجعه (1979 ،1 از(راتمن 2.34 گزاره�ي به برهان.

.HomR(R,M) ∼=R M صورت، این در باشد. مدول −R یک M کنید فرض .4.1.1 قضیه

نمایید. مراجعه (1388 از(یاسمی، 4.9 قضیه�ي به برهان.

اینصورت در باشد. راست مدول −R یک N و چپ مدول −R یک M کنید فرض .5.1.1 قضیه

N ⊗R R ∼=R N و R⊗R M ∼= M,

ضرب�هاي با ترتیب، به ، R⊗R M و N ⊗R R آن در که

(n⊗R r۱).r = n⊗R r۱r و r(r۱ ⊗R m) = rr۱ ⊗R m,

می�باشند. راست و چپ مدول −R

نمایید. مراجعه (1388 از(یاسمی، 5.8 قضیه�ي به برهان.

کند. صدق زیر معادل شرایط در هرگاه می�نامیم پروژکتیو را P باشد. مدول −R یک P کنید فرض

است. آبلی، گروه�هاي کاتگوري به مدول�ها −R کاتگوري از دقیق، فانکتور یک HomR(P,−) .1
1Rotman

3


