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  گفتار پیش

  
 به نام را  مفهومی، به کمک تعریف توپولوژي1، سزاریلادي م1997در سال       
 در توپولوژي تعمیم یافته، شرط باز بودن.  ارائه داد))ژي تعمیم یافتهتوپولو((

 هاي وعهممجاز متناهی تعداد  باز بودن اشتراك همچنین و Χ ي مرجع یا مجموعه
ي  مجموعه ، ابتداو از به همین دلیل. از، از تعریف توپولوژي حذف شده استب

Χ، به در اینجا با استفاده از  توپولوژي تعمیم یافته و. شود گرفته می ناتهی در نظر 
 ارائه)) فضاي همسایگی ضعیف(( نام ه بهاي ضعیف، تعریفی کمک همسایگی

  .  گیرد می قرار بررسیآن مورد  از ییها ویژگی و شود می
هاي ابتدایی یک  فصل یک با تعریف توپولوژي آغاز و برخی خاصیت    

 فصل یک، توپولوژي تعمیم یافته در انتهاي .گردد  ذکر میوار فهرست ،توپولوژي
 دستگاه با تعریففصل دوم  . خواهد شدبیان ،هاي آن  ویژگیرخیتعریف و ب

 یک فضاي همسایگی ضعیف تولید ،آنا استفاده از بو آغاز همسایگی ضعیف 
در ادامه نوعی درون و بستار به کمک دستگاه همسایگی ضعیف   .گردد می

).ها مورد بررسی قرار خواهد گرفت تعریف و خواص آن , )w ψ φ− پیوستگی و
( , )w ψ φ−تعریف ستارهاي درون و ب لگر این توابع با عمبازي یک تابع و ارتباط 
ریختی با   یک نوع همسان،در انتها .دیگر موارد مورد بحث ما خواهند بوداز شده، 

)استفاده از  , )w ψ φ− پیوستگی و( , )w ψ φ− در فصل سوم .  خواهد شدبیانبازي
تار و درون یک ي یک فضاي همسایگی ضعیف، بس هاي باز و بسته مجموعه

ي بستار و درون در یک   بر پایه،مجموعه در یک فضاي همسایگی ضعیف
ها و  بازي، خواص آن−wپیوستگی و −w .گردد توپولوژي، تعریف می

                                                
١ Cs sz rá á  
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شود، پایان بخش این  ف مییریختی نوع اول که به کمک این توابع تعر همسان
فصل چهارم نوع جدیدي از درون و بستار یک مجموعه و در . واهد بود خفصل
ریختی   یک تابع و همچنین نوع قوي همسانترین نوع پیوستگی و بازي نیز قوي

گشت به  با بازپایانیدر فصل . تعریف و مورد بررسی قرار خواهد گرفت
 تعاریف  به کمک،اي از این توپولوژي هاي تازه گیتوپولوژي تعمیم یافته، ویژ

 . بررسی قرار خواهد گرفت شده، مورد بیانهاي  گفته شده و مثال

ها،  ها و مثال ها، نتایج، تبصره نوشتار، در هر فصل، تمام قضایا، گزارهدر سراسر       
ي ارجاع به این شکل است که اگر به طور مثال  ي متوالی دارند و نحوه شماره

اما اگر .  از همان فصل استm شماره ي ، منظور قضیهm ي نوشته باشیم قضیه
این قرارداد  . استn از فصل mي شماره  ، منظور قضیهm-nي  نوشته باشیم قضیه
  یک مجموعه باشد،X اگر .شود  نقض میصل چهارهاي انتهاي ف تنها در گراف

)هر سه نماد  )exp X ،2X و ( )P Xهاي  ي تمام زیرمجموعه ، به معنی مجموعهX 
به  ¥ و¢، ¤c ،¤، ¡. دن نسبت به دیگري ندارباشند و هیچ کدام مزیتی می

. باشند  اعداد حقیقی، گویا، گنگ،  صحیح و طبیعی میهاي مجموعهنماد ترتیب 
¥{0}سابی یا ي اعداد ح مجموعه U دهیم  نمایش می¥° را با .A B⊆ این معنی  به
 مانع برقراري ⊇ نماد .باشد  میBي ي مجموعه مجموعه  زیرAي   مجموعهاست که
Aتساوي  B=اما اگر .  نیستAي   سرهي  زیر مجموعهB باشد )A B⊆ و 
(A B≠نویسیم  ، میA B⊂ . معنی پایان اثبات یک قضیه، گزاره، تبصره به  +نماد
بر هریک از علائم ریاضی به معنی عدم    وجود خط مورب یا .باشد یا مثال می

 به کار ))و(( به معنی ∧  نماد و))یا(( به معنی ∨نماد . باشد برقراري آن رابطه می
  .رفته است

 ي هاي ارزنده راهنمایی در پایان از جناب آقاي دکتر فریبرز آذرپناه به خاطر     
  .سگزارمنهایت سپا بیایشان 

                                                                                          آرش حیاتی
 1389      آبان                                                                                    



 
 فصل اول

 
 توپولوژي و توپولوژي تعمیم یافته

  
). یک مجموعه باشد X کنیم می فرض : تعریف   1-1 )P Xτ  را یک ⊇

  : هرگاه شرایط زیر برقرار باشند، نامیم  میX روي1توپولوژي
T1- X متعلق به∅ و τباشند .  
T2- اشتراك هر دو عنصرτ،  متعلق به τباشد .  
T3- اجتماع هر تعداد از عناصرτ،  متعلق به τباشد .  
 که روي آن تعریف شده است، یک فضاي τهمراه با توپولوژي  Xمجموعهبه 

)گوییم و آن را با  می 2توپولوژیک , )X τهرگاه ابهامی در مورد . دهیم  نمایش می
τ  وجود نداشته باشد، به جاي زوج مرتب( , )X τاز نماد Xاي نشان بر  به تنهایی

  .کنیم استفاده میدادن فضاي توپولوژیک 
Aیک فضاي توپولوژیک باشد و  X اگر:تعریف 2-1 X⊆گاه ؛ آنx X∈ 

Gگاه است، هر A 3نقطه درونی τ∈ موجود باشد که x G A∈ ي  مجموعه. ⊇
Int را با A ي نقاط درونی همه X A یا Aoدهیم و آن را درون   نمایش میA  
  ،به عبارت دیگر. نامیم می

                                                  ( ) ( ){ }Int .X A G X G G Aτ= ⊆ ∈ ∧ ⊆U  
                                                
1 topology 
2 topological space 
3 interior point 
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Aیک فضاي توپولوژیک باشد و  X هرگاه: تعریف3-1 X⊆1؛ بستار A را با 

XCl A یا Aکنیم دهیم و به صورت زیر تعریف می  نمایش می:  
                                       { }.XCl A K X A K X K τ= ⊆ ⊆ ∧ − ∈I  

Aو باشد   یک فضاي توپولوژیکXاگر:  قضیه4-1 B X⊆ هاي زیر  ؛ عبارت⊇
  :برقرارند

Int  )الف( IntX XA B⊆.  
X  )ب( XCl A Cl B⊆.  

]به: اثبات   + . رجوع شود13[
:تابع . یک مجموعه دلخواه باشد X کنیم می فرض : تعریف5-1 2 2X Xf  را →

  :هاي زیر صدق کند انیم، اگر در ویژگیخو می 2یک عملگر درون
C1-   2براي هرXA∈ داشته باشیم ( )f A A⊆.  
C2-   2براي هرXB∈و A داشته باشیم ( ) ( ) ( )f A B f A f B=I I.  
C3-( )f X X=.  
C4-   2براي هرXA∈ داشته باشیم ( ( )) ( )f f A f A=.  

ساخت، به  Xتوان یک توپولوژي روي اکنون با استفاده از تابع عملگر درون می
) اگر و تنها اگر ، باز استAاین صورت که )f A A= . به عبارتی دیگر

{ }( )A X f A Aτ = ⊆   است که در آن براي هرXیک توپولوژي روي  =
B X⊆ داریم Int ( )X B f B=.  

xیک فضاي توپولوژیک و X  اگر:تعریف 6-1 X∈؛  باشد دلخواهU X⊆ را 
Int هرگاه ،گوییم می x براي 3یک همسایگی Xx U∈ . به عبارت دیگرG τ∈ 

                                                
1 closure 
2 interior operation 
3 neighborhood 
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xکه به طوري یافت شود  G U∈ را  xهاي روي   تمام همسایگیي مجموعه. ⊇
  .دهیم  نمایش میxu گوییم و آن را با x روي 1یک دستگاه همسایگی

 یک دستگاه xuیک فضاي توپولوژیک و  Xکنیم  می فرض: قضیه7-1
  : داراي خصوصیات زیر استxuدر این صورت . باشد xهمسایگی روي 

N1-  اگرxU u∈گاه  ، آنx U∈.  
N2-  اگرxV u∈وUگاه  ، آنxU V u∈I.  
N3-  اگرxU u∈گاه یک  ، آنxV u∈ هر به ازاي وجود دارد، به طوري که 

y V∈، داشته باشیم yU u∈.  
N4-  اگرxU u∈و U V⊆گاه  ، آنxV u∈.  

  و در نهایت
N5- G X⊆ باز است، اگر و تنها اگر براي هر x G∈ ،xV u∈ یافت شود که 

V G⊆.  
]به :اثبات    + . رجوع شود13[

x هر  یک فضاي توپولوژیک و به ازايX اگر: قضیه8-1 X∈ ،xu یک 
  گاه باشد، آن xدستگاه همسایگی روي 

Aهر به ازاي  )الف( X⊆   ،{ }Int X xA x A V u V A= ∈ ∃ ∈ ∋ ⊆.  
A هر  به ازاي)ب( X⊆   ،{ }:X xCl A x X V u V A= ∈ ∀ ∈ ≠ ∅I .  

]به: اثبات   + . رجوع شود13[
) کنیم میفرض  : تعریف9-1 , )X τ و ( , )Y τ  . دو فضاي توپولوژیک باشند′
f:گوییم تابع  می X Y→ در x X∈است، هرگاه براي هر 2 پیوسته ( )f xV u∈ ،

xU u∈اي که   یافت شود به گونه( )f U V⊆ . تابعfاگر و تنها ، را پیوسته گوییم 
  .پیوسته باشد Xي  در هر نقطهfاگر 

                                                1 neighborhood system 
2 continuous function 
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) کنیم می فرض :قضیه 10-1 , )X τو  ( , )Y τ  فضاي توپولوژیک و  دو′
:f X Y→هاي زیر معادلند در این صورت گزاره.  تابع باشد:  

  .پیوسته است f )الف(
)Y ،1 درGي باز  هر مجموعهبه ازاي  )ب( )f G−در X باز است.  
)Y ،1 درF بستهي  هر مجموعهبه ازاي  )پ( )f F−در X بسته است.  
A هر به ازاي  )ت( X⊆   ،( ( )) ( )X Yf Cl A Cl f A⊆.  
B  هر به ازاي ) ث( Y⊆   ،1 1( ) ( ( ))X YCl f B f Cl B− −⊆.  
B  هر به ازاي  ) ج( Y⊆   ،1 1(Int ( )) Int ( ( ))Y Xf B f B− −⊆.  

]به : اثبات ] و1[   + . رجوع شود13[
f: دو فضاي توپولوژیک و Yو Xاگر : تعریف11-1 X Y→تابع باشد ، f را 

. باز باشد Y در،f ، تحتX در گوییم، اگر تصویر هر مجموعه باز1یک تابع باز
، تحت X در  بستهي  گوییم، اگر تصویر هر مجموعه2 را بستهfبه همین ترتیب 

f،در Y  باشد بسته.  
)کنیم  می فرض : تعریف12-1 , )X τ و ( , )Y τ  X.  دو فضاي توپولوژیک باشند′

f:گوییم، هرگاه تابع یک به یک و پوشاي می 3ریخت را همسان Yو X Y→ 
f: که توابعطورياشته باشد، به وجود د X Y→ 1 و :f Y X− .  پیوسته باشند→

Xنویسیم در این صورت می Y≅ و تابعfنامیم  می4ریختی  را یک همسان. 
1fپیوسته بودن    .باشد  میfل باز بودن  معاد،−

:اي ناتهی و   مجموعهX کنیم می فرض :تعریف 13-1 exp(exp( ))X Xψ  به →
)اي باشد که براي هر  گونه )V xψ∈ ،x V∈ . در این صورت هر( )V xψ∈ را 

                                                1 open function 
2 closed function 
3 homeomorphic 
4 homeomorphism 
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 یا X روي2 را یک دستگاه همسایگی تعمیم یافتهψ و 1یک همسایگی تعمیم یافته
  .گوییم می X رويGNS یک اختصاربه 

از  g ي خانواده.  باشدي ناتهی مجموعهیک  X کنیم می فرض : تعریف14-1
∅g اگر ؛گوییم X روي 3را یک توپولوژي تعمیم یافته Xهاي مجموعه زیر  و ∋
iGاز  g∈ هر به ازاي i I∈ ≠ i، داشته باشیم∅

i I

G g
∈

∈U . کتوپولوژیفضاي 
)را با  Xروي g ي تعمیم یافته , )X gدر حقیقت یک توپولوژي . دهیم  نمایش می

 و وده است که شامل تهی بXهاي اي از زیر مجموعه ، خانوادهXتعمیم یافته روي 
  .نسبت به اجتماع بسته باشد

 هاي را مجموعه g باشد، اعضايX یک توپولوژي تعمیم یافته رويgاگر     
g−هاي   ها را مجموعه  و متمم آن4بازg−اگر .گوییم می 5بستهX ي یک مجموعه 

:ناتهی و  exp(exp( ))X Xψ باشد،  X دستگاه همسایگی تعمیم یافته روي یک→
) را با X بر ψي تولید شده توسط  ي تعمیم یافتهتوپولوژ )g Xψ، یا به اختصار با 

gψ هر به ازايدر این صورت داریم . دهیم نمایش می G X⊆ ،G gψ∈ اگر و ؛
xتنها اگر براي هر  G∈ ،( )V xψ∈ به طوري که  وجود داشته باشد V G⊆.  

ي ناتهی و  یک مجموعه X کنیم می فرض : تعریف15-1
: exp(exp( ))X Xψ .  باشدX ستگاه همسایگی تعمیم یافته روي یک د→

( , )X ψ،ي  یعنی مجموعهXي  به همراه دستگاه همسایگی تعمیم یافتهψ را یک 
  .نامیم می X روي6فضاي همسایگی تعمیم یافته

                                                1 generalized neighborhood 
2 generalized neighborhood system 
3 generalized topology 
4 g-open sets 
5 g-closed sets 
6 generalized neighborhood space 
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 ′g وgي ناتهی،  دو مجموعه Yو Xکه   با فرض این:تعریف 16-1
 تابع ،باشند Y  وX به ترتیب روياي  هاي تعمیم یافته ژيتوپولو

: ( , ) ( , )f X g Y g )  را→′ , )g g G هربه ازايگوییم، اگر  می 1پیوسته−′ g′ ′∈  ،
)1: داشته باشیم )f G g− ′ ∈.  

 ′gو gي ناتهی،  دو مجموعه Y وX کنیم می فرض : تعریف17-1
تابع . باشند Y  وX  به ترتیب روياي هاي تعمیم یافته ژيتوپولو

: ( , ) ( , )f X g Y g ) را →′ , )g g Gهر  به ازاي گوییم، اگر می 2باز−′ g∈ داشته 
): باشیم )f G g ′∈.  
 ′g و gي ناتهی ،  دو مجموعه Y وX کنیم می فرض : تعریف18-1
تابع . باشند Y  وX به ترتیب روياي  هاي تعمیم یافته ژيتوپولو

: ( , ) ( , )f X g Y g′→ریختی نوع اول بین   را یک همسان( , )X gو ( , )Y g′ 
)، یک به یک، پوشا، f اگر گوییم، می , )g g 1پیوسته و−′ : ( , ) ( , )f Y g X g− ′ → 

)یک تابع , )g g′−گوییم ر این صورت مید. وسته باشدپی X  باY ریخت  همسان
)1نویسیم  نوع اول است و می , ) ( , )X g Y g′≅ . اگر ابهامی در موردgو g′ ،نباشد 

1X از نماد Y≅نماییم  استفاده می. 

: اگر: تذکر19-1 ( , ) ( , )f X g Y g′→ یک تناظر یک به یک بین دو فضاي 
) ي تعمیم یافتهتوپولوژیک  , )X gو  ( , )Y g′ ،باشد ( , )g g′− تابع پیوستگی

1 : ( , ) ( , )f Y g X g− ′ ) معادل ،→ , )g g   .باشد  میf يباز−′
ي ناتهی و  دو مجموعه Y وX کنیم می فرض : تعریف20-1

: exp(exp( ))X Xψ : و → exp(exp( ))Y Yφ  تعمیم  هاي همسایگی  دستگاه→
f:تابع . باشند Y وX  به ترتیب روياي یافته X Y→ را ( , )ψ φ−3پیوسته 

                                                1 (g,g')-continuous 
2 (g,g')-open 
3 ( , )ψ φ -continuous 
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x هر به ازايگوییم، اگر  می X∈ و ( ( ))V f xφ∈ یک ،( )U xψ∈   موجود باشد
)به طوري که  )f U V⊆.  

، ي ناتهی دو مجموعه Y  وX کنیم می فرض : تعریف21-1
: exp(exp( ))X Xψ : و → exp(exp( ))Y Yφ   گیهمسایهاي  دستگاهبه ترتیب  →

f:تابع . باشند Y وX روياي تعمیم یافته X Y→ را ( , )ψ φ−به  اگر ، گوییم1باز
x هر ازاي X∈ و ( )U xψ∈ یک ،( ( ))V f xφ∈ موجود باشد به طوري که 
( )V f U⊆.  

) کنیم می فرض : تعریف22-1 , )X ψو  ( , )Y φاي مسایگی تعمیم یافته فضاهاي ه 
:تابع .  باشندYو Xبه ترتیب روي ( , ) ( , )f X Yψ φ→ریختی نوع   را یک همسان

)دوم بین  , )X ψو  ( , )Y φگوییم، اگر   میf ،یک به یک، پوشا ( , )ψ φ− پیوسته و
1 : ( , ) ( , )f Y Xφ ψ− ) ، یک تابع→ , )φ ψ−در این صورت . وسته باشدپی

)2نویسیم  ریخت نوع دوم است و می مسانه Y  باXگوییم می , ) ( , )X Yψ φ≅ . اگر
2Xاز نماد نباشد، φ وψي  یگی تعمیم یافتها همسهاي ابهامی در مورد دستگاه Y≅ 

  .نماییم استفاده می
: اگر : تذکر23-1 ( , ) ( , )f X Yψ φ→ یک تناظر یک به یک بین دو فضاي 

) ي همسایگی تعمیم یافته , )X ψو  ( , )Y φ ،باشد ( , )φ ψ− تابع پیوستگی
1 : ( , ) ( , )f Y Xφ ψ− )  بامعادل  ،→ , )ψ φ− باز بودنf باشد می.  

ي ناتهی و  دو مجموعه Y  وX کنیم می فرض : تعریف24-1
: exp(exp( ))X Xψ : و → exp(exp( ))Y Yφ   گیهمسایهاي  دستگاهبه ترتیب  →

:تابع . باشند Yو Xروياي  تعمیم یافته ( , ) ( , )f X Yψ φ→ را gn−2پیوسته 
xهر به ازاي گوییم، اگر  می X∈ و ( ( ))U f xφ∈،1  داشته باشیم( ) ( )f U xψ− ∈.  

                                                
1 ( , )ψ φ -open 
2 gn-continuous 
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 ،ي ناتهی دو مجموعه Y و X کنیم میرض  ف:تعریف 25-1
: exp(exp( ))X Xψ : و → exp(exp( ))Y Yφ   گیهمسایهاي  دستگاهبه ترتیب  →

f: تابع باشند؛ Y وXروياي  تعمیم یافته X Y→را gn−به ازاي  گوییم، اگر 1باز
xهر  X∈ و هر ( )U xψ∈ داشته باشیم ،( ) ( ( ))f U f xφ∈.  

)کنیم  می فرض : تعریف26-1 , )X ψو ( , )Y φ دو فضاي همسایگی تعمیم یافته به 
:تابع . باشند Y وXترتیب روي  ( , ) ( , )f X Yψ φ→ریختی نوع   را یک همسان

1پیوسته و −gn، یک به یک، پوشا،fگوییم، اگر  میسوم  : ( , ) ( , )f Y Xφ ψ− → ،
gn−گوییم میدر این صورت . پیوسته باشد X با Yریخت نوع سوم است   همسان
)3نویسیم  میو  , ) ( , )X Yψ φ≅ . اگر ابهامی در موردψو φ ،3از نماد نباشدX Y≅ 

  .نماییم استفاده می
:اگر  : تذکر27-1 ( , ) ( , )f X Yψ φ→ یک تناظر یک به یک بین فضاهاي 

)ي  همسایگی تعمیم یافته , )X ψ و ( , )Y φباشد ، gn− تابع پیوستگی
1 : ( , ) ( , )f Y Xφ ψ−   .باشد  میfباز بودن −gn  با معادل→

)کنیم  فرض می      , )X ψ یک فضاي همسایگی تعمیم یافته روي X  و باشد
Y X⊆ .( ), YY ψ یک فضاي همسایگی تعمیم یافته روي Y است که دستگاه 

  :به صورت زیر تعریف می شود Yروي  Yψهمسایگی 

                                           
{ }

: exp(exp( ))

: ( ) : ( ) .
Y

Y

Y Y

y Y y V Y V y

ψ

ψ ψ

→

∀ ∈ = ∈I
  

  بدیهی است که 
                                                              { }( ) : ( ) .

Y
g Y G Y G g Xψψ = ∈I  

)اگر :تعریف 1-28 , )X ψروي  یک فضاي همسایگی تعمیم یافته X باشد و 
Y X⊆گاه ، آن ( ), YY ψ ي  فضاي همسایگی تعمیم یافته زیر را( , )X ψ یا به 
  .گوییم  میXي  را زیر فضاي تعمیم یافته Y اختصار

                                                
1 gn-open 
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 Xهاي از زیر مجموعه Hي   خانواده،یک مجموعه باشد X اگر :تعریف 1-29
H هرگاه ، گوییمX  روي1خانواده−mرا یک  ≠ ∅I.  

:ي ناتهی و  یک مجموعه X گیریم :تعریف 1-30 exp(exp( ))X Xψ  یک →
 به Hگوییم .باشد Xخانواده روي−m یک Hدستگاه همسایگی تعمیم یافته و

x X∈همگراست، اگر H  از 2تر ظریف ( )xψبه عبارت دیگر.  باشدH x→ ،
)اگر  )x Hψ ⊆.  

 X  روي3را یک توده X هاي عهاز زیرمجمو C ي  خانواده:تعریف 1-31
Bهر به ازاي گوییم، اگر  می X⊆،Aکه  B A⊆ و B C∈ داشته باشیم ،A C∈ .

است که نسبت به عناصر  Xهاي اي از زیرمجموعه ده، خانوادهدر حقیقت یک تو
  .بالادست بسته است

  باشد،X یک توده رويHیک مجموعه و X که اینفرض با  :تعریف 1-32
H را یک p−روي4توده  X خوانیم، اگر براي هر میAو B    متعلق به H ، داشته

Aباشیم  B ≠ ∅I.  
 ي تمام زیر خانواده. ي ناتهی باشد یک مجموعه X کنیم می فرض :مثال 1-33

)یعنی  Xهاي مجموعه )P X، یک توده روي X  است کهp−شدبا توده نمی.  
 یک دستگاه xuیک فضاي توپولوژیک و  Xکنیم  می فرض :مثال 1-34

xهمسایگی روي  X∈ 7تعریف ( باشد .(xuیک p−توده رويX این به . است
  به عناصر بالادست بسته است و نیزنسبت  ،N4اولاً طبق خاصیت دلیل که 

  پس اشتراك دو عضو هم؛است x حداقل شامل ،xuاشتراك هر دو عضو 
  .باشد تهی تواند   نمی

                                                1 m-family 
2 finer 
3 stack 
4 p-stack 



  توپولوژي و توپولوژي تعمیم یافته :فصل اول
 

14 

یک خانواده از  Cي ناتهی و  یک مجموعه X کنیم می فرض : تعریف1-35
 است، 1 داراي خاصیت اشتراك متناهیCگوییم  می.  باشدX هاي زیرمجموعه

  . ناتهی باشد Cهرگاه اشتراك هر تعداد متناهی از عناصر
توده است که اشتراك −p، یک توده وقتی31 با توجه به تعریف :تذکر 1-36

تر از خاصیت اشتراك متناهی  این خاصیت ضعیف. هر دو عضو آن ناتهی باشد
  :آوریم  اي روشن شدن مطلب، مثال زیر را میبر. باشد می

}کنیم  می فرض :مثال 1-37 }, ,X a b c= و { } { } { }{ }, , , , , ,H a b b c a c X=. 
است، زیرا نسبت به عناصر بالادست بسته و  Xتوده روي−pیک  ،Hي خانواده

H متناهی و H اما تعداد اعضاي. باشد  میاشتراك هر دو عضو آن ناتهی = ∅I .
  .باشد داراي خاصیت اشتراك متناهی نمی Hپس

ي ناتهی و  یک مجموعه X کنیم می فرض : نمادگذاري و تعریف1-38
x X∈ .در این صورت:               

                                                                          { }{ }.x A X x A= ⊆ ⊆&                                   
x و  باشدي ناتهی یک مجموعه X کنیم میرض  ف:تعریف 1-39 X∈. هر 

)  مانند&xي  زیرمجموعه )xγ که تشکیلp− ،توده بدهدγ−2توده همسایگی x 
  .شود نامیده می

x هر به ازاياگر . شدي ناتهی با یک مجموعه Xگیریم  :تعریف 1-40 X∈ ،
( )xγ یک γ−توده همسایگی xگاه   باشد، آن{ }( ) :x x Xγ γ=  را یک ∋

)و زوج  X روي3ساختار همسایگی , )X γروي 4 را یک فضاي همسایگی X 
  .گوییم می

                                                1 finite intersection property 
2 γ − neighborhood stack 
3 neighborhood structure 
4 neighborhood space 
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xو باشد یک فضاي توپولوژیک  X کنیم می فرض :تعریف 1-41 X∈ .
 1xهاي ضعیف را یک مجموعه از همسایگی Xهاي  از زیرمجموعهXT ي خانواده

، عضوي از XT باشد، اشتراك دو عضو x، شامل XTگوییم، هرگاه هر عضو  می
XT که اگر  برقرار باشدرطشاین  باشد و { }xT x Xβ = ∈U در این صورت ؛

U X⊆در X  هر به ازايباز است، اگر و تنها اگر x U∈ ،xB T∈ وجود داشته 
Bاي که  باشد به گونه U⊆.  

را  2x∈¡ ،XT هر به ازاي. باشد ¡2ي  صفحه X کنیم می فرض :مثال 1-42
در حقیقت هر عضو . یریمگ  در نظر میxهاي باز به مرکز علاوه هي تمام ب مجموعه

XTي باز عمودي و افقی با طول یکسان به مرکز ، از اجتماع دو بازهx تشکیل شده 
 . استx هاي ضعیف یک مجموعه از همسایگی XTواضح است که هر . است

}کنیم توپولوژي ساخته شده توسط  اکنون ادعا می }2
xT xβ = تر از  ، ظریف¡∋

 و توپولوژي τ را ¡2اگر توپولوژي معمولی .  است¡2 2توپولوژي معمولی
τرا  βساخته شده توسط  τ: کنیم  بنامیم، ثابت می′ τ واضح است که هر  .⊃′

τ متعلق به ¡2گوي باز در  τبنابراین . باشد  نیز می′ τ را  Gي   اکنون مجموعه.⊇′
 :گیریم  در نظر می،که به شکل زیر تشکیل شده است

  

                                         
 

                                                1 weak neighborhood 
2 general topology 
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G  از اجتماع کلاهک بازA گوي باز ،B ي  و نقطهa  که تشکیل شدهA بر B 
}حقیقت در .  مماس استaنقطه در  }G A B a= U U.ي   مجموعهG  درτ  باز ′

x  هرزیرا براي. است G∈اي باز به مرکز علاوه ه، بx وجود دارد که درون G  قرار
توان یافت  نمی aزیرا هیچ گوي بازي به مرکز .  باز نیستτدر  Gاما . گیرد می

ي  ، نقطه¡2در توپولوژي معمولی  aبه عبارت دیگر . قرار گیرد Gکه درون 
τبنابراین .  نیست G درونی ′ ⊆τ.  

:یک مجموعه و  X کنیم می فرض : تعریف1-43 2 2X XI  یک تابع باشد →
  : شرط زیر صدق کند3که در 

C1-   هر به ازاي ( ) : 2XI A A A⊆ ∈.  
C2-   2 هر به ازايXB∈،( ) ( ) ( ) :I A B I A I B A=I I.  
C3- ( )I X X=.  

واضح است که  .نامیم می X روي1را یک عملگر جدید درون Iدر این صورت 
  . باشد هر عملگر درون یک عملگر جدید درون می

» عملگر درون«ي  ، هر کجا از واژهنوشتار  تا انتهايایناز  بعد : قرارداد1-44
 43با تعریف   5باشد و هر کجا تمایز تعریف   می43 شده، منظور تعریف استفاده

  .مورد نظر باشد، به طور صریح قید خواهد شد
:یک مجموعه و  Xکنیم  می فرض:گزاره 1-45 2 2X XI  یک عملگر درون →

A که Aو∋2XBورت براي هردر این ص. باشد Xروي B⊆داریم ، 
( ) ( )I A I B⊆.                                                                                          
) ،43ف  از تعریC2 با توجه به خاصیت :اثبات ) ( ) ( )I A B I A I B=I I. 

Aاز B⊆داریم A B A=I.پس ( ) ( ) ( ) ( )I A I A B I A I B= =I I . از این رو
( ) ( )I A I B⊆. +   

                                                
1 new interior operator 



  
  فصل دوم

  
  ها و فضاهاي همسایگی ضعیف دستگاه

 
  

و باشد یک مجموعه  X کنیم میفرض :  تعریف1–2     
: exp(exp( ))X Xψ  1 را یک دستگاه همسایگی ضعیفψدر این صورت . →

  :ر در شرایط زیر صدق کند اگ،نامیم  میXروي
) هر  به ازاي –1 )V xψ∈ داشته باشیم ،x V∈.  
) هر به ازاي  –2 )V xψ∈ وU داشته باشیم ،( )U V xψ∈I.  
x هر به ازاي  –3 X∈ ،( )xψ ≠ ∅.  

)هر  )V xψ∈براي 2 را یک همسایگی ضعیف x  و زوج( , )X ψ را یک فضاي 
  .دهیم  نمایش میWNSنامیم و آن را با  می X روي3همسایگی ضعیف

)گیریم :  تعریف2–2 , )X ψیک فضاي همسایگی ضعیف روي Xبراي .  باشد
Aهر  X⊆بستار و درون ، A ي  را که به وسیلهψشود به ترتیب با   تولید می
( )Aψγ و ( )l Aψکنیم دهیم و به صورت زیر تعریف می  نمایش می:  

                                               { }
{ }

( ) ( ) : ,

( ) ( ) .

A x X V x V A

l A x A V x V A
ψ

ψ

γ ψ

ψ

= ∈ ∀ ∈ ≠ ∅

= ∈ ∃ ∈ ∋ ⊆

I  

                                                
1 weak neighborhood system 
2 weak neighborhood 
3 weak neighborhood space 
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)کنیم  میفرض :  قضیه3–2 , )X ψیک فضاي همسایگی ضعیف روي Xباشد  .
  :هاي زیر برقرارند در این صورت عبارت

A هر به ازاي  –1 X⊆  ،( )l A Aψ ⊆.  
B هربه ازاي  –2 X⊆ و A ،( ) ( ) ( )l A B l A l Bψ ψ ψ=I I.  
3– ( )l X Xψ =.  

  . واضح استlψا توجه به تعریف ب  –1 :اثبات
Bکنیم  می فرض –٢ X⊆،Aکنیم ابتدا ثابت می. اند اده شده د 

( ) ( ) ( )l A B l A l Bψ ψ ψ⊆I I.اگر  ( )x l A Bψ∈ Iدلخواه باشد ، ( )V xψ∈ وجود 
Vدارد به طوري که  A B⊆ I . چون( )V xψ∈ و V A⊆، تعریف طبق lψ ،

( )x l Aψ∈به همین ترتیب  و ( )x l Bψ∈ .ن بنابرای( ) ( )x l A l Bψ ψ∈ I .در نتیجه 
( ) ( ) ( )l A B l A l Bψ ψ ψ⊆I I. کنیم ثابت می عکس به( ) ( ) ( )l A l B l A Bψ ψ ψ⊆I I .

)کنیم  میفرض  ) ( )x l A l Bψ ψ∈ Iبنا به تعریف .  دلخواه باشدlψ ،( )V xψ∈و U 
V وجود دارند به طوري که B⊆ و U A⊆ . چون( )V xψ∈و U، 2 بنا به خاصیت 

)  داریم1از تعریف  )V U xψ∈I . اماU V A B⊆I Iین ؛ بنابرا( )x l A Bψ∈ I .
) در نتیجه ) ( ) ( )l A l B l A Bψ ψ ψ⊆I I.                                                                                          

) همین قضیه داریم1 از قسمت –٣ )l X Xψ براي اثبات عکس این شمول،  .⊇
xکنیم میفرض  X∈1 از تعریف 3بنا به خاصیت .  دلخواه باشد، ( )xψ ≠  پس .∅

V ≠ )وجود دارد به طوري که ∅ )V xψ∈ . اما هر همسایگی ضعیفx ،
x از این روباشد،  می Xي  زیرمجموعه V X∈  داریم lψاکنون بنا به تعریف  .⊇

( )x l Xψ∈ .نتیجه  در( )X l Xψ⊆.  +  
}کنیم  میفرض : مثال ٤–٢ }, , ,X a b c d= و : exp(exp( ))X Xψ  یک →

  :شود باشد که به صورت زیر تعریف می  X دستگاه همسایگی ضعیف روي

                                                                         
{ }{ }
{ }{ }

( ) ,

( ) ,

( ) ( ) .

a a c

b b c

c d X

ψ

ψ

ψ ψ

=

=

= =

        


