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در ارشد کارشناسͬ درجه دریافت برای نامه پایان
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سبزواری حͺیم دانشͽاه دانش�آموختگان نامه سوگند

نگذرد بر اندیشه برتر کزین خرد و جان خداوند نام به

مادی سرمایه�های و استادان دانش از بهره�گیری و خویش کوشش پاک، آفریدگار خواست به که اینک
مͬ�کنم یاد سوگند بزرگ خداوند پیشͽاه در آورده�ام، گرد خرد و دانش از توشه�ای بوم، و مرز این معنوی و
شاهدان، شما بزرگ، خداوند بردارم. گام درست و رأست راه بر همواره خویش، دانش کارگیری به در که
گسترش برای خود توان دانشو همه از که مͬ�گیرم گواه امین داورانͬ عنوان به را حاضران دیͽر و دانشجویان
پیمان نورزم. دریغ زیستن، برای بهتر جایی به جهان تبدیل برای کوششͬ هیچ از و گیرم بهره دانش مرزهای
حد سر تا مͺان و زمان هر در را خود همنوعان و باشم داشته درنظر را انسانͬ کرامت همواره که مͬ�بندم
آیین انسانͬ، رسم و راه با که کاری به خویش دانش کارگیری به در که مͬ�خورم سوگند دهم. یاری امͺان
دارد مباینت اسلام، مبین دین ویژه به الهͬ، بزرگ ادیان از برخاسته اخلاقͬ اصول و شرافت پرهیزگاری،
برای کوششͬ هیچ از مͬ�بندم پیمان اسلامͬ، و انسانͬ شمول جهان اصول سایه در همچنین نیازم. دست
پیشͽاه در همواره تا طلبم یاری به را بزرگ خداوند و نکنم فروگذاری هم�میهنانم و میهن سرافرازی و آبادانͬ

بمانم. استوار ابد تا پیمان این بر سرافراز، ملت و خویش بیدار وجدان برابر در و او



نتایج اصالت و صحت تأییدیه

تعالͬ بسمه

کارشناسͬ تحصیلͬ ریاضͬمحضمقطع رشته دانشجویی٩٠٢٣١٢٣٠٣٨ شماره به فرزی اینجانبزهره
موارد و تصرف و دخل هرگونه بدون و اینجانب کار حاصل پایان�نامه این نتایج کلیه که مͬ�نمایم تأیید ارشد
خلاف اثبات صورت در کرده�ام. ذکر منبع مشخصات کامل ذکر با را دیͽران آثار از شده برداری نسخه
و مولفان حقوق از حمایت قانون ) حاکم مقررات و ضوابط با مطابق دانشͽاه تشخیص به فوق مندرجات
انضباطͬ و پژوهشͬ آموزشͬ مقررات و ضوابط صوتͬ آثار و نشریات و کتب تکثیر و ترجمه قانون منصفان،
و تشخیص و مͺتسب حقوق احقاق درخصوص اعتراض هرگونه حق و شد خواهد رفتار اینجانب با (...
اشخاصاعم به پاسخ�گویی هرگونه مسئولیت ضمن در مͬ�نمایم. خویشسلب از را مجازات تخلفو تعیین
دانشͽاه و بود خواهد اینجانب عهده به قضایی) و اداری از (اعم صلاح ذی مراجع و حقوقͬ و حقیقͬ از

داشت. نخواهد خصوص این در مسئولیتͬ گونه هیچ

فرزی زهره خانوادگͬ: نام و نام

امضا: و تاریخ



پایان�نامه از بهره�برداری مجوز

راهنما استاد توسط که محدودیتͬ به توجه با و کتابخانه مقررات چوب چهار در پایان�نامه این از برداری بهره
است: بلامانع مͬ�شود تعیین زیر شرح به

است. بلامانع همͽان برای پایان�نامه این از برداری بهره •

است. بلامانع راهنما استاد از مجوز اخذ با پایان�نامه این از برداری بهره •

است. ممنوع ............................ تاریخ تا نامه پایان این از برداری بهره •

شریفان لیلͬ دکتر راهنما: استاد

تاریخ:

امضا:



به تقدیم

عزیزم رهبر

ای خامنه امام

ای فاطمه سلاله از تو که حقا
ای خاتمه ما درد به خود خنده با

جهان به ندیدم نام این از زیباتر
ای الخامنه الحسینͬ علͬ سید



الخالق یشͺر لم المخلوق یشͺر لم من

علم کسب راه در تا نمود عطا من به را علم تحصیل دوباره توفیق که را، سبحان ستایشخداوند و حمد
بردارم. انتهایش بی کمال به رسیدن در گامͬ معرفت و

ارجمندم و گرانقدر استاد راهنمایی�های و زحمات از دانش، حرمت به احترام پاس به
شریفان لیلͬ دکتر خانم سرکار

بوده�ام برخوردار ایشان مساعدت و یاری از مراحل تمام در و داشته عهده بر را تحقیق این نظارت که
دارم. را قدردانͬ و تشͺر نهایت

تقبل را رساله این مشاوره زحمت که استاجͬ اکبر علͬ دکتر آقای جناب گرانقدر استاد از همچنین
سپاسͽزارم. صمیمانه کردند،

قدردانͬ و تشͺر نهایت گرفتند، عهده به را پایان�نامه این داوری که استاجͬ احسان دکتر آقای جناب از
و موفقیت آرزوی و سپاسͽزارم مقدسͬ دکتر آقای جناب ریاضͬ دانشͺده محترم رئیس از همچنین دارم. را

خواهانم. متعال خدای از را ایشان سلامتͬ

فرزی زهره

٩٢ شهریور



تکمیلͬ تحصیلات دوره نامه پایان چͺیده فرم
تکمیلͬ تحصیلات دفتر

٩٠٢٣١٢٣٠٣٨ دانشجویی: ش زهره نام: فرزی خانوادگͬ: نام

استاجͬ اکبر علͬ مشاور:دکتر استاد شریفان لیلͬ دکتر راهنما: استاد

جابجایی جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده:

٧٠ صفحه: تعداد ٩٢٫ ۶٫ ١٨ دفاع: تاریخ ارشد کارشناسͬ مقطع:

R جابجایی حلقه صفر علیه�های مقسوم ارزی هم کلاس�های گراف پایان�نامه: عنوان

ارزی هم کلاس�های گراف صفر، علیه مقسوم گراف وابسته، اول آل ایده ساز، پوچ آل ایده واژه�ها: کلید
صفر علیه�های مقسوم

چͺیده:
ΓE(R) نماد با که را R جابجایی حلقه ͷی صفر علیه�های مقسوم ارزی هم کلاس�های گراف نامه، پایان این در

. مͬ�کنیم مطالعه مͬ�شود، داده نشان
شناسایی چͽونگͬ ویژه به مͬ�دهیم. نشان را ساختار این از R حلقه درباره اطلاعاتͬ دریافت چͽونگͬ ادامه در

مͬ�کنیم. تعیین ،ΓE(R)ͷکم به را R حلقه وابسته�های اول
مقاله از نامه پایان این اصلͬ ایده

Spiroff S., Wickham C., A zero divisor graph determined by equivalence classes of zero
divisor, Comm. Algebra 2011; 39: 2338–2348.

. است شده گرفته

راهنما استاد امضای



مطالب فهرست

١ پیشͽفتار

۴ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم ١ فصل

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلقه ١-١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جمله�ای�ها چند حلقه ١-٢

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف درباره مقدماتͬ ١-٣

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R حلقه صفر علیه مقسوم گراف ۴-١

٢۴ R حلقه صفر علیه�های مقسوم ارزی هم کلاس�های گراف ٢ فصل

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ نتایج و تعاریف ٢-١

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستاره گراف�های و نامتناهͬ گراف�های ٢-٢

۴٩ وابسته اول آل�های ایده با ΓE(R)گراف ارتباط ٣ فصل

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابسته اول آل�های ایده ٣-١

۶٢ مراجع

۶۵ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۶٨ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

ا



پیشͽفتار

مͬ�پردازد. جبری مهم یͷساختار عنوان به خواصحلقه�ها بررسͬ به که مͬ�باشد جبر از بخشͬ حلقه�ها نظریه

مͬ�کنند، بررسͬ رده�ای صورت به را حلقه�ها و دارند وجود نظریه این در که زیادی بنیادی قضایای بر علاوه

خواص مثال به�طور مͬ�کنند، بررسͬ آن�ها عناصر خواص به توجه با را حلقه�ها که دارند وجود نیز قضایایی

خواصحلقه�ها بررسͬ وارون�پذیر�ها. و توان�ها خود توان�ها، پوچ صفر، علیه�های مقسوم به توجه با حلقه�ها

آن�ها اصلͬ ͷتکنی که گرفته، قرار مطالعه مورد زیادی افراد توسط آن�ها، در صفر علیه�های مقسوم به توجه با

حلقه�ی ͷی به ١٩٨٨ سال در [٨] در ١ ͷب . آی بار اولین گراف�هاست. نظریه از استفاده منظور این برای

حلقه�ها از خواصجالبی گراف�ها، نظریه مفاهیم از استفاده با وی داد. نسبت گراف ͷی جابجایی، و یͺدار

نظریه جدی طور به و شدند علاقمند موضوع این به [٧] در ٣ لیونگستون و ٢ اندرسون بعدها آورد. بدست را

با آن�ها کردن مقایسه و گرافͬ خواص بررسͬ و دقیق تعریف ͷی ارائه با را صفر علیه�های مقسوم گراف

نماد با را R جابجایی و یͺدار حلقه�ی صفر علیه مقسوم گراف آن�ها کردند. گذاری پایه حلقه�ای خواص

است. R صفر علیه�های مقسوم آن�ها رأس�های که دادند، نشان Γ(R)

تعریف جابجایی، و یͺدار لزوما نه دلخواه، حلقه�ی هر برای را صفر علیه مقسوم گراف [١٢] در ۴ ردموند

ممͺن آن در یال�ها از بعضͬ البته که داد نسبت Γ(R) جهت�دار ساده گراف ͷی R حلقه�ی هر به وی کرد.

باشند. داشته جهت دو است

جمله از است، شده مطالعه مختلفͬ زمینه�های در دیͽری افراد توسط همچنین صفر، علیه مقسوم گراف

١I. Beck
٢Anderson
٣Livingston
۴S . Redmond

١



مقسوم گراف مفهوم .[٩] در ٨ پورنکͬ و میمنͬ ، [۵] در ٧ میمنͬ و اکبری ، [۶] در ۶ محمدیان و ۵ اکبری

حلقه�هاست. نظریه و گراف�ها نظریه بین پلͬ واقع در صفر علیه

ایده که مͬ�کنیم مطالعه را حلقه ͷی صفر علیه�های مقسوم ارزی هم کلاس�های گراف نامه، پایان این در ما

مطالعه مͬ�شود. داده نمایش ΓE(R) نماد با گراف این است. شده گرفته [١٠] ٩ مولͬ نظریات از آن، اصلͬ

موارد از بسیاری در اینکه، جمله از دارد. مزیت�هایی صفر علیه�های مقسوم گراف�های به نسبت گراف�ها این

است. نامتناهͬ Γ(R) حالیͺه در است متناهͬ گراف ، ΓE(R)

ΓE(S) حالیͺه در است. نامتناهͬ گراف Γ(S) آن�گاه ، S = Z[X, Y ]/(X٣, XY ) اگر مثال، برای

هستند S از مجزایی صفر علیه�های مقسوم x٢, ٢x٢, ٣x٢, . . . حالیͺه در مثال طور به دارد. رأس چهار فقط

مͬ�شوند. داده نمایش ΓE(S) در رأس ͷی با تنها و دارند یͺسانͬ ساز��های پوچ آن�ها تمام ،( x = Xکه)

اول آل�های ایده با آن ارتباط صفر علیه�های مقسوم ارزی هم کلاس�های گراف�های از دیͽر مهم ویژگͬ ͷی

کلͬ حالت در است. وابسته اول آل ایده ͷی x٢ ساز پوچ بالا، S حلقه در مثال، برای است. حلقه وابسته

گراف در رأس هر علاوه به متناظرند. ΓE(R) در مجزایی رأس�های با R حلقه وابسته اول آل�های ایده

است. مجاور وابسته اول ͷی با یا است متناظر وابسته اول ͷی با ΓE(R)

به اول فصل در مͬ�باشد. فصل سه شامل نامه پایان این است. [١٣] مقاله نامه، پایان این اصلͬ مرجع

مͬ�پردازیم صفر علیه مقسوم گراف و گراف نظریه جمله�ای�ها، چند حلقه حلقه، مورد در قضایایی و تعاریف

داریم. نیاز آن�ها به دوم فصل در که

و اولیه تجزیه ساز، پوچ� صفر، علیه مقسوم نوتری، حلقه آل، ایده مانند مفاهیمͬ فصل این از اول بخش در

مͬ�شود. مطرح رابطه این در قضایایی همراه به دیͽر مفاهیم

مͬ�شود. ارائه رابطه این در نیاز مورد قضیه چند و جمله�ای�ها چند حلقه از مفاهیمͬ دوم، بخش در

کمر گراف، قطر دور، مسیر، القایی، زیرگراف زیرگراف، آن، انواع و گراف مانند مفاهیمͬ سوم، بخش در

مͬ�شوند. مطرح رابطه این در قضایایی و مͬ�شوند معرفͬ و... گراف

۵S . Akbari
۶A . Mohammadian
٧R . Maimani
٨M . R . Pournaki
٩Mulay

٢



در مرتبط قضایایی و بررسͬ، آن ویژگͬ�های و معرفͬ حلقه ͷی صفر علیه مقسوم گراف چهارم، بخش در

مͬ�شود. بیان زمینه این

صفر علیه�های مقسوم ارزی هم کلاس�های گراف درباره مهمͬ قضایای و تعاریف بیان به دوم فصل در

مͬ�پردازیم.

را آن ویژگͬ�های و معرفͬ ، ΓE(R) یعنͬ صفر علیه�های مقسوم ارزی هم کلاس�های گراف اول، بخش در

مͬ�کنیم. مقایسه ، Γ(R) صفر، علیه مقسوم گراف با را آن و کرده بیان

شرط آیا که سؤال این به و مͬ�گیریم نظر در را ستاره�ای گراف�های و نامتناهͬ گراف�های دوم، بخش در

مͬ�دهیم. پاسخ خیر، یا کافیست ΓE(R)گراف بودن متناهͬ برای R حلقه بودن نوتری

مͬ�پردازیم. ΓE(R)گراف رأس�های و R حلقه وابسته آل�های ایده بین ارتباط به سوم، فصل در

٣



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم

مفاهیم ابتدا فصل این در دارد. آشنایی یͺدار و جابجایی حلقه�های با خواننده فرضمͬ�کنیم نامه پایان این در

مهم ویژگͬ�های و معرفͬ، را چندجمله�ای�ها سپسحلقه و مͬ�شود بیان آل�ها ایده و حلقه با رابطه در مقدماتͬ

ارائه گراف نظریه از نیاز مورد قضایای و تعاریف اساسͬ، مفاهیم نیز آخر بخش در مͬ�کنیم. بیان را آن�ها

مͬ�شود.

حلقه ١-١

مͬ�گیریم. درنظر یͺدار و جابجایی را حلقه�ها نامه پایان این سراسر در

اگر Rگوییم از آل١ ایده ͷی را I باشد R حلقه از ناتهͬ مجموعه زیر ͷی I کنید فرض .١-١-١ تعریف

باشند: برقرار زیر شرط دو

f − g ∈ I باشیم: داشته ،f, g ∈ I هر برای (١

hf ∈ I باشیم: داشته ، h ∈ R هر و f ∈ I هر برای (٢

آن�گاه باشد ∅ ̸= S ⊆ R اگر همچنین

< S >= {
s∑
١

risi; ri ∈ R, si ∈ S}

با I آل ایده مͬ�گوییم. < S > آل ایده مولدهای S عناصر به و مͬ�نامیم S توسط شده٢ تولید آل ایده

١Ideal
٢ Ideal generated

۴



. < S >= I که باشد موجود S ⊆ I متناهͬ مجموعه هرگاه دارد نام متناه٣ͬ تولید

N آل ایده هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم، ماکسیمال۴ آل ایده را R حلقه Mدر ̸= R آل ایده تعریف١-١-٢.

.N = R یا N = M باشیم داشته ،M ⊆ N ⊆ R که

داشته ab ∈ P که a, b ∈ R هر برای هرگاه گوییم، ۵ اول را R حلقه از P ̸= R آل ایده تعریف١-١-٣.

.b ∈ P یا a ∈ P باشیم

مͬ�دهیم. نشان Spec(R) با را R حلقه اول آل�های ایده تمام مجموعه

R حلقه معادل به�طور یا مͬ�کند صدق آل�ها ایده بر افزایش۶ͬ زنجیر شرط در R حلقه .۴-١-١ تعریف

k ∈ N عدد ،R آل�های ایده از I١ ⊆ I٢ ⊆ I٣ ⊆ .... زنجیر هر ازای به اگر وفقط اگر است، ٧ نوتری

. Ik = Ik+i ،i مانند طبیعͬ عدد هر ازای به که باشد داشته وجود

باشد. متناهͬ تولید با R آل ایده هر اگر وفقط اگر است، نوتری R حلقه .۵-١-١ قضیه

2 شود. مراجعه ۵٨٣ صفحه [۴] مرجع به برهان.

مͬ�شود. نامیده موضع٨ͬ حلقه ماکسیمال، آل ایده ͷی دقیقا با R حلقه .۶-١-١ تعریف

R حلقه معادل به�طور یا مͬ�کند، صدق آل�ها ایده بر کاهش٩ͬ زنجیر شرط در R حلقه .١-١-٧ تعریف

k ∈ N عدد ،R آل�های ایده از I١ ⊇ I٢ ⊇ I٣ ⊇ I۴... زنجیر هر ازای به اگر وفقط اگر است، آرتین١٠ͬ

.Ik = Ik+i باشیم iداشته طبیعͬ عدد هر ازای به که باشد داشته وجود

است. ماکسیمال اول، آل ایده هر R آرتینͬ حلقه در .١-١-٨ لم

2 شود. مراجعه ١٧۵ صفحه [٣] مرجع به برهان.

هرگاه گوییم، R حلقه صفر١١ علیه مقسوم ͷی را x ∈ R باشد، حلقه ͷی R فرضکنید تعریف١-١-٩.
٣ Finitely generated
۴ Maximal ideal
۵ Prime ideal
۶Ascending chain
٧ Noetherian ring
٨ Local ring
٩Descending chain
١٠ Artinian
١١Zero-divisor

۵



Z(R) نماد با را R حلقه صفر علیه�های مقسوم مجموعه .xy = ٠ که باشد موجود y ∈ R ناصفر عنصر

مͬ�دهیم. نمایش

مͬ�شود. نامیده صحیح١٢ حوزه ندارد صفر جز به صفری علیه مقسوم هیچ که حلقه�ای

هر .xn = ٠ که باشد موجود n طبیعͬ عدد هرگاه گویند، توان١٣ پوچ را x ∈ R عنصر تعریف١-١-١٠.

است. صفر علیه مقسوم ͷی توان، پوچ عنصر

با و مͬ�شود نامیده R رادیͺال پوچ ، R حلقه توان پوچ عناصر تمام شامل A مجموعه .١-١-١١ تعریف

. مͬ�شود داده نمایش Nil(R) یا
√

٠ نماد
√

٠ = Nil(R) = {a ∈ R; ∃ n ∈ N, an = ٠}

است. R از آل ایده ͷی ،R حلقه رادیͺال پوچ .١-١-١٢ لم

2 شود. مراجعه ١۶ صفحه [٣] مرجع به برهان.

است. R اول آل�های ایده تمام اشتراک ،R حلقه رادیͺال پوچ .١-١-١٣ لم

Nil(R) =
∩

P∈spec(R)

P.

2 شود. مراجعه ١٧ صفحه [٣] مرجع به برهان.

مشخصه ،nx = ٠ باشیم داشته x ∈ R هر ازای به که ،nمثبت صحیح عدد کوچͺترین تعریف١-١-١۴.

حلقه مشخصه مͬ�شود. نامیده صفر مشخصه Rاز حلقه نباشد، موجود عددی چنین اگر و دارد Rنام حلقه

مͬ�دهند. نمایش char(R) نماد با را R

باشد. آن توان پوچ عضو تنها صفر هرگاه گوییم، کاهش١۴ͬ را R حلقه .١۵-١-١ تعریف

زیر صورت به (I : J) کسر١۵ آل ایده آن�گاه باشند، R حلقه در آل�هایی ایده J و I اگر تعریف١-١-١۶.

مͬ�شود. تعریف

(I : J) = {x ∈ R;xJ ⊆ I}
١٢Integral domain
١٣Nilpotent
١۴ Reduced ring
١۵ Colon ideal

۶



است. آل ایده ͷی که

مͬ�شود. نامیده J پوچساز (٠ : J) = ann(J) = {x ∈ R;xJ = ٠} ویژه به

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ann(J) باشد، R حلقه از عضوی x اگر .١-١-١٧ تعریف

ann(J) = {a ∈ R; ax = o}.

ویژه: به

Z(R) =
∪
x ̸=٠

ann(x).

√
I یا Rad(I) با که را I رادیͺال١۶ آن�گاه باشد، R حلقه از دلخواه آلͬ ایده I اگر .١-١-١٨ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به مͬ�دهیم، نشان

Rad(I) = {r ∈ R; ∃ n ∈ N; rn ∈ I}

است. آل ایده ͷی خود ، Rad(I) که

یعنͬ است I شامل اول آل�های ایده اشتراک ،I آل ایده رادیͺال .١-١-١٩ لم
√
I =

∩
I⊆P∈Spec(R)

P

2 شود. مراجعه ٢٣ صفحه [٣] مرجع به برهان.

از آل�هایی ایده ، n ≥ ٢ که P١, . . . , Pn کنید فرض اول: آل�های ایده از اجتناب قضیه .١-١-٢٠ قضیه

R جمعͬ گروه از زیرگروهͬ S فرضکنید نباشند. اول آن�ها از تا دو حداکثر و باشند R پذیر تعویض حلقه

کنید فرض باشد). R زیرحلقه یا R آل ایده است ممͺن S (مثلا است بسته ضرب به نسبت که باشد

S ⊆
n∪

i=١

Pi

.S ⊆ Pj ، ١ ≤ j ≤ n که jای ازای به صورت این در

2 شود. مراجعه ۶۵ صفحه [٢] مرجع به برهان.

١۶ Radical

٧



هر برای و I ⊆ P اگر مͬ�نامیم، I �آل ایده روی مینیمال اول �آل ایده را P ∈ Spec(R) تعریف١-١-٢١.

.�P = Q آن�گاه ، I ⊆ Q ⊆ P اگر Q ∈ Spec(R)

مͬ�دهیم. Min(I)نشان با را �I مینیمال اول آل�های ایده مجموعه

١٧ اولیه �آل ایده Q �آل ایده باشد. R جابجایی حلقه از سره �آل ایده �Q کنیم فرض .١-١-٢٢ تعریف

هرگاه مͬ�شود، نامیده

∀ a, b ∈ R; ab ∈ Q =⇒ a ∈ Q ∨ ∃ n ∈ N; bn ∈ Q.

Qایده مͬ�گوییم و �Rاست اول �آل ایده ͷی P :=
√
Q آن�گاه باشد اولیه آل ایده ͷیQ اگر .١-١-٢٣ لم

است. اولیه - P �آل

2 شود. مراجعه ١٠٠ صفحه [٣] مرجع به برهان.

Q١, . . . , Qn اولیه آل�های ایده و باشد R جابجایی حلقه از سره آل ایده I کنیم فرض .٢۴-١-١ تعریف

دارد. نام I ١٨ اولیه تجزیه ͷی فوق نمایش صورت این در ،I =
∩n

i=١ Qi که باشند چنان

١ ≤ i ≤ n هر ازای به و باشد I آل ایده اولیه تجزیه ͷی I =
∩n

i=١ Qi کنیم فرض .٢۵-١-١ تعریف

باشد. برقرار زیر شرط دو اگر است، ١٩ مینیمال اولیه تجزیه فوق، اولیه تجزیه صورت این در
√
Qi = Pi

Pi ̸= Pj باشیم: داشته ،i ̸= j که i, j ∈ {١, . . . , n} هر برای (١∩n
i=١,i ̸=j Qi ̸⊆ Qj باشیم: داشته ، ١ ≤ j ≤ n هر برای (٢

است. ٢٠ پذیر تجزیه آل ایده I مͬ�گوییم باشد، داشته اولیه تجزیه I اگر

دارد. مینیمال اولیه تجزیه ͷی پذیر تجزیه آل ایده هر .٢۶-١-١ نکته

و باشد پذیر تجزیه آل ایده ͷی I کنید فرض اولیه: تجزیه یͺتایی قضیه اولین .١-١-٢٧ قضیه

.Pi =
√
Qi کنید فرض ١ ≤ i ≤ n هر برای و باشد I مینیمال اولیه تجزیه ͷی I =

∩n
i=١ Qi

١٧ Primary ideal
١٨ Primary decomposition
١٩ Minimal primary decomposition
٢٠ Decomposable ideal

٨



صورت این در

{
√
I : x | x ∈ R} ∩ Spec(R) = {P١, . . . , Pn}

2 شود. مراجعه ١٠٣ صفحه [٣] منبع به برهان.

و باشد R جابجایی حلقه از پذیر تجزیه �آل ایده I کنیم فرض .١-١-٢٨ تعریف

I = Q١ ∩ · · · ∩Qn ,
√

Qi = Pi (i = ١, . . . , n)

وابسته اول آل�های ایده مجموعه� را {P١, . . . , Pn} مجموعه صورت این در باشد. �I مینیمال اولیه تجزیه

مͬ�نامیم. I به ٢١ وابسته اول �آل�های ایده را ass I �های عضو مͬ�دهیم. نشان ass I با و مͬ�گوییم �I به

این در P ∈ Spec(R) و باشد R نوتری و جابجایی حلقه از سره آلͬ ایده I کنید فرض .١-١-٢٩ لم

اگر تنها و اگر یعنͬ ، (I : a) = P که باشد داشته وجود a ∈ R اگر تنها و اگر ،P ∈ ass I صورت

به�طوری�که باشد داشته وجود λ ∈ R/I

(٠ :R λ) = annR(λ) = P

2 شود. مراجعه ١٧۴ صفحه [٢] مرجع به برهان.

یعنͬ آن�ها، مستقیم٢٢ حاصلضرب باشند، دلخواه حلقه�هایی R١, . . . , Rn کنید فرض .١-١-٣٠ تعریف

و (١ ≤ i ≤ n)xi ∈ Ri که است x = (x١, x٢, ..., xn) دنباله�های تمام مجموعه R =
∏n

i=١ Ri

همانͬ عنصر با جابجایی حلقه�ای Rصورت این در مͬ�شود. گرفته نظر در مولفه�ای ضرب و جمع با همراه

است. (١, ..., ١)

آل�های ایده آن�گاه باشد. R از آلͬ ایده I و اند حلقه دو T و S که R = S × T اگر .١-١-٣١ قضیه

I١ × I٢ ،I٢ ≤ T و I١ ≤ S آل ایده هر برای برعکس و I = I١ × I٢ که موجودند I٢ ≤ T و I١ ≤ S

است. R از آلͬ ایده
٢١ Associated prime ideal
٢٢ Direct product

٩



دهید قرار و باشد R از آلͬ ایده I کنید فرض برهان.

I١ = {x ∈ S;∃ y ∈ T ; (x, y) ∈ I}

I٢ = {y ∈ T ; ∃ x ∈ S; (x, y) ∈ I}

.I = I١ × I٢ علاوه به و اند T و S از آل�هایی ایده ترتیب به I٢ و I١ مͬ�کنیم ثابت

.(x′
, y

′
) ∈ I و (x, y) ∈ I که موجودند قسمͬ به y, y′ ∈ T پس .x, x′ ∈ I١ کنیم فرض

به نسبت I١ پس ،x ± x
′ ∈ I١ بنابراین ،(x, y) ± (x

′
, y

′
) ∈ I مͬ�شود نتیجه است آل ایده I چون و

است. زیرگروه جمع

که است موجود قسمͬ به y ∈ T صورت این در باشند دلخواه r ∈ S و x ∈ I١ کنیم فرض حال

.(x, y) ∈ I

لذا rx ∈ I١ پس ،(rx, y) ∈ I یعنͬ این و
∈S×T︷ ︸︸ ︷
(r, ١) .(x, y) ∈ I مͬ�شود نتیجه I بودن آل ایده طبق

.I = I١ × I٢ مͬ�کنیم ثابت I٢.حال ≤ T مشابها .I١ ≤ S

I١ ⊆ I١×I٢ پس ،(x, y) ∈ I١×I٢ بنابراین .x ∈ I١, y ∈ I٢ تعریف پسطبق ،(x, y) ∈ I فرضکنیم

(x, y
′
) ∈ I که موجودند قسمͬ به y′ ∈ T و x′ ∈ Sپس باشد، دلخواه (x, y) ∈ I١×I٢ فرضکنید حال

داریم: I بودن آل ایده طبق بنابراین .(x′
, y) ∈ I و

∈S×T︷ ︸︸ ︷
(١, ٠) .(x, y

′
) ∈ I و

∈S×T︷ ︸︸ ︷
(٠, ١)(x

′
, y) ∈ I

مͬ�شود نتیجه I بودن آل ایده طبق مجدد و (x, ٠) ∈ I ∧ (٠, y) ∈ I یعنͬ این و

(x, ٠) + (٠, y) = (x, y) ∈ I

.I = I١ × I٢ پس .I١ × I٢ ⊆ I بنابراین

2 است. برقرار وضوح به حͺم باشند، T و S آل�های ایده ترتیب به I٢ و I١ که اگر برعکس

صورت دو از ͬͺی به R از P اول آل ایده هر اند. حلقه دو T و S که R = S × T اگر .١-١-٣٢ قضیه

است. S اول آل ایده ͷی P١ که P = P١×T یا است T اول آل ایده ͷی P٢ که P = S×P٢ است. زیر

١٠



است. اول P که است واضح که باشد فوق صورت�های از ͬͺی به P اگر برهان.

و I١ ≤ S آل�های ایده قبل قضیه طبق صورت این در باشد، S × T اول آل ایده ،P کنیم فرض برعکس:

.P = I١ × I٢ که موجودند I٢ ≤ T

اول I١ مͬ�کنیم ثابت ، I١ ̸= S کنیم فرض .I٢ ̸= T یا I١ ̸= S پس است اکید نتیجه در و اول P چون

.I٢ = T و است

ͷی p که آنجا از و (a, ٠)(b, ٠) ∈ P = I١ × I٢ بنابراین (ab, ٠) ∈ I١ × I٢ پس ab ∈ I١ کنید فرض

است. اول I١ لذا ،b ∈ I١ یا a ∈ I١ یعنͬ این و (b, ٠) ∈ P یا (a, ٠) ∈ P داریم: است، اول آل ایده

مͬ�شود نتیجه است اول آل ایده p که آنجا از پس (٠, ٠) = (٠, ١T )(١S, ٠) ∈ P = I١ × I٢ چون

نتیجه این و ، ١T ∈ I٢ لذا I١ ̸= S چون و ١T ∈ I٢ یا ١S ∈ I١ لذا (١S, ٠) ∈ P یا (٠, ١T ) ∈ P

2 .I٢ = T مͬ�دهد

آل ایده هر آن�گاه باشد حلقه�ها از ضرب حاصل ͷی R = R١ × ... × Rn کنید فرض .١-١-٣٣ قضیه

است. زیر صورت به R از P اول

P = R١ × ...×Ri−١ × Pi ×Ri+١ × ...×Rn

است. Ri حلقه از اولͬ آل ایده آن در Pi که

2 است. واضح برهان حلقه�ها، تعداد ، n روی استقرا و قبل قضیه دو ͷکم با برهان.

از متناهͬ مستقیم حاصلضرب ( یͺریختͬ تقریب (با یͺتایی طور به R آرتینͬ حلقه .٣۴-١-١ قضیه

است. آرتینͬ موضعͬ حلقه�های

2 شود. مراجعه ١٧٨ صفحه [٣] مرجع به برهان.

١١


