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: چکیده
نماد با را آن و کنیم می بیان را G متناهی گروه یک جابجایی درجه�ي مفهوم ابتدا پایان�نامه این در

به گروه، یک دلخواه عضو دو جابجایی احتمال از است عبارت d(G) واقع در می�دهیم. نشان d(G)

درجه�ي مفهوم از تعمیمی سپس .d(G) =
|{(x, y) ∈ G×G | xy = yx}|

|G|٢
داریم، دیگر عبارت

زیرگروه یک نسبی جابجایی درجه�ي مفهوم با را آن و می�آوریم بدست را G متناهی گروه یک جابجایی

می�دهیم. نشان d(H,G) نماد با را مفهوم این می�کنیم. گذاري نام G گروه از H

و G دلخواه عضو یک با H دلخواه عضو یک جابجایی احتمال از است عبارت d(H,G) واقع در

d(G,G) = که شود می دیده براحتی .d(H,G) =
|{(x, y) ∈ H ×G | xy = yx}|

|H||G|
داریم،

توان پوچ درجه�ي n-امین بعلاوه باشد. Z(G) در مشمول اگر تنها و اگر d(H,G) = ١ و d(G)

کرد. خواهیم تعریف را G گروه از H زیرگروه نسبی

جابجایی درجه�هاي همه�ي مجموعه از است عبارت که می�کنیم مطرح D(G)را مفهوم پایان�نامه این در

قضیه چند سپس باشد. می {d(H,G) : H ≤ G} صورت به D(G) و G گروه زیرگروه�هاي نسبی

گروه�هاي جمله از شده شناخته گروه�هاي برخی براي را D(G) نهایت در و می�کنیم اثبات و بیان را

می�کنیم. بیان یافته تعمیم چهارگانی و دووجهی-گاوسی دووجهی،
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مقدمه

داده نشان d(G) نماد با که را G گروه جابجایی درجه�ي باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض

سال در بار اولین مفهوم این می�شود. تعریف G از دلخواه عضو دو جابجایی احتمال صورت به می�شود

این جمله از گرفت. انجام آن مورد در زیادي پژوهش�هاي و شد مطرح Gustafson توسط ١٩٩٣

کارهاي دیگر از کرد. اشاره Lescot اثر جابجایی درجه�ي و مرکزي توسیع�هاي به می�توان پژوهش�ها

یک نسبی جابجایی درجه�ي باشد. می زیرگروه یک نسبی جابجایی درجه�ي زمینه، این در شده انجام

توسط که می�باشد گروه یک جابجایی درجه�ي تعمیم می�شود، داده نشان d(G,H) نماد با که زیرگروه

با H دلخواه عضو یک جابجایی احتمال صورت به و است شده تعریف ٢٠٠٧ سال در عرفانیان آقاي

بررسی به است شده تشکیل فصل چهار از که پایان�نامه این در می�شود. تعریف G دلخواه عضو یک

نیازهایی پیش و مقدمات اول فصل در پرداخت. خواهیم آن به وابسته مفاهیم برخی و فوق مفاهیم

جابجایی درجه�ي مفاهیم دوم فصل در می�کنیم. استفاده آن�ها از بعد فصول در که شود می مطرح

آن�ها بین ارتباط و ( است شده مطرح Hall توسط ١٩۴٠ سال در بار اولین که ) ایزوکلینیسم و

گرفته�ایم. بهره است شده بیان ١٩٩۴ سال در که Lescot یافته�هاي از فصل این در می�شود. بیان

در آن تعریف که نسبی جابجایی درجه�ي عنوان با جابجایی درجه�ي مفهوم از تعمیمی سوم فصل در

داده اختصاص D(G) نام به دیگري مفهوم به چهارم فصل می�دهیم. قرار بررسی مورد شد ذکر بالا

شود می تعریف G زیرگروه�هاي نسبی جابجایی درجه�هاي همه�ي مجموعه�ي صورت به که است شده

قضایاي فصل این ادامه در است. شده معرفی فرخی و عرفانیان برزگر، آقایان توسط ٢٠١٣ سال در و

دووجهی، گروه�هاي مانند شده شناخته مهم گروه�هاي برخی براي را D(G) و می�کنیم بیان را مهمی

می�کنیم. مشخص یافته تعمیم چهارگانی و دووجهی-گاوسی

خ



ن��م��اده��ا ف��ه��رس��ت
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[< a١, a٢ >]

∼
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∼ ارزي ه��م راب��ط��ه�ي ت��ح��ت (a١, a٢) ارزي ه��م رده

ag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g وس��ی��ل��ه ب��ه a م��زدوج

د
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ن��ی��از م��ورد م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف .1 ف��ص��ل 2

م��ق��دم��ه 1-1
�ار ک� �ه ب� �د �ع� ب� �اي �ل�ه� �ص� ف� در �ه ک� �م �ردازی� �ی�پ� م� �ی �ای� �ه�ه� �ی� �ض� ق� �ان �ی� ب� و �ات��ی �دم� �ق� م� �م �ی� �اه� �ف� م� �ادآوري ی� �ه ب� �ل �ص� ف� �ن ای� در

م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در م��ت��ن��اه��ی گ��روه را G پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در م��ی�آی��ن��د.

�م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� CG(a) �ا ب� �ه ک� G در a �از �زس� �رک� م� .a ∈ G و �روه گ� �ک ی� G �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .1.1 �ف �ری� �ع� ت�
ی��ع��ن��ی م��ی�ش��ون��د، ت��ع��وی��ض a ب��ا ک��ه G اع��ض��اي ه��م��ه�ي م��ج��م��وع��ه�ي از اس��ت ع��ب��ارت

CG(a) = {g ∈ G; ag = ga},

�ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� CG(a) = G و �ت اس� G �روه �رگ� زی� CG(a) �ه ک� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �ی �ادگ� س� �ه ب�

.a ∈ Z(G)

ک��ه G در X م��رک��زس��از ب��اش��د. G از دل��خ��واه م��ج��م��وع��ه�اي زی��ر X و گ��روه ی��ک G ک��ن��ی��م ف��رض .2.1 ت��ع��ری��ف
از: اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان CG(X) ب��ا

CG(X) = {g ∈ G; xg = gx, ∀x ∈ X},

زی��رگ��روه ن��ی��ز CG(X) =
∩

x∈X
CG(x) اس��ت، زی��رگ��روه G زی��رگ��روه�ه��اي از دس��ت��ه ه��ر اش��ت��راك چ��ون

اس��ت. G

�ه ک� �وري ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� c ∈ G �ر اگ� �م �ی� �ام� ن� G در a �زدوج م� را b ∈ G �ر �ص� �ن� ع� .3.1 �ف �ری� �ع� ت�
ش��ود: م��ی ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه ک��ه G روي ρ راب��ط��ه�ي ع��لاوه ب��ه .b = c−١ac

ρ = {(a, b) ∈ G×G; اس��ت a م��زدوج b}

از [a] ه��م�ارزي رده�ي م��ی�ش��ود. �ت��ه �اخ� �ن� ش� G روي م��زدوج��ی راب��ط��ه�ي �ن��وان ع� ب��ه �ه ک� اس��ت ه��م�ارزي راب��ط��ه�اي

�ع��داد ت� �ی��ن �ن� �م��چ� ه� �ی��م. �ام� م��ی�ن� a م��زدوج��ی رده�ي را آن و �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان O(a) �ا ی� aG ن��م��اد �ا ب� را ρ راب��ط��ه�ي

م��ی�ن��ام��ی��م. G رده�اي ع��دد را آن و داده ن��ش��ان K(G) ب��ا را G م��زدوج��ی رده�ه��اي ت��م��ام

ی��ع��ن��ی ،G در CG(a) ش��اخ��ص ب��ا اس��ت ب��راب��ر aG م��زدوج��ی رده�ي ان��دازه�ي .4.1 ق��ض��ی��ه

2



ن��ی��از م��ورد م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف .1 ف��ص��ل 3

|aG| = |G : CG(a)|

داری��م: G م��ت��ن��اه��ی گ��روه ب��راي و

|G| = |Z(G)|+
∑

a/∈Z(G)

|G : CG(a)|.

�ه�ي �وع� �م� �ج� م� روي �وع �م� �ج� م� و �ت اس� G �ز �رک� م� Z(G) �ود، �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� رده�اي �ه�ي �ادل� �ع� م� �ه ک� �ه �ادل� �ع� م� �ن ای� در

م��ی�ک��ن��د. ت��غ��ی��ی��ر ن��دارن��د ت��ع��ل��ق Z(G) ب��ه ک��ه م��ت��م��ای��ز م��زدوج��ی رده�ه��اي ن��م��ای��ن��ده�ه��اي ک��ام��ل

�ل �م� ع� X روي G �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� �ی �ه� �ات� ن� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ک ی� X و �روه گ� �ک ی� G �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .5.1 �ف �ری� �ع� ت�
a, b ∈ G ه��ر ب��راي و x ∈ X ه��ر ب��راي ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود · : G×X −→ X ت��اب��ع ه��رگ��اه م��ی�ک��ن��د

ب��اش��ی��م: داش��ت��ه

(ab)؛ · x = a · (b · x) (1

١؛ · x = x (2

م��ی�ک��ن��د: ع��م��ل م��زدوج��ی ص��ورت ب��ه خ��ودش روي G دل��خ��واه گ��روه م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه

∀x ∈ G, ∀g ∈ G, g · x = gxg−١.

داری��م. ن��ی��از آن�ه��ا ب��ه ب��ع��د ف��ص��ل�ه��اي در ک��ه م��ی�پ��ردازی��م گ��روه چ��ن��د م��زدوج��ی رده�ه��اي ی��اف��ت��ن ب��ه ح��ال

�م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �دا �ی� پ� را D٢n �روه گ� �ی �زدوج� م� �اي رده�ه� �ال �ث� م� �ن ای� در .6.1 �ال �ث� م�
�ورت: ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� (n ⩾ ٣) ٢n �ه�ي �ب� �رت� م� از �ی �ه� دووج� �روه گ� �ی �ن� �ع� ی� ،D٢n �روه گ� G

G =
⟨
a, b ; an = b٢ = ١, b−١ab = a−١

⟩
م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی ج��داگ��ان��ه را زوج n و ف��رد n ه��اي ح��ال��ت ،G گ��روه م��زدوج��ی رده�ه��اي ی��اف��ت��ن ب��راي ب��ره��ان.

ف��رد n (1

پ��س ⟨a⟩ ⊆ CG(a
i) چ��ون م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را (١ ≤ i ≤ (n− ٢/(١)ai اب��ت��دا

|G : CG(a
i)| ≤ |G :

⟨
a
⟩
| = ٢.

3
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�ت��ی��ج��ه ن� در و ai ̸= a−i اس��ت ف��رد n چ��ون .{ai, a−i} ⊆ (ai)G ل��ذا و b−١aib = a−i ط��رف��ی از

داری��م: ی��ع��ن��ی |(ai)G| ≥ ٢

٢ ≥ |G : CG(ai)| = |(ai)G| ≥ ٢

.(ai)G = {ai, a−i} و اس��ت ب��رق��رار ت��س��اوي ب��ن��اب��رای��ن

و ai �ر �اص� �ن� ع� �رب ض� �س پ� b−١aib = a−i �ون چ� و ⟨b⟩ ⊆ CG(b) �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را b �ال ح�

ل��ذا ن��ی��س��ت. پ��ذی��ر ت��ع��وی��ض b در (١ ≤ i ≤ n− ١) aib

CG(b) = {١, b}.

n از �ل �ک� �ش� �ت� م� �د �ای� ب� bG پ��س �د �ده�ان� ش� �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در ai �ر �اص� �ن� ع� �ام �م� ت� �ون چ� .|bG| = n �ن �رای� �اب� �ن� ب�

D٢n �ی �ه� دووج� �روه گ� �ب �ی� �رت� ت� �ن ای� �ه ب� .bG = {b, ab, · · · , an−١b} �ی �ن� �ع� ی� �د، �اش� ب� �ر �گ� دی� �ر �ص� �ن� ع�

از: ع��ب��ارت��ن��د ک��ه اس��ت م��زدوج��ی رده�ي (n+ ٢/(٣ داراي ف��رد) n)

{١}, {a, a−١}, · · · , {a(n−١)/٢, a−(n−١)/٢}, {b, ab, · · · , an−١b}.

زوج n (2

دو �ر ه� G در am �از �زس� �رک� م� �س پ� b−١amb = a−m = am �ون چ� .n = ٢m �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف�

�ان �م� ه� G در am �ی �زدوج� م� رده�ي �ن �رای� �اب� �ن� ب� .CG(a
m) = G �ذا ل� و دارد �ر ب� در را b و a �ر �ص� �ن� ع�

.(ai)G = {ai, a−i} ،١ ≤ i ≤ m− ١ ازاي ب��ه ،(١) ح��ال��ت م��ان��ن��د اس��ت. {am}

داری��م: j ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ازاي ب��ه ،b−١ab = a−١ چ��ون

ajba−j = a٢jb, aj(ab)a−j = a٢j+١b.

ب��ن��اب��رای��ن

bG = {a٢jb : ٠ ≤ j ≤ m− ١}, (ab)G = {a٢j+١b : ٠ ≤ j ≤ m− ١}.

�ه ک� �ت اس� �ی �زدوج� م� رده�ي m + ٣ داراي (n = ٢m و زوج n) D٢n �ی �ه� دووج� �روه گ� �ن�رو ای� از

از: ع��ب��ارت��ن��د

4
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{١}, {am}, {a, a−١}, · · · , {am−١, a−m+١}

{a٢jb : ٠ ≤ j ≤ m− ١}, {a٢j+١b : ٠ ≤ j ≤ m− ١}.

□ م��ی�ش��ود. ک��ام��ل ب��ره��ان ن��ت��ی��ج��ه در

ای��ن در .g ∈ Sn و اس��ت Sn در k ط��ول ب��ه (i١ i٢ · · · ik) دوري ج��ای��گ��ش��ت x ک��ن��ی��م ف��رض .7.1 گ��زاره
اس��ت. k ط��ول ب��ه (g(i١) g(i٢) · · · g(ik)) دوري ج��ای��گ��ش��ت g−١xg ص��ورت

□ ک��ن��ی��د. رج��وع [8] م��رج��ع از 12.13 ق��ض��ی��ه ب��ره��ان.ب��ه
�ت اس� {n١, ..., nr} �وع ن� از دوري �ه �زی� �ج� ت� داراي T ∈ Sn �ت �ش� �گ� �ای� ج� �ک ی� �ه ک� �م �ی� �وی� �ف:گ� �ری� �ع� ت�
آن در �ه ک� �ت �وش� ن� nr, ..., n١ �اي �ول�ه� ط� �ا ب� �زا �ج� م� �اي دوره� �رب �ض� �ل� �اص� ح� �ورت ص� �ه ب� را آن �وان �ت� ب� �ر اگ�

.n١ ⩽ n٢ ⩽ ... ⩽ nr

�ه�ي �م� ه� از �ل �ک� �ش� �ت� م� Sn در x �ی �زدوج� م� رده�ي �ورت ص� �ن ای� در ،x ∈ Sn �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� .8.1 �ه �ی� �ض� ق�
اس��ت. ی��ک��ی x دوري ت��ج��زی��ه ن��وع ب��ا آن�ه��ا دوري ت��ج��زی��ه�ي ک��ه اس��ت Sn از ج��ای��گ��ش��ت�ه��ای��ی

م��ی�ن��وی��س��ی��م، م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را x ∈ Sn دل��خ��واه ب��ره��ان.ج��ای��گ��ش��ت

x = (a١ · · · ak١)(b١ · · · bk٢) · · · (c١ · · · cks)

g ∈ Sn ازاي �ه ب� �ل �ب� ق� �زاره�ي گ� �ه ب� �ا �ن� ب� .k١ ≥ k٢ ≥ · · · ≥ ks و �ت اس� �زا �ج� م� �اي دوره� �رب �ض� �ل� �اص� ح� �ه ک�

داری��م:

gxg−١ = g(a١ · · · ak١)g
−١g(b١ · · · bk٢)g

−١ · · · g(c١ · · · cks)g−١

=
(
g(a١) · · · g(ak١)

)(
g(b١) · · · g(bk٢)

)
· · ·
(
g(c١) · · · g(cks)

)
(∗)

دوري �ه�ي �زی� �ج� ت� داراي gxg−١ و x �ه ک� �م داری� �ه �وج� ت� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� x دوري �ه�ي �زی� �ج� ت� را (k١ · · · ks)

ی��ع��ن��ی ب��اش��ن��د، ی��ک��س��ان دوري ت��ج��زی��ه�ي ب��ا دل��خ��واه ج��ای��گ��ش��ت دو y و x اگ��ر دی��گ��ر ط��رف از ه��س��ت��ن��د. ی��ک��س��ان��ی

x = (a١ · · · ak١) · · · (c١ · · · cks)

y = (a′
١ · · · a′

k١
) · · · (c′١ · · · c′ks)

5
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�ون چ� �ی �ت� �ش� �گ� �ای� ج� �اه آن�گ� ( �د �ن� �ت� �س� ه� �زا �ج� م� �اي دوره� �رب ض� �ل �اص� ح� �وق ف� �اي �رب�ه� ض� �ل �اص� ح� �ه ک� )

،(∗) �ه ب� �ا �ن� ب� �ذا ل� و a١ −→ a′
١...cks −→ c′ks آن �ت �ح� ت� �ه ک� �وري ط� �ه ب� دارد �ود وج� g ∈ Sn

□ م��ی�ش��ود. ث��اب��ت ح��ک��م و gxg−١ = y

،{١} دوري ت��ج��زی��ه�ي ب��ا (١) از: ع��ب��ارت��ن��د S٣ م��ت��ق��ارن گ��روه م��زدوج��ی رده�ه��اي .9.1 م��ث��ال
.(٣) دوري ت��ج��زی��ه�ي ب��ا {(١٢٣), (١٣٢)} و (٢) دوري ت��ج��زی��ه�ي ب��ا {(١٢), (١٣), (٢٣)}

م��ی�پ��ردازی��م. G = S۴ گ��روه م��زدوج��ی رده�ه��اي ب��ررس��ی ب��ه م��ث��ال ای��ن در .10.1 م��ث��ال

از: ع��ب��ارت��ن��د آن�ه��ا ن��م��ای��ن��ده�ه��اي ک��ه دارد وج��ود م��زدوج��ی رده�ي پ��ن��ج S۴ ب��ره��ان.در

١, (١٢), (١٢٣), (١٢)(٣۴), (١٢٣۴).

را �ره �ی� غ� و ٣ و ٢ �ول ط� �ه ب� �اي دوره� �داد �ع� ت� �ت اس� �ی �اف� ک� �ی �زدوج� م� �اي رده�ه� �دازه�ي ان� �ن �ت� �اف� ی� �راي ب�

٣ �ول ط� �ه ب� �اي دوره� �داد �ع� ت� .(۴٢) = ۶ �ا ب� �ت اس� �ر �راب� ب� ٢ �ول ط� �ه ب� �اي دوره� �داد �ع� ت� �م. �ی� �اب� �ی� ب�

٣ �ول ط� �ه ب� دوري �اي �ت�ه� �ش� �گ� �ای� ج� �ت �اب� ث� �اي �ه�ه� �ط� �ق� ن� �داد �ع� ت� �را زی� ،۴ × ٢ �ا ب� �ت اس� �ر �راب� ب�

�ت �اب� ث� را �ی �روض� �ف� م� �ه�ي �ط� �ق� ن� �ه ک� دارد �ود وج� ٣ �ول ط� �ه ب� دوري �ت �ش� �گ� �ای� ج� ٢ و �ت اس� ۴ �ر �راب� ب�

و (٢,٢) دوري �ه�ي �زی� �ج� ت� �ا ب� �ر �ص� �ن� ع� ٣ �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �و �ح� ن� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� �د. �ی�دارن� م� �ه �گ� ن�

�ی، �زدوج� م� �اي رده�ه� �ده�ي �ن� �ای� �م� ن� ،S۴ �روه گ� �راي ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� دارد. �ود وج� ۴ �ول ط� �ه ب� دور �ش ش�

از: ع��ب��ارت��ن��د م��رک��زس��ازه��ا م��رت��ب��ه�ي و م��زدوج��ی رده�ه��اي ان��دازه�ي

(g) رده ن��م��ای��ن��ده�ي 1 (12) (123) (34)(12) (1234)
|gG| 1 6 8 3 6

|CG(g)| 24 4 3 8 4
□

.x ̸= ١ و x ∈ An ک��ن��ی��م ف��رض .11.1 گ��زاره

.xSn = xAn آن�گ��اه ب��اش��د پ��ذی��ر ت��ع��وی��ض Sn از ف��رد ج��ای��گ��ش��ت��ی در x ض��رب اگ��ر (1

6
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آن�گ��اه ب��اش��د پ��ذی��ر ت��ع��وی��ض x در آن ض��رب ک��ه ب��اش��د ن��داش��ت��ه وج��ود Sn در ف��ردي ج��ای��گ��ش��ت ه��ی��چ اگ��ر (2

ت��ج��زی��ه (١٢)−١x(١٢) و x ن��م��ای��ن��ده�ه��اي و م��س��اوي ان��دازه�ه��اي ب��ا An م��زدوج��ی رده�ي دو ب��ه xSn

م��ی�ش��ود.

□ ک��ن��ی��د. رج��وع [8] م��رج��ع از 12.17 ق��ض��ی��ه ب��ره��ان.ب��ه

م��ی�پ��ردازی��م. G = A۴ گ��روه م��زدوج��ی رده�ه��اي ب��ررس��ی ب��ه م��ث��ال ای��ن در .12.1 م��ث��ال

�ا ی� (٢,٢) �ان �ش� دوری� �ه�ي �زی� �ج� ت� �ه ک� �ی �ای� �ت�ه� �ش� �گ� �ای� ج� �ه�ي �م� ه� و �ی �ان� �م� ه� �و �ض� ع� از �د �ن� �ارت� �ب� ع� A۴ �ر �اص� �ن� �ان.ع� �ره� ب�
ن��ت��ی��ج��ه ق��ب��ل گ��زاره�ي از اس��ت، پ��ذی��ر ت��ع��وی��ض (١٢) ف��رد ج��ای��گ��ش��ت در (١٢)(٣۴) ض��رب چ��ون اس��ت. (٣)

م��ی�ش��ود:
(١٢)(٣۴)A۴ = (١٢)(٣۴)S۴ = {(١٢)(٣۴), (١٣)(٢۴), (١۴)(٢٣)}.

�ر �ذی� پ� �ض �وی� �ع� ت� (١٢٣) �ت �ش� �گ� �ای� ج� در �ش �رب� ض� �ه ک� �دارد ن� �ود وج� �ردي ف� �ت �ش� �گ� �ای� ج� �چ �ی� ه� �ا ام�

�ود ش� �ی م� �ه �زی� �ج� ت� A۴ �ی �زدوج� م� رده�ي دو �ه ب� (١٢٣)S۴ �ل �ب� ق� �زاره�ي گ� �ه ب� �ا �ن� ب� �ذا ل� �د �اش� ب�

.(١٣٢) و (١٢٣) از �د �ن� �ارت� �ب� ع� �ا ه� آن �اي �ده�ه� �ن� �ای� �م� ن� و �ت اس� ۴ �ا آن�ه� از �دام ک� �ر ه� �دازه�ي ان� �ه ک�

از: ع��ب��ارت��ن��د A۴ م��زدوج��ی رده�ه��اي ب��ن��اب��رای��ن

(g) رده ن��م��ای��ن��ده�ي 1 (34)(12) (123) (132)
|gG| 1 3 4 4

|CG(g)| 12 4 3 3
□

م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را Q٢n گ��روه م��زدوج��ی رده�ه��اي م��ث��ال ای��ن در .13.1 م��ث��ال

ای��ن در �اش��د. ب� (n ≥ ٣) ٢n �ب��ه�ي �رت� م� �ت��ه �اف� ی� �ی��م �م� �ع� ت� �ی��ون �رن� �وات� ک� �ن��ی �ع� ی� ،Q٢n گ��روه G �ی��م �ن� ک� ب��ره��ان.ف��رض
ص��ورت:

G =
⟨
a, b ; a٢

n−١
= ١, a٢n−٢

= b٢ , b−١ab = a−١
⟩
.

رده�ي �ن �رای� �اب� �ن� ب� .CG(a
m) = Q٢n ،b−١amb = a−m = am �ون چ� .٢n−١ = ٢m �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف�

�ون چ� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را ،(١ ≤ i ≤ m− ١) ai �ال ح� اس��ت. {am} �ان �م� ه� Q٢n در am �زدوج��ی م�

.|G : CG(a
i)| ≤ |G :

⟨
a
⟩
| = پ��س٢ ⟨a⟩ ⊆ CG(a

i)

7
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�رای��ن �اب� �ن� ب� و |(ai)G| ≥ ٢ ،ai ̸= a−i چ��ون و {ai, a−i} ⊆ (ai)G ل��ذا و b−١aib = a−i ط��رف��ی از

داری��م: j ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ازاي ب��ه ،b−١ab = a−١ چ��ون .(ai)G = {ai, a−i}

ajba−j = a٢jb, aj(ab)a−j = a٢j−١b.

ب��ن��اب��رای��ن

bG = {a٢jb; ٠ ≤ j ≤ m− ١},

(ab)G = {a٢j+١b; ٠ ≤ j ≤ m− ١}.

از: ع��ب��ارت��ن��د ک��ه اس��ت م��زدوج��ی رده�ي m+ ٣ داراي Q٢n گ��روه رو ای��ن از

{١}, {am}, {a, a−١}, · · · , {am−١, a−m+١}

.{a٢jb; ٠ ≤ j ≤ m− ١}, {a٢j+١b; ٠ ≤ j ≤ m− ١}

□ م��ی�ش��ود. ک��ام��ل ب��ره��ان ب��ن��اب��رای��ن و

را [x, y] = x−١y−١xy �ر �ص� �ن� ع� �ورت ص� �ن ای� در ،x, y ∈ G و �روه گ� ی��ک G �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .14.1 �ری��ف �ع� ت�
داری��م: م��ی�ن��ام��ی��م. ٢ وزن از y, x ج��اب��ج��اگ��ر

[x, y] = x−١y−١xy = x−١xy

آن�گ��اه x١, · · · , xn ∈ G اگ��ر و

[x١, · · · , xn] = [[x١, · · · , xn], xn]

ب��ه ج��اب��ج��اگ��ر زی��رگ��روه�ه��اي ،G از Hi ن��ات��ه��ی زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��اي ب��راي ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ب��اش��د. n وزن از ج��اب��ج��اگ��ر

م��ی�ک��ن��ی��م، ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت

[
H١, H٢

]
=
⟨
[h١, h٢]; h١ ∈ H١ , h٢ ∈ H٢

⟩
[
H١, H٢, ..., Hn

]
=
[
[H١, ..., Hn−١], Hn

].
م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان [A,n B] ب��ا را [A,B,B · · · , B] زی��رگ��روه ب��اش��ن��د، G از زی��رگ��روه�ه��ای��ی B و A اگ��ر
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