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 چکيذه

 ای ثش اعبط  سٚػ رٛاثغ پبيٗ ثشای زً ِغابلً اسرؼابػ  دس ايٓ پبيبْ ٔبِٗ سٚػ خذيذی ِجزٕی ثش سٚػ زً ِؼبدلاد ديفشأغيً پبسٖ

اص اسالٗ ؽذٖ اعذ کٗ ِی رٛاْ رفبٚد ايٓ سٚػ ثب سٚػ ٘بی ِزذاٚي رٛاثغ پبيٗ سا دس اعازفبدٖ   ای اخجبسی ٚاعزبريک ريش٘ب ٚ ففسبد لايٗ

ٔبِٗ اص ِؼبدٌخ رؼبدي ثٗ ػٕٛاْ ِؼبدٌاخ زابکُ   دس سٚػ اسالٗ ؽذٖ دس ايٓ پبيبْ .ِؼبدلاد زبکُ ٚ ؽشايظ ِشصی دأغذ اسضبءرٛاثغ ّ٘ٛاس دس 

ثشای   .ٚسق ِی ؽٛديب  ثش سفزبس عيغزُ اعزفبدٖ ؽذٖ اعذ کٗ ِٛخت اص ثيٓ سفزٓ خغب٘بی ِؼّٛي دس سٚػ ٘بی ِشعَٛ ثشای آٔبٌيض سفزبس ريش

يکای اص  ِای ؽاٛد کاٗ     اسضابء ب، سٚاثظ ّ٘غبصی ثٗ فٛسد دلياك  ٘ رٕؼ ٚ خبثدبيی ِٛضؼی دس ثيٓ لايٗ رؼييٓ يبثی ثٗ دلذ کبفی دسدعذ

ؽشايظ  اسضبءثشای  ای ّ٘چٕيٓ دس سٚػ زبضش اص رجذيً ٚيژٖ. ٘بی ديگش ِسغٛة ِی گشدد ِضايبی ُِٙ سٚػ پيؾٕٙبد ؽذٖ ٔغجذ ثٗ سٚػ

کاٗ دس   یفشضيبد ٚ سٚٔاذ زٍا   .ؽشايظ ِشصی ِخزٍف سا ثشای ِذٌغبصی ِغبلً ِزفبٚد ِّکٓ ِی عبصد ءاسضبزفبدٖ ؽذٖ اعذ کٗ عِشصی ا

ٚ ِغابلً ريش٘اب ٚ     ٘اب  ٘بی زً دس زيغخ ِغبلً کبِپٛصيذ رشيٓ ٚ کبسآِذرشيٓ سٚػ سا ثٗ يکی اص دليك اسالٗ ؽذٖاداِٗ خٛا٘ذ آِذ ، سٚػ 

 .ای رجذيً کشدٖ اعذ ففسبد لايٗ

ٔبِٗ ٔزبيح ثٗ دعذ آِذٖ ثب ٔزبيح ديگاش   بسآِذی سٚػ پيؾٕٙبد ؽذٖ، عؼی ثش آْ ثٛدٖ اعذ کٗ دس عی ايٓ پبيبْثشای ثشسعی دلذ ٚ ک

 .ِٛخٛد دس ِمبيغخ ٔزبيح اعزفبدٖ ؽذٖ اعذ زً ٘بی کلاعيکّ٘چٕيٓ دس فٛسد ٔيبص اص  ،ِسمميٓ دس ايٓ صِيٕٗ ِمبيغٗ گشدد

  



 

 
 

 

 فصل اًل

 هقذهو ً کليبت

 

 

 هقذهو 1-1

دسيبيي ِٛخات رٛخاٗ سٚصافضٚٔاي ثاٗ ايآ گٛٔاٗ ِاٛاد        فٕبيغ شاٚاْ ِٛاد وبِپٛصيزي دس ػٍَٛ ٘ٛا فضب ٚ وبسثشد ف

ٗ ٘بی ِخزٍفی  ّٔٛٔٗدس ٔيّٗ دَٚ لشْ گزؽزٗ  .گشديذٖ اعذ  اص کبِپٛصيذ ٘ب عبخزٗ ٚ ِٛسد اعزفبدٖ لشاس گشفزٗ اعذ کا

ٔظبِی ٚ غيش ٔظابِی اص ِاٛاد کابِپٛصيزی اؽابسٖ      کٛپزش٘ب ٚ ٘ٛاپيّب٘بیي٘ب، ٍ٘ سثبد ٔغً خذيذ ِی رٛاْ ثٗ عبخزٗ ؽذْ

ثٕابثش  . اعزفبدٖ فشاگيش اص ِٛاد کبِپٛصيزی، ػٍُ کبِپٛصيذ سا اص خٍّٗ ػٍَٛ پبيٗ دس فٕبيغ ٘ٛافضب لاشاس دادٖ اعاذ   .ّٔٛد

ثاب   خٙذ  ُ٘ ِی رٛإٔذ  ٘ب ثٗ ُ٘ چغجيذٖ رؾکيً ؽذٖ أذ کٗ ايٓ لايٗ  ِدضااص لايٗ ٘بی  يٓ ِٛاداب، کبِپٛصيذ ٘رؼشيف 

 .يکذيگش لشاس گشفزٗ ثبؽٕذخٙبد ِخزٍف ٔغجذ ثٗ دسيب يکذيگش 

ثٗ خبعش سفزبس ِٕسقش ثٗ ثٗ زغبة ِی آيذ کٗ  پيچيذٖ٘بی  ٘ب اص خٍّٗ آٔبٌيض آٔبٌيض رٕؼ ٚ خبثدبيی دس کبِپٛصيذ 

ٔظاش   فشف" ِثلا. ي ؽٛد٘ب ِٛخت ثٗ ٚخٛد آِذْ خغب دس آٔبٌيض سفزبس ايٓ ِٛاد ِ عبصي سفزبس آْ ، عبدٖای ِٛاد لايٗفشد 

اسالٗ ؽذٖ اعذ، ِٛخت ثٗ دعاذ آِاذْ رغيياش      ٘بي ولاعيه لايٗ اي اص رغييش ؽىً ٘بي ثشؽي ػشضي وٗ دس رئٛسي

ثٗ ّ٘يٓ ػٍذ رئاٛسي ٘ابي رغيياش ؽاىً ٘ابي ثشؽاي       . ؽٛد ٘بي وُ ٚ فشوبٔظ عجيؼي صيبد دس ايٓ گٛٔٗ ِٛاد ِي ؽىً

 دسخٗ اٚي
 يب دسخبد ثبلارش [1] 

رشي اص ِٛاد وبِپٛصيزي اسالاٗ   سٍيً ايٓ ِٛاد اسالٗ ؽذٖ اعذ وٗ سفزبس دليكثشاي ر [2] 

 .ِي دٕ٘ذ

دس ّ٘يٓ . ثبؽذ يکی اص خقٛفيبد ِّٙي وٗ ثبيذ دس وبِپٛصيذ ٘ب دس ٔظش گشفزٗ ؽٛد، چغجٕذگي ثيٓ لايٗ ٘ب ِي

ٗ  خقٛؿ دٚ ِذي ِؼشٚف ثشاي رسٍيً ايٓ گٛٔٗ ِٛاد اسالٗ ؽذٖ اعذ وٗ ثاٗ ٔابَ ٘ابي رئاٛسي راه      ٚ   اي ِؼابدي  لايا

____________________________________________________________ 
Classical Laminated Theory (CLT)     

   First order Shear Deformation Theory (FSDT)  

   Higher order Shear Deformation Theory (HSDT)  

 
  Equivalent Single-Layer Theory (ESLT)  
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 اي رئٛسي چٕذ لايٗ
اي ِؼبدي ِي رٛاْ رغيياش ؽاىً، فشوابٔظ عجيؼاي ٚ ثابس       دس رئٛسي ره لايٗ .[3] ِؼشٚف ؽذٖ أذ 

   ٗ ٘اب   ثسشأي ريش سا ثب دلذ وبفي ثٗ دعذ آٚسد ٌٚي ايٓ رئٛسي فبلذ دلذ لاصَ ثشاي ثٗ دعذ آٚسدْ رإؼ دس ثايٓ لايا

٘بي ِدضا دس  ٘بي ريش يب ففسٗ سا ثٗ فٛسد لايٗ اي گغزشػ پيذا ّٔٛد وٗ لايٗ يٗثبؽذ، ثٗ ّ٘يٓ ػٍذ رئٛسي چٕذ لا ِي

 .ٔظش ِي گيشد

ثشاي ِغبلً دٚ ثؼذي الاعزيغيزٗ اسالٗ گشديذٖ اعذ وٗ ثاٗ عابدگي ايآ     ،ٔبِٗ فشِٛي ثٕذي سٚػ زً دس ايٓ پبيبْ

ٔبِٗ، لايٗ ٘ب ثٗ فاٛسد ِداضا    ايٓ پبيبْ دس سٚػ اسالٗ ؽذٖ دس. ثبؽٕذ سٚاثظ لبثً گغزشػ ثشاي ِغبلً عٗ ثؼذي ٔيض ِي

اي ثب ضشايت ثبثذ ِی ثبؽذ، ثٗ ػٕٛاْ ِؼبدٌٗ زبوُ  ؽٛد ٚ ِؼبدٌٗ رؼبدي کٗ يک ِؼبدٌٗ ديفشأغيً پبسٖ دس ٔظشگشفزٗ ِي

ٗ  سٚاثظ ُ٘ ،ُ٘ چٕيٓ دس سٚٔذ زً. ِي ؽٛد اسضبءثش سفزبس خغُ  ٗ    عبصي ثيٓ لايا ٗ     ٘اب ثاٗ گٛٔا  اي اسالاٗ ؽاذٖ اعاذ وا

٘ابي رواش ؽاذٖ دس     دس ايآ سٚػ، خغاب  . ؽاٛد  اسضابء ٘ب ثٗ فٛسد دليك  ٘ب ثيٓ لايٗ ٘ب ٚ خبثدبيي وٍيٗ رٕؼپيٛعزگی 

٘بي لجٍي اص ثيٓ سفزٗ ٚ زً ٔيّٗ رسٍيٍی ِٕبعجی ثشاي زً ِغبلً دٚ ثؼذي الاعزيغايزٗ ثاب ؽاشايظ ِاشصي ِخزٍاف       سٚػ

 .ؽٛد اسالٗ ِي

اي ثب ضشايت ثبثاذ، رىٕياه اعازفبدٖ اص سٚػ     أغيً پبسٖ٘بي اسالٗ ؽذٖ ثشاي زً ِؼبدلاد ديفش اص خٍّٗ رىٕيه

ٗ      . ثبؽاذ  ِاي   رٛاثغ پبيٗ ِاي ثبؽاذ، ثغايبسي اص ِؾاىلاد ِٛخاٛد        ايآ سٚػ واٗ دس زميماذ ياه سٚػ ثاذْٚ ؽاجى

ْ   . ٘بي ِسذٚد ِبٕٔذ رٌٛيذ ؽجىٗ ِٕبعت سا ثشعشف ِي عابصد  ٘بيي چْٛ سٚػ اٌّبْ سٚػ ٔبِاٗ،   اص ايآ سٚ دس ايآ پبياب

آْ چاٗ سٚػ ِاٛسد   . گشدد ثيبْ ِي ّٔبيیبدٌٗ رؼبدي ثٗ فٛسد يه عشي ِزؾىً اص رشويجي اص رٛاثغ خٛاة ّ٘گٓ ِؼ

٘اب   اعزفبدٖ اص رٛاثغ ّ٘ٛاس دس ثيبْ خاٛاة عبصد،  ٘بي ِزذاٚي رٛاثغ پبيٗ ِزّبيض ِي ٔبِٗ زبضش سا اص سٚػ اعزفبدٖ دس پبيبْ

اص رجذيٍي ٚياژٖ ثاشاي ِسبعاجٗ ايآ ضاشايت       دس آْثبؽذ کٗ  ٔسٖٛ ثشآٚسد ضشايت ثبثذ دس عشي خٛاة ِيچٕيٓ  ٚ ُ٘

ٔٙبياذ ثاٗ    ٘بي ٔيّٗ ثي ٚ دس زً ِغبلً أزؾبس اِٛاج دس ِسيظ [4]ايٓ رجذيً ثشاي اٌٚيٓ ثبس دس ِشخغ . گشدد اعزفبدٖ ِي

 اسضابء ثب اعزفبدٖ اص ايٓ رجذيً، ِسبعجٗ ضشايت دس عشي خٛاة رٕٙب ثش اعابط  . ٘بي ِسذٚد ِؼشفي گشديذ سٚػ اٌّبْ

لاصَ ثٗ رکش اعذ کاٗ  ُ٘ چٕيٓ  .گيشد شايظ ِشصي دس گشٚ٘ي اص ٔمبط دس ٔظش گشفزٗ ؽذٖ ثش سٚي ِشص ٔبزيٗ أدبَ ِيؽ

ٖ  ِزفبٚد ثب رٛاثاغ ِٕفاشد ِاٛسد    کٗس پبيٗ اعزفبدٖ گشديذٖ اعذ ّٔبيی ثٗ ػٕٛاْ رٛاثغ ّ٘ٛادس ايٓ سٚػ اص رٛاثغ    اعازفبد

 .ثبؽذ ٛاثغ پبيٗ ِی٘بی ر ديگش سٚػدس دس زً ِغبلً اٌّبٔٙبي ِشصي 

____________________________________________________________ 
   Layer-Wise Theory (LWT)  

   Method of fundamental solutions  

 
  Meshless methods  
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 هسألوپيطينو علوي   1-2

ٌازا  . ثبؽاذ  ٘بی ِٛخٛد دس ايٓ صِيٕٗ ِی ای ثش ِجٕبی رئٛسی کبس٘بی أدبَ ؽذٖ دس  صِيٕخ زً ريش٘ب ٚ ففسبد لايٗ

 .پشداصيُ ٘بی ِٛخٛد دس صِيٕخ ريش٘ب ٚ ففسبد ِی دس اداِٗ ثٗ ثسث ٚ ثشسعی ِخزقشی پيشاِْٛ ُِٙ رشيٓ رئٛسی

ٖ   دس لغّذ دَٚ ٚ عَٛ . ؽٛد ٘بی ِٛخٛد ثيبْ ِی ثش رئٛسی ای ِمذِٗدس لغّذ اٚي  رٛعاظ   رسميمبد أدابَ ؽاذ

ٗ   ثٗ رشريت دس صِيٕخ زً ِغبلً اعزبريکی ٚ ديٕبِيکی ريش٘اب ،   ِسممبْ ثشربسيخچاٗ سٚػ   ای ٚ دس لغاّذ چٙابسَ ِمذِا

 .گشدد رٛاثغ پبيٗ اسالٗ ِی

 ىبی هٌخٌد بز جئٌری ای هقذهو  1-2-1

ٗ ٘بی زً  سٚػ ٘ابيی ٘غازٕذ کاٗ دٚ ِغائٍخ ِٙاُ سا دس ريش٘اب ٚ        ، سٚػای کبسآِذ دس صِيٕخ ريش٘ب ٚ ففسبد لايا

 :ايٓ دٚ ِغئٍٗ ػجبسرٕذ اص. پٛؽؼ دٕ٘ذ ای ففسبد لايٗ

   ای ٔبّ٘غبٔی ففسٗ( اٌف

  ٔبّ٘غبٔی ػشضی( ة

 :ؽٛٔذ ثٗ فٛسد صيش رؼشيف ِی ]3[غ شخثٕبثش رؼبسيف ِٛخٛد دس ِ کٗ 

 :ای ٔبّ٘غبٔی ففسٗ( اٌف

٘بی اسرٛرشٚپيک رؾکيً ؽذٖ ثبؽٕذ دس آٔبٌيض سفزبس ايآ ِاٛاد، ٔبّ٘غابٔی     اص لايٗ ای دس زبٌزی کٗ ريش٘ب ٚ ففسبد لايٗ

ٗ   -ػٍذ ايٓ پذيذٖ، ٚخٛد خقٛفيبد فيضيکی. آيذ پذيذ ِی ای ففسٗ ثبؽاذ کاٗ    ٘اب ِای   ِکبٔيکی ِزفبٚد دس ثايٓ لايا

ثاٗ ّ٘ايٓ دٌياً    . ش ؽکً ثشؽی اص دسخٗ ثبلارش اص خاٛد ٔؾابْ د٘اذ   ؽٛد ِبدٖ ٔغجذ ثٗ ِٛاد ايضٚرشٚپيک رغيي ِٛخت ِی

ثاٗ ػٕاٛاْ ِثابي    . ؽاٛد  ِای  اعلاق  صيبد ػشضی٘بی ثب رغييش ؽکً  عبصٖ، ای ٘بی عبخزٗ ؽذٖ اص ِٛاد لايٗ ِؼّٛلًا ثٗ عبصٖ

دس خٙابد   کٗ  ُ٘ اکْٕٛ دس فٕبيغ ٘ٛافضب کابسثشد داسٔاذ ٚ داسای ِاذٚي يبٔاف ِزفابٚد      ای ِٛاد کبِپٛصيزی پيؾشفزٗ

 .دٕ٘اذ  سا ٔغجذ ثٗ ِاٛاد ايضٚرشٚپياک اص خاٛد ٔؾابْ ِای      رشی پيچيذٖثبؽٕذ، سفزبس ثشؽی  ِخزٍف ٚ ِذٚي ثشؽی کُ ِی

ثبؽاذ کاٗ ِٛخات ثاٗ      ٘بی ػّٛدی ٚ ثشؽای دس ِياذاْ خبثدابيی ِای     ػٍذ ػّذٖ ايٓ پذيذٖ، اثشگزاسی ّ٘ضِبْ کشٔؼ

  .ؽٛد يک ِیاسرٛرشٚپ ای ِٛاد لايٗٚخٛد آِذْ ِؾکلاد فشاٚأی دس زً 

  

____________________________________________________________ 
   In-plane Anisotropy  (IA)  

   Transverse Anisotropy (TA)  

 
  High Transversly Deformable (HTD)  
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x or y

z

 

x or y

z

 
 (ة) (اٌف)

 ای داسد ثشػ سفزبس پيچيذٖ: ريش چٕذ لايٗ اسرٛرشٚپيک(: اٌف) رغييشاد ثشػ دس ضخبِذ ريش ٚ ای ثشسعی ٔب ّ٘غبٔی ففسٗ 1-1ؽکً 

 اد اسرٛرشٚپيک داسدرشی ٔغجذ ثٗ ِٛ ثشػ سفزبس عبدٖ: ای رک لايٗريش (: ة)

 :ٔبّ٘غبٔی ػشضی( ة

افزذ کٗ دس ايآ زبٌاذ    ٘ب ِزفبٚد ثبؽذ ارفبق ِی دس ٕ٘گبِی کٗ خٕظ لايٗ   يب اثشاد صيگضاگٔبّ٘غبٔی ػشضی 

٘ب ثبػث ثٗ ٚخاٛد آِاذْ رغيياشاد ؽاذيذ دس خٙاذ ؽايت خبثدابيی دس ساعازبی          خقٛفيبد ِزفبٚد ِٛخٛد دس لايٗ

 .اعلاق ِی ؽٛد  دٌيً ثٗ ايٓ گٛٔٗ ِٛاد، ِٛاد ٔبّ٘غبْ ػشضیثٗ ّ٘يٓ . ضخبِذ ِبدٖ ِی گشدد
Z

X or Y

 

X or Y

Z

 
 (ة) (اٌف)

 ريش چٕذ لايٗ اسرٛرشٚپيک(: اٌف) ِمبيغٗ رغييشاد خبثدبيی دس ضخبِذ ريشٚ اثشاد صيگضاگ دس  ػشضیثشسعی ٔب ّ٘غبٔی  2-1ؽکً 

 ای ک لايٗريش ر(: ة)

11 ای رٕؼ ٘بی داخً ففسٗ 22 12
( , , )p    ِی رٛأاذ غياش پيٛعازٗ ثبؽاذ ٌٚای ايآ دس        ای لايٗ دس ِٛاد

 ای ٘بی ثشؽی ثيٓ ففسٗ فٛسری اعذ کٗ ثٕبثش سٚاثظ پيٛعزگی رٕؼ
13 23 33

( , , )n     پيٛعزٗ ثبؽذ کاٗ  ثبيذ

 3-1٘اب، ؽاکً    ذاْ رٕؼ ٚ سٚاثظ پيٛعزگی ثيٓ آْيثشای دسک ثٙزش ِ .گٛيٕذِی   ای ثٗ ايٓ پذيذٖ، پيٛعزگی ثيٓ لايٗ

Zدس ساعزبی 0Cثٗ ٔبَ پيٛعزگی  ب،٘ ايٓ سٚاثظ پيٛعزگی خبثدبيی ٚ رٕؼ دس ثيٓ لايٗ. اسالٗ ؽذٖ اعذ ِؼشٚف ؽذٖ  

____________________________________________________________ 
   Zig-Zag effects  

   Transversly Anisotropic Materials (TAM)  

   Interlaminar Continuity (IC)    

-requirements
0

zC 4 
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 ای ٘ب ٚففسبد لايٗ يبثی ثٗ يک رئٛسی ِٕبعت ثشای زً ِغبلً ريش دعذ [5] کٗ ثٕبثش ِغبٌت اسالٗ ؽذٖ دس ِشخغ اعذ

0ساثغٗ اسضبءثذْٚ 

zC ْثبؽذ پزيش ّٔی اِکب. 

 
  [3] ای ففسٗداخً ففسٗ ٚ ثيٓ ٘بی رٕؼ  ِؤٌفّٗٔبيؼ   3-1ؽکً 

ٖ   ای ايٓ دٚ پذيذٖ خبؿ دس ِٛاد لايٗ ٘ابی ِشثاٛط ثاٗ فافسبد ٚ      ْ رئاٛسی سا دس ثاٗ ٚخاٛد آِاذ    ای ٔماؼ ػّاذ

٘اب سا دس   راٛاْ رفابٚد ػّاذٖ ايآ رئاٛسی      ِای . کٕٕاذ  ٘اب ثابصی ِای    ِسذٚد ٚاثغزٗ ثٗ ايٓ رئٛسی اخضاء٘ب ٚ سٚاثظ  پٛعزٗ

لجاً اص  . ٘ب ٚ ّ٘چٕيٓ دس ِذٌغبصی ِيذاْ خبثدبيی دس ٘ش لايٗ دأغاذ  ِذٌغبصی پيٛعزگی رٕؼ ٚ خبثدبيی دس ثيٓ لايٗ

٘بی  ثٗ ثشسعی ِخزقش سٚػ( اٌف)کبس٘بی أدبَ ؽذٖ رٛعظ ِسمميٓ ثٗ ػٕٛاْ ِمذِٗ دس لغّذ پشداخزٓ ثٗ ربسيخچٗ 

 .پشداصيُ ِیاسالٗ ؽذٖ ٘بی ِخزٍف خبثدبيی  ثٗ ثشسعی ِيذاْ( ة)٘ب ٚدس لغّذ  ِذٌغبصی پيٛعزگی ثيٓ لايٗ

ٗ  ٘بی رئاٛسی   ٘ب ، دٚ ِذي ِؼشٚف ثٗ ٔبَ ثشای زً ِغئٍخ ِذٌغبصی پيٛعزگی ثيٓ لايٗ (الف ِؼابدي  ٚ   ای راک لايا

  .ِؼشفی ؽذٖ اعذ  ای رئٛسی چٕذ لايٗ

 .ثبؽذ ِؼشف ٘ش لايٗ ِی kساثغخ خبثدبيی ٘ش لايٗ ثٗ فٛسد صيش اعذ کٗ دس آْ  ای دس رئٛسی چٕذ لايٗ

(1-1)                                                           1 1
( , , ) ( , ) ( ) ..... ( , ) ( )k k k k kf x y z f x y F z f x y F zn n   
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ِی ؽٛد ٚ رغييشِکبْ ٚ رٕؼ ثشؽای يکغابْ ثاٗ ػٕاٛاْ      اسضبءدس ا يٓ زبٌذ ِؼبدلاد زبکُ دس ٘ش لايٗ خذاگبٔٗ 

 .]6[ؽٛد ِی اسضبء٘ب  يک ليذ دس عغر رّبط لايٗ

 .ؽٛد ِی اسضبء٘ب  ِؼبدٌٗ صيش ثشای کً لايٗ ،ای دس رئٛسی رک لايٗ

(1-2)                                                                    
1 1

( , , ) ( , ) ( ) ..... ( , ) ( )f x y z f x y F z f x y F zn n   

 .ِؼبدي ِؼشفی ؽذٖ اعذ ای ايٓ رئٛسی ثب ػٕٛاْ رئٛسی رک لايٗ ]6[کٗ ثٕب ثش رؼشيف ِٛخٛد دس ِشخغ

زاً فافسبد ٔابصن ثشاعابط رئاٛسی       ،٘ب زً ريش٘ب ٚ ٚسق صِيٕٗ ٘بي اٌٚيخ فٛسد گشفزٗ دس اص خٍّٗ رلاػ (ة

 :ايٓ رئٛسی ثش اعبط فشضيبد صيش ثٕب ؽذٖ اعذ. ٔيض ؽٙشد داسد  ثٗ رئٛسی کلاعيک ٚسقثبؽذ کٗ  ِي  وشؽٙف

 .دس ففسخ ِيبٔي ثؼذ اص رغييش ؽىً ٔيض ِغزميُ ٚ ػّٛد ثش ففسٗ ثبلي ثّبٕٔذ  xyثشداس٘بي ِغزميُ ػّٛد ثش ففسخ (  

 . (zzε =(0ففسبد خبٔجي لبثٍيذ رغييش عٛي ٔذاسٔذ(  

لبثً اغّبك ٘غزٕذ ٚ خغٛط ِغزميُ ػّٛد ثش ففسٗ ِيابٔي پاظ اص رغيياش ؽاکً ٚسق،      xzε ٚyzε٘بي ثشؽي  کشٔؼ(  

 .ِبٕٔذ ّ٘چٕبْ ِغزميُ ثبلي ِي

 :رٛاْ ِيذاْ خبثدبيی سا ثٗ فٛسد صيش رؼشيف ّٔٛد ثٕبثش ايٓ رئٛسی ِی

(1-3)                                                                                                       

0
0

0
0

0 0

( , , )

( , , )

( , , ) ( , )

w
u x y z z u

x

w
v x y z z v

y

w x y z w x y w


  




  



  

 

ٗ   0wؽاٛٔذ ٚ   ٘بي خبثدابيي ؽإبخزٗ ِاي    ثٗ ػٕٛاْ ِؤٌفٗ uٚvٚwکٗ دس ايٓ ساثغٗ اي دس ٚعاظ   خبثدابيي ٔمغا

 .د٘ذ ففسٗ سا ٔؾبْ ِي

ّبْ گٛٔٗ کٗ دس فشضيبد کشؽٙف ثيبْ ؽذ، رئٛسی کلاعيک ٚسق لبدس ثاٗ ثيابْ کاشدْ ِياضاْ کاشٔؼ ثشؽای       ٘

ثبؽذ کٗ ايٓ خٛد ِٛخت ثٗ ٚخٛد آِذْ ٔزبيح ٔبدسعذ دس رسٍياً فافسبد ضاخيُ     ّٔیػشضی يب رٕؼ ثشؽی ػشضی 

 .ؽذ ٚ اعزفبدٖ اص ايٓ رئٛسی سا دس زذ رسٍيً ففسبد ٔبصک ِسذٚد ّٔٛد ِی

 -أذ واٗ ثٕابي آْ ثشاعابط فشضايخ سيغإش      ٓ ِشزٍٗ ِسممبْ عؼي ثش زً ففسبد ضخيُ سا آغبص ّٔٛدٖپظ اص اي

دس ايٓ فشضايٗ ِساذٚديذ    .ايٓ فشضيٗ ِٛخت ثٗ ٚخٛد آِذْ رئٛسی رغييشؽکً ثشؽی ِشرجٗ اٚي ؽذ. ثبؽذ ِي  ِيٕذٌيٓ

____________________________________________________________ 
   Kirchoff’s hypothesis  

 Classical Plate Theory (CPT) 2 

3  Reissner-Mindlin’s hypothesis 



 

 

8 

 

ثاش فافسخ ِيابٔي،     ِٛخٛد دس رئٛسی کلاعيک ٚسق افلاذ ؽاذٖ اعاذ ٚ فاشك ثاش ايآ اعاذ کاٗ فافسبد ػّاٛد         

  .کٕٕذ ردشثٗ ِي  x ٚyسا دس ساعزبی ِسٛس ٘بی  x ٚy٘بي ِغزمً چشخؼ

                           :ِی رٛاْ ِيذاْ خبثدبيی سا دس ايٓ رئٛسی ثٗ فٛسد صيش ٔؾبْ داد

(1-4)                                                                                                         
0

0

0 0

( , , ) ( , )

( , , ) ( , )

( , , ) ( , )

u x y z z x y ux

v x y z z x y vy

w x y z w x y w





 

 

 

 

 .ثبؽٕذ ِي  y ٚxِسٛس٘بي  ثشداس ٔشِبي زٛيچشخؼ ثٗ رشريت  x ٚyوٗ دسآْ 

ؽاٛد کاٗ ثاب خاٛاة      ضخبِذ ففسٗ ِای رئٛسی رغييش ؽکً ثشؽی ِشرجٗ اٚي ِٛخت زقٛي رٕؼ ثشؽی ثبثذ دس 

ايٓ ٔمـ دس ايٓ رئٛسی ثاب  . کٕذ دس رضبد ِی ثبؽذ ٘ب سا ثٗ فٛسد رٛاثغ دسخٗ دٚ ِؼشفی ِی ِؼبدٌٗ رؼبدي کٗ ايٓ رٕؼ

 .فشك ّٔٛدْ ضشايت افلازی ثشای رٕؼ اص ثيٓ سفزٗ اعذ

٘بی ِشرجٗ دٚ ٚ عٗ اؽابسٖ   ٗ رئٛسیرٛاْ ث ٘بی ِشرجخ ثبلارش ففسٗ رٛعؼٗ پيذا کشد کٗ ِی پظ اص ايٓ رئٛسی، رئٛسی

 .٘بيی ثب دسخبد ثبلارش اعزفبدٖ ؽذٖ اعذ ای رشرغييش ِکبْ، اص چٕذ خٍّٗ ٘ب ثشای ثيبْ دليك دس ايٓ رئٛسی. ّٔٛد

ِيذاْ خبثدبيی دس رئٛسی رغييش ؽکً ثشؽای ِشرجاٗ عاَٛ کاٗ رٛعاظ سدی پيؾإٙبد ؽاذٖ اعاذ ثاٗ فاٛسد صياش            

   .]6[ثبؽذ ِی

(1-5)                                                                 

0
0

0
0

0 0

43( , , ) ( , ) ( )( )
23

43( , , ) ( , ) ( )( )
23

( , , ) ( , )

w
u x y z z x y z ux x

xh

w
v x y z z x y z vy y

yh

w x y z w x y w

 

 


    




    



 

 

ثبلارش، ِسمميٓ صيبدی سٚاثظ اخاضاء   ِشارتٗ اٚي ٚ ِشرجپظ اص گغزشػ سٚاثظ ِشثٛط ثٗ رئٛسی رغييش ؽکً ثشؽی 

کٗ سٚاثظ ِشثاٛط ثاٗ ايآ    ٘بيی ثٛد  ِسذٚد سا ثش اعبط ايٓ رئٛسی ٘ب گغزشػ دادٔذ کٗ ثّشٖ آْ ثٗ ٚخٛد آِذْ اٌّبْ

اص . ٘ب ٚخٛد داؽاذ  ٘ش چٕذ ايٓ اٌّبْ ٘ب ثغيبس وبسآِذ ثٛدٔذ ٌٚي ٕ٘ٛص ِؾکلاری دس آْ .ّٔٛدٔذ ٘ب سا اسضبء ِی رئٛسی

  ، ثٗ ٚخٛد آِذْ ِٛد٘بی ٔبفسير خٍّٗ ِؾکلاری کٗ ايٓ دعزٗ اص اٌّبْ ٘ب ثب آْ ِٛاخٗ ثٛدٔذ ِی رٛاْ  ثٗ لفً ثشؽی

٘ب اؽبسٖ ّٔٛد وٗ ّ٘يٓ ِٛضٛع ِسممبْ سا ثشآْ داؽذ وٗ  لاری دس ثٗ دعذ آٚسدْ رٕؼ دس آْ٘ب ٚ ِؾک دس زً اٌّبْ

 .٘ب ِؾىلاد ٔبِجشدٖ ؽذٖ  ٔيض زً ؽذٖ ثبؽٕذ اص فشِٛلاعيْٛ خذيذرشي اعزفبدٖ ّٔبيٕذکٗ دس آْ

____________________________________________________________ 
1  Shear Locking  
2  Spurious modes 
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 ای حل هسبئل اسحبجيک جيزىب ً صفحبت لايو ةجبريخچ  1-2-2

ٗ  ای ففسبد لايٗ٘بی ِخزٍفی ثشا ی زً ريش٘ب ٚ  رکٕيک ِؼابدي اسالاٗ ؽاذٖ اعاذ کاٗ       ای ثش پبيخ رئٛسی رک لايا

ٚ   ]11-12[اٚي ٗ رئٛسی رغييش ؽکً ثشؽای دسخا   ، ]7-9[ ٘بی ثش پبيخ رئٛسی کلاعيک ٚسق سا ثٗ سٚػ ٘ب رٛاْ آْ ِی

 .رئٛسی رغييش ؽکً ثشؽی دسخبد ثبلارش رفکيک ّٔٛد

٘بی ثش پبيخ رغييش ؽکً ثشؽی دسخبد  سٚػ ،ْ ايٓ ٔظشيٗ ٘بدس ِيبگٛٔٗ کٗ دس لغّذ لجً رٛضير دادٖ ؽذ،  ّ٘بْ

ذ ٚ کبٔا   ]14[ ید، س ]13[ٚ ّ٘کبساْ ٌٛ ٘ب رٛعظ  سٚػرؼذاد صيبدی اص ايٓ  رٛخٗ ثيؾزشی لشاس داسٔذ کٗ ِٛسدثبلارش 

ی ثٗ دعاذ  ٘بی ِٕغمی ثشا ٘ب فبلذ خٛاة ايٓ ٔظشيٌٗٚی  ثشای آٔبٌيض ففسبد کبِپٛصيزی اسالٗ ؽذٖ اعذ  ]15[پبٔذيب  ٚ

،  17[ٚ ّ٘کبساْ ٔٛس ،]16[ٚ ّ٘کبساْ  ضفٌسٚ٘بی  ايٓ ِغئٍٗ ِٛخت ؽذ کٗ ثب رلاػ .٘ب ثٛدٔذ آٚسدْ رٕؼ دس ثيٓ لايٗ

ِؼبدلاد رؼابدي،   اسضبءِؼبدي دسخٗ ثبلارش ٚ ثب  ای ثب اعزفبدٖ اص رئٛسی خذيذ رک لايٗ ]18[ٚ ّ٘کبساْ  ٚ ٌٛ ]6[ یدس

ً      کٗ سٚػ ٚخٛد ايٓثب  .ذآيدعذ ثٗ دليك رشی  ٘بی خٛاة راشی   ٘ابی دلياك   ٘بی يبد ؽذٖ ِٛخات ثاٗ دعاذ آِاذْ زا

٘ب دس زً ِغبلٍی کٗ داسای ٕ٘ذعٗ ٚ ثبسگزاسی پيچيذٖ ٘غزٕذ، ٔيبصِٕذ فاشف صِابْ ٚ    ذ، اعزفبدٖ اصايٓ سٚػٔگشد ِی

 .فشاٚأی اعذ خ٘ضيٕ

ٛدی ٚ ثشؽای ٚ ّ٘چٕايٓ   ٘ابی ػّا   پيٛعازگی رإؼ   اسضبءاص ِؼبدلاد الاعزيغيزٗ ِی رٛاْ چٕيٓ ٔزيدٗ گشفذ کٗ 

ثاٗ ّ٘ايٓ دٌياً     .]19-21[يابثی ثاٗ زاً ِٕبعات ِای ثبؽاذ       ٘اب، اص ٍِضِٚابد دعاذ    يکغبْ ثٛدْ رغييشِکبْ دس ثيٓ لايٗ

-27[، کبسسا ٚ دِبعی ]24[، ٚٚ ٚ کٛ ]23[، عٍذارٛ ]22[یداص عشف س ای ٘بی ِخزٍفی ثش پبيخ رئٛسی چٕذ لايٗ سٚػ

٘ابی ٔبؽای اص خّاؼ اسالاٗ      ٘بی لبثً لجٌٛی سا ثشای رغيياش ِکابْ ٚ رإؼ    اةکٗ خٛ ٚ ديگشاْ اسالٗ گشديذٖ اعذ  ]25

 .٘ب ِی ثبؽذ ٘بی ثشؽی دس ثيٓ لايٗ ٔؾذْ پيٛعزگی رٕؼ اسضبء٘ب ٔيض دس  ِؾکً افٍی ايٓ سٚػدٕ٘ذ ٌٚی  ِی

ٛ . اسالٗ ؽاذ   ای دس صِيٕٗ ريش٘ب ٚ ففسبد لايٗ  ثشای سفغ ايٓ ِؾکً ، کلاط خذيذی اص رئٛسی صيگضاگ خاٗ  ثاب ر

ثش اعبط سٚاثظ الاعزيغيزٗ   رٛعظ ٌخٕيزغکی 1935دس عبي صيگضاگ اثزذا  رئٛسی،  ]28[دس ِشخغثٗ ِغبٌت اسالٗ ؽذٖ 

ِيٕذٌيٓ ثاشای فافسبد اسرٛرشٚپياک     -سا ثش اعبط رئٛسی سيغٕش رئٛسی صيگضاگ  ]31[يبِْٚ آِجبسرغٛ ]29[اسالٗ ؽذ

ايآ  . ثيبْ ّٔٛدرئٛسی رغييشؽکً ثشؽی دسخٗ اٚي  ٚصيگضاگ رئٛسی ٔيض سٚػ خٛد سا ثش اعبط دی عيٛٚا  .رٛعؼٗ داد

 . ]31ٚ 32[کبسآِذ ِسغاٛة ِای ؽاٛد    ی٘ب ِی ثبؽذ سٚؽ سٚػ کٗ رؼذاد دسخبد آصادی دس آْ ِغزمً اص رؼذاد لايٗ

اص خٍّاٗ ِسممايٓ ديگاش     .گغزشػ دادٔيض ی ّ٘چٕيٓ رئٛسی خٛد سا ثش اعبط رئٛسی رغييشؽکً ثشؽی دسخبد ثبلارش ٚ

رٛاْ ثٗ آٚسيً اؽبسٖ ّٔٛد کٗ فشَ گغزشدح رئٛسی صيگضاگ سا ثش اعبط رئٛسی رغييشؽکً ثشؽی دسخٗ  صِيٕٗ ِیدس ايٓ 

____________________________________________________________ 
1  Zig-Zag theories (ZZTs)  
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ٚ عاپظ ِاذي    ]34[پظ اص آْ ِذي عٗ ثؼذی سٚػ صيگضاگ رٛعظ پبٔزبٔٛ ٚ آٚسياً اسالاٗ ؽاذ    .]33[ثبلارش اسالٗ ّٔٛد

 .]35[ارغِٛيبْ اسالٗ گشديذشرٛعظ آِج رئٛسی صيگضاگ ثب پيٛعزگی رٕؼ ثشؽی ػشضی ثشای اٌٚيٓ ثبس ای لايٗ

ثشای اٌٚايٓ ثابس رٛعاظ ِابٚ ٚ     ِی ثبؽذ کٗ   ِسذٚد رٕؼ ٘يجشيذ اخضاءسٚػ اص خٍّٗ سٚػ ٘بی لبثً رکش ديگش 

ايآ ِٛضاٛع خاٛد    . خبثدابيی دس ٔظاش گشفزاٗ ِای ؽاٛد     ِياذاْ  رٕؼ ِغزمً اص ِيذاْ  دس ايٓ ٔظشيٗ .ّ٘کبساْ اسالٗ ؽذ

ِسممبْ ديگشی ٔيض دس ايٓ صِيٕٗ ثٗ فؼبٌيذ پشداخزاٗ أاذ   .  ]36[دگشدی الاعزيغيزٗ ِی ٔؾذْ سٚاثظ اعبع اسضبءِٛخت 

 سٚػ سا سٚاثاظ الاعزيغايزٗ ثٕاب ؽاذٖ اعاذ      اسضابء ٔظشيخ اسالٗ ؽذٖ رٛعاظ دصايای ٚ ساِزکابس کاٗ ثاش پبياخ       رٛاْ  کٗ ِی

 .]37[لٍّذاد ّٔٛدکبسآِذی دس ايٓ صِيٕٗ 

ٗ     ذاص ُِٙ رشيٓ فؼبٌي ای دس لغّذ لجً خلافٗ اسالاٗ   ای ٘بی فٛسد گشفزٗ دس صِيٕٗ زاً ريش٘اب ٚ فافسبد لايا

ٗ    ّ٘بْ عٛسکٗ ثيبْ ؽذ، سٚػگشديذ ٚ  ٚخاٛد داسد کاٗ خاٛد     ای ٘بی ِزفبٚری ثشای زً ِغبلً ريش٘اب ٚ فافسبد لايا

 .ثبؽذ ٔؾبٔگش اّ٘يذ ٚ کبسثشد فشاٚاْ ايٓ ِٛاد ِی

 ای وجيزىب ً صفحبت لاي رجعبش اخببریحل هسبئل ا ةجبريخچ  1-2-3

٘ابی فاٛسد گشفزاٗ     ، فؼبٌياذ ای اعزبريک ريش٘ب ٚ ففسبد لايٗ ِغأٌٗدس ِمبيغٗ ثب کبس٘بی أدبَ ؽذٖ ثشای زً 

اسرؼابػ   ِغأٌٗزً  خاص عشف ديگش، دس فٛسری کٗ ثٗ ثشسعی ربسيخچ. ثبؽذ اسرؼبػ ايٓ ِٛاد ٔبچيض ِی ِغأٌٗثشای زً 

ٗ  دس ِمبيغاٗ ثاب   دس رٛخٗ ثيؾزشی ای لايٗ ففسبد  آصاداسرؼبػ  ِغأٌٗيبثيُ کٗ  ايٓ ِٛاد ثپشداصيُ، دس ِی اسرؼابػ   ِغاأٌ

ّ٘بْ عٛس کٗ لجلاًٍٍ ثيبْ ؽذ، ِٛاد کبِپٛصيزی کبسثشد صيبدی دس فٕؼذ ٘ٛافضب داسٔذ . ايٓ گٛٔٗ ِٛاد لشاس داسد  اخجبسی

 .کٕذ ٚچٕذاْ ِیاسرؼبػ اخجبسی ايٓ ِٛاد سا د ِغأٌٗٚ ٚخٛد ثبس٘بی ديٕبِيکی فشاٚاْ دس ايٓ فٕؼذ، اّ٘يذ ثشسعی 

ثبؽاذکٗ ثيؾازش ِسممايٓ ٔياض      ِای   رشيٓ سٚػ ثشسعی ِؼبدلاد زشکذ ريش٘ب ٚ ففسبد، سٚػ آٔبٌيض ِاٛداي  عبدٖ

، ثاش اعابط ايآ سٚػ ٚ رئاٛسی     1975ِيٍش ٚ آداِاض دس عابي    ].39ٚ38[أذ ٘بی خٛد سا ثش پبيٗ ايٓ ٔظشيٗ ثٕب ٔٙبدٖ سٚػ

، 2111ثابٔشخی دس عابي    ].41[٘بی عجيؼی ريش عشٖ اسالٗ ّٔاٛد  کبٔظرغييش ؽکً ثشؽی دسخٗ اٚي، سٚؽی ثشای يبفزٓ فش

دأاف ٚ   ].39ٚ38[دس سٚؽی ِؾبثٗ ٚ ثب دس ٔظاش گاشفزٓ اثاشاد پايچؼ، سٚؽای ثاشای زاً ريش٘ابی عاشٖ اسالاٗ ّٔاٛد           

ٗ  حّ٘کبساْ، ايٓ سٚػ سا ثشای زً ريش٘ابی عاش   ٗ آثشاِاٛي  ثاب اعازفبدٖ اص ايآ سٚػ،     ٚ  ]41[گغازشػ داد  ای پٍا  ِغاأٌ

 .]42[سا رسذ ثبس٘بی گشأؾی ِٛسد ثشسعی لشاس داد ای ؼبػ ريش٘بی عشٖ لايٗاسر

____________________________________________________________ 
1  Hybrid-stress FE method  
2  Free vibration analysis    
3  Forced vibration analysis  
4  Modal analysis 
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ٚ يب ؽشايظ  ٘بی ِزفبٚد ثبؽٕذ ٘بی ِخزٍف ثب عخزی سٚػ آٔبٌيض ِٛداي دس زبٌزی کٗ ريش٘ب يب ففسبد داسای لايٗ

 1997گشگ دس عابي  عبثشاِبٔيبْ ٚ . ثبؽذ ٘بی سضبيزجخؼ ِی ِشصی اص زبٌذ عبدٖ ثٗ پيچيذٖ رجذيً گشدد، فبلذ خٛاة

ٗ ٚ يٕاذ  رٛأغزٕذ ثش ايآ ِؾاکً فابلك آ     ثب اعزفبدٖ اص سٚػ ِبرشيظ أزمبي رياش ثاب ؽاشايظ ِاشصی ِخزٍاف سا زاً        ِغاأٌ

اسرؼابػ آصاد خابسج اص فافسٗ ريش٘ابی      ِغأٌٗ ،٘ب ييٍذيشيُ ٚ کيشاي ٔيض ثب اعزفبدٖ اص ايٓ سٚػ پظ اص آْ  ].43[ّٔبيٕذ

 .]44[ِزمبسْ سا زً ّٔٛدٔذ ای لايٗ

 راأثيش ٘بی ديگاش ِسبعاجٗ خبثدابيی ٚ دٚساْ ريش٘ابی دس ِؼاشك ثبس٘ابی ديٕابِيکی، سٚػ رٛاثاغ          خٍّٗ سٚػاص 

٘بی عجيؼی ٚ ِٛد٘ابی اسرؼابػ    ثش خلاف سٚػ آٔبٌيض ِٛداي، دس ايٓ سٚػ ٔيبصی ثٗ ِسبعجٗ فشکبٔظ. ثبؽذ ِی  خّؼ

دٖ اص ايٓ سٚػ ثشای آٔبٌيض ِٛاد ٔبِزمابسْ ثيؾازش   خّؼ ِغزمً اص ؽشايظ ِشصی ثٛدٖ ٚ اعزفب رأثيشسٚػ رٛاثغ . ثبؽذ ّٔی

ٗ ِسممبْ صيبدی ثب اعازفبدٖ اص ايآ سٚػ   . ثبؽذ اص سٚػ آٔبٌيض ِٛداي ِی سا زاً    ثشٔاٌٛی -اسرؼابػ آصاد رياش اٌٚاش    ِغاأٌ

ٗ     ].46[اؽبسٖ ّٔٛد 2112دس عبي  فشٔبٔذص ٚ ٔبٚاسٚٚ  ]45[أذ کٗ ِی رٛاْ ثٗ پٕی ّٔٛدٖ  افٛي ايآ سٚػ ثاش پبياٗ فشضاي

چٕيٓ ثش پبيٗ رئٛسی رغييش ؽکً ثشؽی دسخٗ اٚي يب دسخبد ثبلارش ثٕب ؽذٖ اعذ کٗ خٛد ٔؾابٔگش ضاؼف    کشؽٙف ٚ ُ٘

 .ثبؽذ ايٓ سٚػ دس زً ريش٘بی ضخيُ ِی

ٗ        گٛٔٗ کٗ رٛضير دادٖ ؽذ، کٍيٗ سٚػ ّ٘بْ  ای ٘بی ِٛخٛد ثاشای آٔابٌيض اسرؼابػ اخجابسی ريش٘اب ٚ فافسبد لايا

کاٗ خاٛد ٔؾابٔگش ٌاضَٚ أدابَ      ٌيض ريش٘ب ٚ ففسبد ضخيُ ثب ؽشايظ ِشصی ِخزٍف ثاٛدٖ  داسای ِؾکلاد صيبدی دس آٔب

 .ثبؽذ رسميمبد ثيؾزش دس ايٓ صِيٕٗ ِی

 رًش جٌابع پبيو ةجبريخچ  1-2-4

ٗ [47]اسالاٗ ؽاذٖ دس ِشخاغ    ثاش اعابط ِغبٌات     ُ     ، سٚػ رٛاثااغ پبيا ِسغااٛة   کاٗ ٔاٛػي سٚػ ِاشصي غيشِغازمي

ايآ دس  . ِيلادي رٛعظ دٚ ِسمك سٚط، اٌکغايذصٖ ٚ کاٛپشادصٖ ِؼشفاي گشدياذ     61ٗ گشدد، اٌٚيٓ ثبس دس اٚاعظ د٘ ِي

ايذٖ افاٍي  . رٛعظ ِيزْٛ ٚ خبٔغْٛ اسالٗ ؽذ 1977ثٕذي کبًِ ايٓ سٚػ ثشاي اٌٚيٓ ثبس دس عبي  زبٌي اعذ کٗ فشِٛي

. ثبؽذ ک عشي ِيثٗ فٛسد ي آْدس ايٓ سٚػ رمشيت خٛاة ِؼبدٌٗ ديفشأغيً ثب رشکيت خغي رٛاثغ فذق کٕٕذٖ دس 

ٗ ثٗ ايٓ رشريت، ثب فذق کشدْ کٍيٗ خّلاد عشي خاٛاة دس ِؼبدٌاٗ ديفشأغايً زابکُ، زاً       اٌٚياٗ ثاٗ فاٛسد     ِغاأٌ

ُ  . يبثاذ  گشدٔذ کب٘ؼ ِاي  اسضبءاي کٗ ؽشايظ ِشصي  ثشآٚسد ضشايت ثبثذ دس عشي خٛاة ثٗ گٛٔٗ راشيٓ   اص خٍّاٗ ِٙا

____________________________________________________________ 
1  Transfer matrix method 

2  Flexibility influence function method    
3  Euler-Bernoulli beam  
4  Indirect boundary method 
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. ثبؽذ ِي ِغأٌٗعبصي  زفبدٖ اص رؼذاد ٔغجزبً کّي ٔمغٗ ثشاي ِذييبثي ثٗ دلذ ِٕبعت ثب اع ٔمبط لٛد دس ايٓ سٚػ، دعذ

ثبؽاذ، کابسثشد آْ دس    گياشي ّٔاي   ثٕذي ٔبزيٗ زً ٚ ياب أزگاشاي    ؽجکٗاص عٛي ديگش، اص آٔدب کٗ دس ايٓ سٚػ ٔيبصي ثٗ 

 . اعذرش  ٘بي ِشصي آعبْ ٘بي ِسذٚد ٚ سٚػ اٌّبْ ٘بيي چْٛ سٚػ اٌّبْ ِمبيغٗ ثب سٚػ

  د ِٛخٛد، ثيؾزشيٓ ِغبلً ِٛسد رٛخٗ ثب اعزفبدٖ اص سٚػ رٛثغ پبيٗ ِغبلً ِمابديش ِاشصي ثيضاٛي   ثش اعبط ِمبلا

راٛاْ ثااٗ ِمبٌاٗ فيااشٚدس ٚ    ٘ابي اخيااش ثاش پبيااٗ ايآ سٚػ ِااي    اص خٍّااٗ رسميمابد فااٛسد گشفزاٗ دس عاابي  . ثاٛدٖ اعاذ  

بياٗ ثاشاي زاً گشٚ٘اي اص ِغابلً      ِمبٌٗ اعزفبدٖ اص سٚػ رٛاثغ پ دس ايٓ[. 47]اؽبسٖ ّٔٛد  1998کبساخٛسخيظ دس عبي 

اي ثاش سٚي سٚػ رٛاثاغ    آٔکٗ دس ايٓ ِمبٌٗ ثشسعي گغازشدٖ ضّٓ . ِمبديش ِشصي ثيضٛي ِٛسد ثشسعي لشاس گشفزٗ اعذ

ّ٘غابْ ثاشاي زاً     ٔياض سٚؽاي  [ 48]دس ِشخاغ  . ٘بي ِؾبثٗ دس عٛي عٗ د٘ٗ گزؽزٗ فاٛسد گشفزاٗ اعاذ    پبيٗ ٚ سٚػ

رٛعاظ ثگِٛاٍٛٔي اسالاٗ      ٘بسِٛٔياک  ؼبدٌٗ افلاذ ؽذٖ ٌٍّ٘ٙٛزض ٚ اپشارٛس ثبيِغبلٍي ثب اپشارٛس٘بي ِخزٍف اص خٍّٗ ِ

 .ؽذٖ اعذ

ِٛسد رٛخٗ لشاس گشفزاٗ   ٚيژٖ ثٗ عٛسزً ِغبلً الاعزيغيزٗ ثب اعزفبدٖ اص سٚػ رٛاثغ پبيٗ اص ديگش ِغبلٍي اعذ کٗ 

 [.49]اؽبسٖ ّٔٛد   2112بساْ دس عبي ّ٘کرٛاْ ثٗ ِمبٌٗ پٌٛيکبط ٚ  اص خٍّٗ رسميمبد اسالٗ ؽذٖ دس ايٓ صِيٕٗ ِي. اعذ

٘ابي ايضٚرشٚپياک اعازفبدٖ     ثؼذي الاعزيغيزٗ ثش سٚي ِسايظ  اي ثشاي زً ِغبلً عٗ دس ايٓ ِمبٌٗ اص رٛاثغ پبيٗ چٕذ خٍّٗ

٘بيي ثب اؽکبي ِخزٍف دس دعزگبٖ  پزيشي آْ دس زً ِغبلً ثش سٚي ٔبزيٗ اص خٍّٗ ِضايبي ايٓ سٚػ أؼغبف. ؽذٖ اعذ

 .ثبؽذ ضيٓ ِيِخزقبد کبسر

دس زبٌااذ  سٚػ رٛاثااغ پبيااٗ سا ثااشاي زااً ِغاابلً دٚ ثؼااذي الاعزيغاايزٗ 2111ثشگااش ٚکاابساخٛسخيظ دس عاابي 

ردضيٗ ٔبزياٗ زاً ثاشاي ِاٛاد      دس ايٓ ِمبٌٗ[. 51]خٕغي ٚ دٚخٕغي ثٗ کبس گشفزٕذ  رکايضٚرشٚپيک ٚ غيشايضٚرشٚپيک 

ٗ ِبٕٔذ سٚػ ِٛسد اعزفبدٖ ثشاي ؽشايظ ِشصي رمشيات  اي اعذ کٗ دس آْ عغر ِؾزشک ِيبْ دٚ ٔبزي دٚخٕغي ثٗ گٛٔٗ

٘ش ٔبزيٗ ثٗ فٛسد خذاگبٔٗ ِٛسد ثشسعي لشاس گشفزٗ ٚ عپظ ثب اػّابي ؽاشايظ پيٛعازگي     ،دس ايٓ سٚػ. ؽٛد صدٖ ِي

 . گشدد خبثدبيي ٚ ٔيشٚ٘بي عغسي دس ِشص ِؾزشک ِيبْ دٚ ٔبزيٗ اسرجبط ِيبْ دٚ لغّذ ثشلشاس ِي

 ٌل آينذهرًش حل ً هححٌاي فص 1-3

ثب سٚؽاي ِؾابثٗ ثاب سٚػ      ای اسرؼبػ اخجبسی ٚ الاعزيغيزٗ ريش٘بی لايٗدس رسميك زبضش زً ِؼبدلاد ديفشأغيً 

ثٗ ػٕٛاْ زاً پبياٗ ِؼابدلاد      ّٔبيیپبيٗ دس کٍيٗ ِغبلً ِٛسد ثشسعي اص رٛاثغ . رٛاثغ پبيٗ ِٛسد ثشسعي لشاس گشفزٗ اعذ

____________________________________________________________ 
1  Elleptic boundary value problems 

2  Biharmonic operators 

3  Exponential functions 
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٘ابي پبياٗ ِؼبدٌاٗ لاصَ اعاذ اص      ثٗ ِٕظاٛس کبِاً ؽاذْ ِدّٛػاٗ خاٛاة     ٘ش چٕذ دس ثشخي ِغبلً، . اعزفبدٖ ؽذٖ اعذ

لاصَ ثٗ رکش اعذ کاٗ دس ايآ ِجساث، ِٕظاٛس اص     . اعزفبدٖ ؽٛد پبيٗ ّٔبيیاي ٔيض دس رشکيت ثب رٛاثغ  ٘بي چٕذ خٍّٗ رشَ

ْ  ّٔبيي ثٛدٖ ٚ ِزفبٚد ثب رٛاثغ ِٕفشد ِٛسد پبيٗ، رٛاثغ پبيٗرٛاثغ  ثاب   ٚ ثبؽاذ  ي ِاشصي ِاي  ٘اب  اعزفبدٖ دس زً ِغبلً اٌّاب

 .ثٗ آٔٙب اؽبسٖ خٛا٘ذ ؽذ پبيٗ ّٔبيیؽٛٔذ کٗ اص ايٓ پظ رٕٙب ثب ٔبَ رٛاثغ  ػٕٛاْ رٛاثغ گشيٓ ّ٘ٛاس ٔيض ؽٕبخزٗ ِي

ثٗ فٛسد يک عاشي ِزؾاکً    ،دس سٚػ اسالٗ ؽذٖ دس ايٓ رسميك، ِسبعجٗ خٛاة ّ٘گٓ ِؼبدلاد ِٛسد ثشسعي

ٗ   پبيٗ ّٔابيی يجي اص رٛاثغ ٚ يب رشک) پبيٗ ّٔبيیاص رشکيت خغي رٛاثغ  آٔچاٗ سٚػ  . گاشدد  ثيابْ ِاي  ( اي ٚ رٛاثاغ چٕذخٍّا

ٔٛع رٛاثاغ پبياٗ ثاٛدٖ کاٗ دس ايآ سٚػ اص رٛاثاغ پبياٗ ّٔابيی          عبصد، ٘بي ِزذاٚي رٛاثغ پبيٗ ِزّبيض ِي زبضش سا اص سٚػ

رٛاثاغ پبياٗ    شديگا ٘ابی   ثاب سٚػ ٔسٖٛ ثشآٚسد ضاشايت ثبثاذ دس عاشي خاٛاة     زبضش دس سٚػ  چٕيٓ اعزفبدٖ ؽذٖ، ُ٘

دس خابسج اص ٔبزياٗ زاً، اص      ٘بي ِزذاٚي رٛاثغ پبيٗ، ثب اعازفبدٖ اص ياک عاشي ٔمابط ِشخاغ      دس سٚػ. ثبؽذ ِيِزفبٚد 

دس سٚػ . ؽاذٖ اعاذ  ثشاي ِسبعجٗ ضشايت ثبثذ اعازفبدٖ    ٚ يب سٚػ زذالً ِشثؼبد  اي ٘بيي چْٛ سٚػ ٔمغٗ سٚػ

ً [ 4]اٌٚايٓ ثابس دس ِشخاغ    ايٓ رجذيً ثاشاي  . گشدد فبدٖ ِيزبضش اص رجذيٍي ٚيژٖ ثشاي ِسبعجٗ ايٓ ضشايت اعز  ٚ دس زا

ثاب اعازفبدٖ اص ايآ رجاذيً،     . ٘بي ِسذٚد ِؼشفاي گشدياذ   ٔٙبيذ ثٗ سٚػ اٌّبْ ٘بي ٔيّٗ ثي ِغبلً أزؾبس اِٛاج دس ِسيظ

سٚي ِشص  ؽشايظ ِشصي دس گشٚ٘ي اص ٔمبط دس ٔظش گشفزٗ ؽذٖ ثش اسضبءِسبعجٗ ضشايت دس عشي خٛاة رٕٙب ثش اعبط 

ٗ   ثب ايٓ ٚخٛد، اعزفبدٖ اص رجذيً اؽبسٖ ؽذٖ دس ِمبيغٗ ثب سٚػ. گيشد ٔبزيٗ أدبَ ِي اي ٚ  ٘بي ِزذاٌٚي چاْٛ سٚػ ٔمغا

 .خٛا٘ذ ؽذ ثٗ آْ پشداخزٗاي اعذ کٗ دس فقً دَٚ ثٗ عٛس کبًِ  يب سٚػ زذالً ِشثؼبد داساي ِضايبي ٚيژٖ

ٔٙبياذ ثاٗ    ٘ابي ٔيّاٗ ثاي    ٌي ثشاي زً ِغبلً پي ثش سٚي ِسيظؽذٖ خٙذ اسالٗ ِذ اص رجذيً اؽبسٖ[ 51]دس ِشخغ 

دس ايٓ ِمبٌٗ اص رکٕيکي خذيذ ثشاي زاً ِغابلً ثاب    . ء ِسذٚد ٚ ثب اعزفبدٖ اص رٛاثغ گشيٓ اعزفبدٖ ؽذٖ اعذاخضاسٚػ 

 . ثبؽذ ٘بي اسالٗ ؽذٖ دس رسميك زبضش ِي ؽشايظ ِشصي ِخزٍظ اعزفبدٖ ؽذٖ اعذ کٗ ثش ِجٕبي يکي اص سٚػ

ٗ  زً ِغبلً ثٗ رشريت  عَٛ ٚيٓ اعبط، دس فقٛي دَٚ ثش ا ايضٚرشٚپياک ٚزاً ِغابلً     ای الاعزيغيزٗ ريش٘ابی لايا

دس فقاً چٙابسَ فاشَ گغازشدٖ      .سٚػ رٛاثغ پبيٗ ِٛسد ثشسعي لشاس گشفزاٗ اعاذ  اعزفبدٖ اص ثب اسرؼبػ اخجبسی ايٓ ِٛاد 

٘ابي ِزؼاذد    ثب اسالاٗ ِثابي   کٍيٗ سٚاثظُ پٕدفقً دس گشدد ٚ  سٚاثظ فقٛي دَٚ ٚ عَٛ ثشای ِٛاد اسرٛرشٚپيک اسالٗ ِی

 .ذ گشفذِٕٛسد ثشسعي لشاس خٛا٘

____________________________________________________________ 
1   Source points 
2 Collocation method 
3 Least-square method   



 

 

 

 

 فصل دًم

 ای جحث ببرىبی اسحبجيکی جيزىبی لايوحل  

 

 

 هقذهو  2-1

ً  . ِٛسد ثشسعی لاشاس گشفزاٗ اعاذ   رسذ ثبس٘بی اعزبريکی  ای دس ايٓ فقً زً  ريش٘بی لايٗ ٗ  دس اثزاذا، زا  ِؼبدٌا

ِؼبدٌٗ ّ٘گآ ثاٗ فاٛسد ياک     ايٓ ثذيٓ ِٕظٛس پبعخ . گيشد يش يک لايٗ ِٛسد ثشسعی لشاس ِیثشای ر ديفشأغيً رؼبدي

٘بی ِخزٍف ثٗ دعذ آٚسدْ ضشايت ايٓ عشی ٚ اسضبء  ٚ ساٖ گشدد ثيبْ ِی( رٛاثغ گشيٓ)عشی ِزؾکً اص رٛاثغ ّٔبيی 

ً ٚ رّٙياذاد لاصَ ثاشای ثاٗ    دس ايٓ ساعزب، ِٕابثغ خغابی ِٛخاٛد دس ايآ زا     . گيشد ؽشايظ ِشصی ِٛسد ثشسعی لشاس ِی

    ٗ ثاب   ای زذالً سعبٔذْ خغب ثٗ عٛس کبًِ ِٛسد ثشسعی لشاس خٛا٘ذ گشفذ ٚ دس أزٙبی فقاً، سٚػ زاً ريش٘ابی لايا

 .گشدد سٚؽی ِؾبثٗ سٚػ رکش ؽذٖ ثشای ريش٘بی يک لايٗ ثيبْ ِی

  حل هعبدلو جعبدل جيز يک لايو  2-2

. ثبؽاذ پيٛعزٗ اص خٍّٗ اٌضاِبد ثغايبسي اص ػٍاَٛ ِٕٙذعاي ِاي     ٘بي ِسبعجٗ ِمبديش رٕؼ ٚ رٛصيغ وشٔؼ دس ِسيظ

٘اب ٚ   ِغابلً خّاؼ دس ٚسق    ٘بي خبؿ چٕيٓ ِغبلٍي سا ِي رٛاْ ؽبًِ ِغبلً دٚثؼذي رٕؼ يب وشٔؼ ِغازٛي،  زبٌذ

واٗ   دس ايٓ ِيبْ، زً ِؼبدٌٗ زبوُ ثش ِغبلً الاعزيغيزٗ ِغزٛي. دأغذ٘ب ٚ ٔيض ِغبلً الاعزيغيزٗ ِزمبسْ ِسٛسي  پٛعزٗ

. گشدد اص خٍّٗ ِّٙزشيٓ ا٘ذاف ِسمميٓ ثاٛدٖ اعاذ   ِؼبدلاد ّ٘ضِبْ دس ػٍَٛ ِٕٙذعي ِسغٛة ِي پشکبسثشدرشيٓاص 

 ايٓ ِؼبدٌٗ ثٗ فٛسد صيش ثيبْ ِي گشدد

(2-1)                                                                                                                    T
S D S U + b = 0 

 ثشاثش ثب ثشداس خبثدبيي  Uِؼبدٌٗ فٛقثٗ عٛسي کٗ دس 

(2-2)                                                                                                                                       
u

v

 
 
 

U  
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ٚb ثبؽذ ثشداس ٔيشٚ٘بي ثذٔٗ ِي. 

(2-3)                                                                                                                           
bx

by

  
 
  

b 

 گشدد ثٗ فٛسد صيش رؼشيف ِي  Sدس ايٓ زبٌذ اپشارٛسٚ  

(2-4)                                                                                                           T

0

0

x y

y x

 
 
 
 
 
  
 

 
 


 
 

S 

ثبؽذ وٗ ثاشاي ياه ِسايظ ّ٘گآ ٚ ايضٚرشٚپياه       ؼ ٘ٛک ِيوشٔ-ٔيض ِبرشيظ عخزي دس ساثغٗ رٕؼ Dِبرشيظٚ 

 بثشاثش اعذ ث

(2-5)                                                                                                          
0

1 2

0
2 1

0 0
3

D D

D D

D

 
 
 
 
 
 

D 

بدٌٗ ديفشأغايً زابوُ ثاش ِغابلً الاعزيغايزٗ ِغازٛي سا ثاٗ        رٛاْ ِؼ ِي( 5-2)رب ( 1-2)ثٗ ايٓ رشريت، ثب رٛخٗ ثٗ سٚاثظ 

 فٛسد صيش ثغظ داد

 (2-6)                                         

 

 

2 2 2

1 3 2 32 2

2 2 2

2 3 3 12 2

D D D D
x y bx y u x

bv y
D D D D

x y x y

   
  

         
      
       

       

0 

دس . ثبؽاذ  ٘بي پيٛعزٗ ِي وٍيذ اعبعي دس آٔبٌيض رٕؼ ٚ ثشسعي رٛصيغ وشٔؼ دس ِسيظ( 6-2) زً ِؼبدٌٗ  ثٕبثشايٓ،

 .ِٛسد ثشسعي لشاس خٛا٘ذ گشفذايٓ ِؼبدٌٗ دس زبٌذ ّ٘گٓ  زً اداِٗ، 

 حل بخص ىوگن خٌاة در هعبدلو الاسحيسيحو   2-3

ثاٗ ايآ ِٕظاٛس    ؽاٛد،   گٛٔٗ کٗ ثيبْ ؽذ، دس سٚػ زبضش ثشای زً ِؼبدلاد اص سٚػ رٛاثغ پبيٗ اعازفبدٖ ِای   ّ٘بْ

 گشدد خٛاة رمشيجي ِؼبدٌٗ ّ٘گٓ ثٗ فٛسد عشي صيش فشك ِي

(2-7)                                                                                                              H
ˆ

c x yi i ie
di

    
 

  

U  

دس عشي فٛق، ثاب  ( ci ٚdi)ٚ ٔيض ساثغٗ ِيبْ ضشايت ثبثذ  i  ٚiدس ايٓ زبٌذ، ثشاي ِسبعجٗ ساثغٗ ِيبْ ضشايت 

bٚ ثب فشك ( 6-2)دس ِؼبدٌٗ  HÛلشاس دادْ =  خٛا٘يُ داؽذ 0
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(2-8)                                             
 

 

2 2
1 3 2 3

2 2
2 3 3 1

D D D D c x yi i i i i i ie
diD D D Di i i i

     

   

       
  

     
 

0 

 ثبؽذ لاصَ اعذ ci  ٚdi٘بي غيشففش ثشاي ضشايت  آٔىٗ ِؼبدٌٗ فٛق داساي خٛاة ثشاي

(2-9)                                                                               
 

 

2 2
1 3 2 3

0
2 2

2 3 3 1

D D D Di i i i

D D D Di i i i

   

   

 


 

 

 آيذ ِيٕبْ فٛق، ِؼبدٌٗ ِؾخقٗ زبفً ثٗ فٛسد صيش ثٗ دعذ ِيثٕبثشايٓ ثب ِسبعجٗ درش

(2-11)                                          
22 2 2 2 2 2

0
1 3 3 1 2 3

D D D D D Di i i i i i          

ٔياض ثبياذ    ci  ٚdiضشايت . ثٗ دعذ خٛا٘ذ آِذ i  ٚiثٗ ايٓ رشريت، ثب زً ِؼبدٌٗ فٛق ساثغٗ ِيبْ ضشايت 

سا ثاٗ ؽاىً صياش     HÛرٛاْ عشي دس ايٓ فٛسد ِي. ثبؽٕذ(  8-2)وٗ ثشداس٘بي ٚيژٖ ِؼبدٌٗ  ؽٛٔذاي أزخبة  ثٗ گٛٔٗ

 ثبصٔٛيغي ّٔٛد

(2-11)                                                                                                   
H
* *ˆ

1

x yi iC ei

   
  

 
U 

دس ساثغٗ فٛق ثشداس 
T

,1 ٌِٗسبعجٗ ثشداس٘ابي ٚياژٖ   ( 11-2)زً ِؼبدٌٗ . ثبؽذ ِي(  8-2)، ثشداس ٚيژٖ ِؼبد ٚ ٗ  ساثغا

 د٘ذ ِيثٗ دعذ  i، i  ٚِمبديش صيش سا ثشاي (  2-8)

(2-12)                                                                                                          i i

i i

  

  

   


   

i i

i i
  

1 دس ساثغٗ ثبلا i ؽٛٔذ پاظ ثاٗ ّ٘ايٓ ػٍاذ      اسی ظب٘ش ِیکشر٘ب ثٗ فٛسد  خٛاة( 11-2) دس ِؼبدٌٗ .بؽذث ِي

 ثبؽذ داسای دٚ خٛاة ديگش ثٗ فٛسد صيش ِی(  7-2)ٗ ساثغ

(2-13)                                                                        1 1 1

2 2 2
H
** **ˆ

a x b y c x yi iC ei a x b y c

     
  

   
U 

Hرٛاْ ثب لشاس دادْ  ِدذداً ِي
**Û  ٌٗثب فشك  (6-2)دس ِؼبد ٚb = اي دس ساثغٗ فٛق  ، ساثغٗ ِيبْ ضشايت چٕذ خ0ٍّٗ

  ثٗ دعذ آٚسدسا ثٗ فٛسد صيش 

(2-14)     
H

H

( , , )** **ˆ
1 1 1

( , , )** **ˆ
1 1 1

x yf a b c i iC a x b y c ei i i

x yg a b c i iC a x b y c ei i i

 
 

 
 

       
            

       


        
            

      

U

U

ii i
i

ii i
i
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ٔٙبيذ  ثبؽٕذ، ثٗ اصاي ِمبديش ِخزٍف ايٓ ضشايت ثي ضشايجي دٌخٛاٖ ِي a،b ٚcثب رٛخٗ ثٗ آٔکٗ دس ساثغٗ فٛق 

ٗ ( 11-2)ٔکاٗ ِؼبدٌاٗ ِؾخقاٗ    آثب ايٓ ٚخاٛد، ثاٗ دٌياً    . آيذ ثٗ دعذ ِي( 14-2)ٗ ساثغدعزٗ خٛاة ثشاي  اي اص  ِؼبدٌا

Hثبؽذ، دس ٔظش گشفزٓ رٕٙاب چٙابس دعازٗ خاٛاة ِغازمً اص يکاذيگش ثاشاي عابخذ عاشي          دسخٗ چٙبس ِي
Û   کفبياذ

( 14-2)دٚ دعزٗ خٛاة ثش عجاك ِؼبدٌاٗ    a،b ٚcثٕبثشايٓ، اص آٔدب کٗ ثٗ اصاي ٘ش أزخبة ثشاي ضشايت  [52].کٕذ ِي

٘ابي فاٛسد    ثشسعاي . اص ضاشايت ِازکٛس ِؼشفاي گاشدد     رشکيت ِغزمً خغاي  يکٚخٛد خٛا٘ذ داؽذ، لاصَ اعذ 

ٗ   a،b ٚcد٘ذ أزخبة ٘ش رشکيت ِغزمً خغي اص ضشايت گشفزٗ ٔؾبْ ِي دس ٘اش دٚ   a ٚbاي کاٗ ِمابديش    ثاٗ گٛٔا

دس زً زبضاش اص  . ّ٘ضِبْ ففش ٔجبؽٕذ، ٔزبيح ِغٍٛثي دس ِسبعجٗ خٛاة ّ٘گٓ ثٗ ّ٘شاٖ خٛا٘ذ داؽذثٗ عٛس رشکيت 

 ؽذٖ اعذرشکيت صيش اعزفبدٖ 

(2-15)                                                                                                           0, 1, 1a b c    

. ِسغااٛة ّٔااٛد ( 15-3)٘ااب دس ِؼبدٌااٗ   رااٛاْ ثااٗ ػٕااٛاْ ثخااؼ گّؾااذٖ خااٛاة      رشکياات دَٚ سا ٔيااض ِااي  

)ِمبديش , , )f a b c  ٚ( , , )g a b c  ٗ1ٚ دس زبٌزي کٗ ( 14-2)دس ساثغ, 0b c a   ثبؽذ ثشاثشٔذ ثب 

                                                           ِغزٛیٔؼ کش ِغأٌٗ (2-16)

 
 

 
 

3
(0,1,1)

1

3
(0,1,1)

1

i i
f

i

i i
g

i

   

 

   

 

    
 




   




i

i
 

                                                                       ِغزٛیرٕؼ  ِغأٌٗ (2-17)

( 3 4 )
(0,1,1)

( 3 4 )
(0,1,1)

if

i

ig

i

 



 



  





  





i

i
 

 ّٔٛدثٗ فٛسد عشي صيش فشك سا ِؼبدٌٗ ّ٘گٓ  رٛاْ خٛاة یٗ خٛاة ثٗ دعذ آِذٖ، ِزثب رٛخٗ ثٗ چٙبس دع
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 ِغزٛیکشٔؼ  ِغأٌٗ (اٌف -2-18)

    
 

 

 
 

H 1 2
1

3

4

ˆ (
1 1

3

1

1
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                                ِغزٛیرٕؼ  ِغأٌٗ (ة -2-18)
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يت ٚضشا iرؼييٓ ِزغيش٘بیثشای 
1i4ربi ٗيش ثشاثش ففش ثبؽذرٕؼ دس ثبلا ٚ پبييٓ رفشك ِی کٕيُ ک 

x

y

y= b

y= a

 
 رٕؼ دس ثبلا ٚ پبييٓ ريش 1-2ؽکً 

ساثغٗ . ؽذٔخٛا٘ذ دا ِغأٌٗی دس زً رأثيشثب ؽذ ِسً دعزگبٖ ِخزقبد  ِؾخـ ِی 1-2عٛسکٗ دس ؽکً  ّ٘بْ 

ثاٛدٖ ٚ ِٕظاٛس اص   x  ٚ yٔؾبْ دادٖ ؽذٖ دس ؽاکً ثابلا ساثغاٗ رإؼ دس ساعازبی      
0

0

n nx y

n ny x

 
 
  
 

T
N ، ِابرشيظ 

زً سٚاثظ ٔؾابْ دادٖ ؽاذٖ دس ؽاکً ِٕداش ثاٗ رؾاکيً       . ثبؽذ ٘بی ٔشِبي عغر ريش ثب ِسٛس٘بی ِخزقبد ِی کغيٕٛط

 فٛسد صيش ٔؾبْ داد ؽذٖ کٗ ِی رٛاْ آٔشا ثٗ 4 × 4يک دعزگبٖ ِؼبدلاد 

 T
N D S U = 0

 T
N D S U = 0
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(2-19)                                                  

       
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   

   

 
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 
 
 

 
 
 

 
 
  
 

0 

َ  iِبرشيظ افٍی فمظ ربثغ ،ِؾخـ اعذ( 19-2)گٛٔٗ کٗ ساثغٗ  ّ٘بْ xieِی ثبؽاذ ٚ راش
  ی دس ساثغاٗ  راأثيش

 سا ثٗ فشَ عبدٖ ؽذٖ صيش ٔيض ٔؾبْ داد( 19-2)ِی رٛاْ ساثغٗ پظ ٔذاسد، ( 2-19)

(2-21)                                                                                                                         i

1

2

3

4

i

i

i

i









 
 
 
 
 
 
 
 
 

A 0 

رشيظرٛاْ ثب ففش لشاس دادْ درشِيٕبْ ِب ثٕبثشايٓ ِی
iA ،i   ثبؽإذ سا ثاٗ    ٘ب سا کٗ ثٗ فٛسد اػذاد ِٛ٘اِٛی ِای

دعذ آٚسد ٚ ُ٘ چٕيٓ ضشايت 
1iرب

4i ِزٕبظش ٘شi ِبرشيظ  پٛچ، ثشاثش فضبی 
iA ثب لشاس دادْ ايآ   .ذٕثبؽ ِی

ٗ        .آيٕذ ِٛد٘بی ِٛسد ٔظش ثٗ دعذ ِی( اٌف ٚ ة -18-2)ضشايت دس سٚاثظ   ٔکزاٗ ِٙاُ دس ايآ لغاّذ ايآ اعاذ کا

سٚ دس سٚػ اسالٗ ؽذٖ دس  آيٕذ، اص ايٓ ٘بی ػذدی ِؼّٛي دس زً ِؼبدلاد ثٗ دعذ ِی ثب اعزفبدٖ اص سٚػ i٘بی سيؾٗ

 . ٘بی ثٗ دعذ آِذٖ ِٕغمی ٚ سضبيزجخؼ ثبؽذ ای رؼييٓ ؽذٖ اعذ کٗ خٛاة ٔبِٗ دلذ ِسبعجبد ثٗ گٛٔٗ پبيبْايٓ 

ٔکزٗ ُِٙ دس سٚٔذ رٛضير دادٖ ؽذٖ ايٓ اعذ کٗ درشِيٕبْ ِبرشيظ 
iA  0ففش رکاشاسی  خسيؾ چٙبسداسای  

ٗ زذ اکثش رب دسخٗ  ای ٘بيی ثٗ فٛسد چٕذ خٍّٗ ٚخٛد سيؾٗثٛدٖ کٗ ايٓ ٔؾبٔگش  اگاش فاشك   ثاشای ِثابي   . ثبؽاذ  ِای  عا

  ثبؽذثٗ فشَ صيش  ای کٕيُ کٗ ايٓ چٕذ خٍّٗ

(2-21)                        
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          
 

          

 

 ٚ      ُ ٓ ا ،ِؼبدٌٗ رؼبدي ٚ سٚاثظ رٕؼ سا دس ثابلا ٚ پابييٓ رياش دس ِاٛسد آْ اسضابء کٕاي ٗ   يا ٘اب اگاش دعازگبٖ     ای چٕاذ خٍّا

 ثٗ فٛسد صيش ِی ثبؽٕذ کشٔؼ ِغزٛی ِغأٌٗ، ثشای ِخزقبد دس ِشکض ريش ثبؽذ

(2-22)                
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2 3 2 3
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 


 
         

 
      
  

 

فاٛسد صياش   خٍّاٗ ثاٗ    ؽاؼ ّ٘گآ داسای   ، عاشی خاٛاة  (  - )ثٕبثش ساثغاٗ  . ثبؽذ ضخبِذ ريش ِی hدس ساثغٗ ثبلا

 .ثبؽذ ِی

____________________________________________________________ 
1  Null space 


