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به: تقدیم

مادر، و پدر

عزیزم برادران و خواهران



قدردانͬ

او های نعمت شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس

او، پاك خاندان و محمˁد بر دورد و سلام و نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند

دشمنان بر پيوسته نفرين و است؛ وجودشان وامدار وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران

رستاخيز... روز تا ايشان

شائبه بͬ زحمات از قدردانͬ مقام در که است آن از اجˁل معلم، منزلت و جایͽاه ͷش بدون

سپاس معلم، از تجلیل که آنجایͬ از اما بنͽاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، ی

به که را هایͬ امانت سلامت و کند مͬ تامین را آفرینش غایت و هدف که است انسانͬ از

المخلوقین من المنعم یشͺر لم من ” باب از و وظیفه حسب بر تضمین؛ اند، سپرده دستش

: ”ˁجل و ˁعز الʓˊه یشͺر لم

عفو قلم من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که بزرگوارم... معلم دو این عزیزم... مادر و ازپدر

یاوری و یار زندگͬ های عرصه تمام در و اند گذشته هایم غفلت کنار از کریمانه و کشیده

اند؛ بوده من برای چشم�داشت بͬ

صدر، سعه کمال در که غفاری�پور انوشیروان دکتر آقای جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از

راهنمایͬ زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با

گرفتند؛ عهده بر را رساله این

رساله این مشاوره زحمت که مردانͬ�فرد، حیدرعلͬ دکتر آقای جناب ، تقوا با و صبور استاد از

رسید؛ نمͬ مطلوب نتیجه به پروژه این ایشان، مساعدت بدون که شدند متقبل حالͬ در را

کمال گروه، کرسͬ محترم ،مدیریت اردلان آرش دکتر آقای جناب دلسوز؛ و فرزانه استاد از و

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد دارم. را قدردانͬ و تشͺر

بر و دارم را سپاس و تشͺر نهایت ،(٩١ خودم(ورودی�های هم�ورودی�های تمامͬ از هم�چنین

و یاری خاطر به بشیری، خادم زهرا خانم سرکار عزیزم هم�کلاسͬ از که مͬ�دانم وظیفه خودم

باشم. داشته را سپاس�گزاری و تشͺر ایشان ارزشمند بͬ�نهایت هم�کاری

روند آقاجانͬ اصغر

١٣٩٣ بهمن



چͺیده

دارای مͬ�آیند به�دست پارامترها برای که عادی برآوردگرهای عمومͬ، رگرسیونͬ مدل در

هستند؛ زیر ویژگͬ�های

هستند. حساس پرت داده�های به نسبت و هستند غیراستوار خیلͬ •

نیستند. دقیق و صحیح برآوردگرها این باشند، دم�سنͽین خطاها توزیع اگر •
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با مͬ�شود. استفاده بیزی برآوردگرهای از برسند، حداقل به معایب این این�که برای بنابراین،

آورد. به�دست را مؤثر و کارا مدل ͷی مͬ�توان بیزی، برآوردگرهای این استوارسازی

که �شده�اند فرض نرمال خطا عبارت�های عمومͬ، رگرسیونͬ مدل کاربردهای از بسیاری در

هستند. عادی واریانس و صفر میانͽین با مستقل توزیع دارای

خطا توزیع هنͽامͬ�که عمومͬ خطͬ مدل در واریانسخطا برآوردکردن مسئله�ی رساله، این در

آمیخته�ی مورد به�ویژه، مͬ�شود. بررسͬ هستند، گاوسین، لزوماً نه متقارن، کروی توزیع دارای

نظر در است، چندمتغیره تͬ-استودنت توزیع منحصربه�فرد و مهم مورد که گاوسین، مقیاسͬ

برآوردگر بهترین اساس بر که برآوردگرهایͬ از کلاس ͷی اشتین، زیان تحت مͬ�شود. گرفته

دوتایͬ تنومندی ویژگͬ کلاس، این مͬ�شود. ساخته مͬ�یابد، بهبود ( پایا بهترین (و نااریب

مینیماکس�بودن و مشابه) تعمیم�یافته�ی پیشین (برای تعمیم�یافته بیز هم�زمان وجود از جالبͬ

دارد. را مقیاسͬ توزیع�های از کاملͬ کلاس روی
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مخاطره تابع و زیان تابع ١�١

منعͺس امͺان حد در آن شده�ی مشاهده مقدار که آماره�ای :١ برآوردگر تعریف .١�١ تعریف

و برآوردگر آماری اصطلاح در آماره�ای چنین به باشد. جمعیت نامعلوم پارامتر واقعͬ کننده�ی

گویند. برآورد را آن شده�ی مشاهده مقدار

پارامتر واقعͬ مقدار به که است برآوردی ”خوب”، برآوردگر ͷی از انتظار اساسͬ�ترین شاید

میزان که است برآوردگری ”خوب” برآوردگر ͷی دیͽر، بیان به باشد. نزدی�ͷتر θ نامعلوم

θ مقدار برآورد δ(X)) است. صفر به ͷنزدی ͷی احتمال با ، δ(X)− θ یعنͬ آن، در خطا

است.) X مقادیر ازای به

که مͬ�شود فرض δ(X) ∈ D هر برای آن�گاه باشد، برآوردگرها تمام کلاس نمایانͽر D اگر

Θ به متعلق X = x یافته�ی براساس δ(X) �شده�ی مشاهده مقدار یعنͬ باشد، δ(X) ∈ Θ

است، Θ به متعلق که δ(X) ممͺن برآورد هر و θ ∈ Θ هر برای که شد خواهد فرض است.

بر θ پارامتر برآورد در را آماردان زیان میزان که دارد وجود -ای L(θ, δ(X)) عددی مقدار

مͬ�گیرد. اندازه δ(X) پایه�ی

به Θ × D از دو�متغیره تابعͬ مͬ�دهند، نشان L با را آن که ٢ زیان تابع حقیقت، در

Estimator١

Loss Function٢

١
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یعنͬ است، غیرمنفͬ حقیقͬ اعداد از زیر�مجموعه�ای

L : Θ×D −→ R+

است. تصادفͬ متغیر ͷی خود L(θ, δ(X)) تابع بنابراین،

از بسیاری در که مͬ�شود گرفته به�کار مسئله، نوع به توجه با متعددی، زیان توابع آمار در

یعنͬ مجهول، پارامتر از تابعͬ برآورد به علاقه�مند θ پارامتر برآورد جای به برآوردیابͬ، مسائل

بود؛ خواهند زیر به�صورت زیان توابع حالت این در هستیم. ،γ(θ)

،γ(θ) برآورد در خطا مربع زیان تابع -

L(θ, δ) = (δ − γ(θ))۲

،γ(θ) برآورد در خطا مربع وزنͬ زیان تابع -

L(θ, δ) = w(θ)(δ − γ(θ))۲, w(θ) > ۰

،γ(θ) برآورد در خطا قدرمطلق زیان تابع -

L(θ, δ) = |δ − γ(θ)|

خطاست قدرمطلق زیان تابع از کلͬ�تر و مͬ�شود تعریف زیر به�صورت که خطͬ زیان تابع -

L(θ, δ) =

 k۰(γ(θ)− δ) γ(θ)− δ ≥ ۰
k۱(δ − γ(θ)) γ(θ)− δ < ۰

- داشت. خواهیم را خطا قدرمطلق زیان تابع ،k۰ = k۱ = ۱ انتخاب با خاص، حالت در

استفاده مورد فرض�ها آزمون در بیشتر و مͬ�شود تعریف زیر به�صورت ،ͷصفروی زیان تابع

است

L(θ, δi) =

 ۰ γ(θ) ∈ Θi

۱ γ(θ) ∈ Θj

i ̸= j
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زیان تابع هر برای که است این ایده�آل است، تصادفͬ متغیر ͷی زیان تابع اینͺه به توجه با

کند. مینͬ�مم را L متوسط که بود -ای δ(X) برآوردگر کردن پیدا به علاقه�مند ، L شده�ی داده

پارامتر برآورد در δ برآوردگر مخاطره تابع را L مقدار متوسط :٣ مخاطره تابع .٢�١ تعریف

به�صورت، آن و گویند γ(θ)

R(θ, δ) = Eθ[L(γ(θ), δ(X))]

مربع میانͽین را مخاطره تابع باشد، خطا مربع زیان، تابع که صورتͬ در مͬ�شود. تعریف

مͬ�نامیم. ۴(MSE)خطا

خانواده از توزیعͬ با تصادفͬ متغیر ͷی X کنید فرض :۵ نااریب برآوردگر .٣�١ تعریف

باشد، زیر توزیع�های

P = {pθ : θ ∈ Θ}

،θ ∈ Θ هر برای اگر مͬ�شود، گفته نااریب γ(θ) برای δ(X) آماره�ی

Eθ[δ(X)] = γ(θ)

،θ ∈ Θ هر برای آنͽاه باشد، γ(θ) برای نااریب برآوردگر ͷی δ(X) اگر که باشید داشته توجه

Eθ[(δ(X)− γ(θ))۲] = Vθ(δ(X))

مینͬ�ماکس و بیز برآوردگرهای ٢�١

است. مخاطره مقدار کمترین دارای یͺنواخت به�طور که است برآوردی آن برآورد ”بهترین”

برای یعنͬ نمͬ�آید. پیش باشد، داشته وجود برآوردگر ”بهترین” آن در که موقعیتͬ متأسفانه امˁا

برآورد، ”بهترین” این امˁا یافت، مͬ�توان را مخاطره کمترین با برآوردی ،θ ثابت مقدار ͷی

کنید). رجوع پارسیان کتاب چهار فصل از ١ مثال به مͬ�کند( تغییر θ مختلف مقادیر برای

Risk Function٣

Mean Square Error ۴

Unbaised Estimator۵
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آمار در دلیل همین به و داد ارائه برآورد ”بهترین” عنوان به نمͬ�توان را برآوردی هیچ بنابراین

برآوردها ابتدا خاص، قانون ͷی اعمال با نتیجه در مͬ�شود، اکتفا بهینه برآوردگرهای یافتن به

دو بیز، اصل و مینͬ�ماکس اصل مͬ�شود. انتخاب مطلوب برآوردگر سپس کرده، مرتب را

روش�اند. این از معمول اصل

بیز و مینͬ�ماکس اصول ١�٢�١

برآوردگر دقّت عدم بͽوییم بهتر یا دقّت، میزان ،δ(X) براساسبرآوردگر γ(θ) پارامتر برآورد در

یعنͬ مخاطره، تابع با

R(θ, δ) = Eθ[L(θ, δ(X))]

به دست�یابͬ به علاقه�مند برآوردیابͬ مسائل در شد، اشاره که همان�گونه مͬ�شود. گرفته اندازه

روش ͷی که شد گفته کند. مینیمم را R(θ, δ) ،θ ∈ Θ هر برای که هستیم δ مانند برآوردگری

دو برآوردگرهاست. بین ترتیبͬ رابطه�ی نوع ͷی برقراری بهینه، برآوردگرهای پیداکردن برای

است. بیز اصل و مینͬ�ماکس اصل برآوردگرها، بین ترتیبͬ رابطه�ای برقراری در اساسͬ روش

آماردان برای ممͺن حالت بدترین رخداد براساس مͬ�تواند برآوردگرها بین ترتیبͬ رابطه�ی ͷی

اگر مͬ�شود داده ترجیح δ۲ برآوردگر به δ۱ برآوردگر دیͽر، به�عبارت شود. گرفته درنظر

max
θ

R(θ, δ۱) ≤ max
θ

R(θ, δ۲)

max
θ

R(θ, δ) مقدار که مͬ�کند بررسͬ را δ از برآوردگری مینͬ�ماکس، اصل موضوع، این پایه�ی بر

یعنͬ مͬ�شود، δm ۶ مینͬ�ماکس برآوردگر انتخاب به منجر δ از انتخابͬ چنین کند. مینͬ�مم را

،δ ∈ D هر برای

max
θ

R(θ, δm) ≤ max
θ

R(θ, δ)

را θ ∈ Θ ازای به برآوردگرها از ممͺن حالات بدترین اصل، این براساس دیͽر، به�عبارتͬ

را مخاطره مقدار کمترین که مͬ�شود اختیار δ آن ممͺن، حالات بدترین بین و گرفته درنظر

ماکزیمم�ها از مجموعه�ای ۶مینͬ�مم
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اصل باشد. یͺتا مینͬ�ماکس برآوردگر ندارد لزومͬ حالت این در که است واضح کند. اختیار

مقدار ،G(θ) نظیر وزنͬ تابع ͷی برای که مͬ�کند بررسͬ را θ از برآوردگری ∫بیز،
Θ

R(θ, δ) dG(θ)

را
∫
Θ
R(θ, δ) dG(θ)مقادیر کلیˁه ، L زیان تابع و G وزنͬ تابع براساس یعنͬ شود. حداقل

مقدار که مͬ�کند انتخاب را δ-ای برآوردگر و مرتب بزرگ به ͷکوچ از ،δ ∈ D هر برای

هر برای یعنͬ مͬ�انجامد، δB(X) بیز برآوردگر انتخاب به که باشد کمتر همه از انتͽرال این

،δ ∈ D ∫برآوردگر
Θ
R(θ, δB) dG(θ) ≤

∫
Θ
R(θ, δ) dG(θ)

پسین توزیع و پیشین توزیع ٢�٢�١

از که مشاهداتͬ اساس بر بیز روش به آماری استنباط مسائل در بیز، اصل ماهیˁت به توجه با

در دیͽر، به�عبارت است. نامعلوم مقدار دارای θ پارامتر مͬ�شود، اختیار توزیع�ها خانواده�ی

فضای آن ممͺن مقادیر که مͬ�شود گرفته درنظر W تصادفͬ مقدار ͷی به�عنوان θ حقیقت،

از و است g(θ) احتمال) چͽالͬ تابع احتمال(یا تابع یا G(θ) توزیع دارای و است Θ پارامتر

مͬ�شود. یاد پیشین) احتمال چͽالͬ تابع (یا پیشین احتمال تابع یا پیشین٧ توزیع عنوان با آن

ͷی به�عنوان δ انتخاب در بیزی مخاطره�ی تابع حالت، این در شد، گفته که آنچه به توجه با

مͬ�شود، نمایش�داده r(G, δ) نماد با آن که ، L زیان تابع و G پیشین توزیع به نسبت برآوردگر

با؛ است برابر

r(G, δ) = EE[W, δ(X)]

= E[R(W, δ)]

=

∫
Θ

R(θ, δ) dG(θ) (١-١)

برآوردگر از حالت، این در کند. مینͬ�مم را (١-١) مقدار که هستیم δB برآوردگر دنبال به و

مͬ�شود. یاد L زیان تحت G پیشین توزیع به نسبت γ(θ) بیز برآوردگر عنوان با δB(X)

Prior Distribution٧
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خانواده�ی از که دارد θ پارامتر به ͬͽبست آزمایش احتمالͬ مدل که مͬ�شود فرض بنابراین

فرض همچنین است، {fθ : θ ∈ Θ} چͽالͬ�های خانواده�ی با {Fθ : θ ∈ Θ} توزیع�های

یا G(θ) معلوم توزیع با W مثلا́ تصادفͬ، متغیر ͷی شده�ی مشاهده مقدار خود θ که مͬ�شود

fθ(.) حالت، این در مͬ�کنیم. یاد W پیشین توزیع نام با آن از که است، g(θ) معلوم چͽالͬ

و X توأم چͽالͬ و کرده تلقͬ W = θ شرط به X متغیر شرطͬ چͽالͬ عنوان به مͬ�توان را

آورد: به�دست زیر رابطه از را W

fX,W (x, θ) = fX|W=θ(x)g(θ) (١-٢)

یاد W پسین٨ توزیع نام با آن از که است، محاسبه قابل X = x شرط به W شرطͬ توزیع

است، محاسبه قابل زیر به�صورت که است پسین چͽالͬ دارای W پسین توزیع مͬ�کنیم.

gW |X=x(θ) =
fX,W (x.θ)

fX(x)

که به�طوری است، X کناری٩ احتمال) تابع (یا احتمال چͽالͬ تابع fX(.) آن در که

fX(x) =

∫
Θ

fθ(x) dG(θ) =


∑

θ fX,W (x, θ) باشد گسسته W∫
Θ
fX,θ(x, θ) d(θ) باشد پیوسته W

کرد، بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را پسین چͽالͬ بنابراین

gW |X=x(θ) = g(θ|x) = fθ(x)g(θ)∫
Θ fθ(x) dG(θ)

محاسبه�ی در بنابراین ندارد. θ به ͬͽبست fX(x) =
∫
Θ
fθ(x) dG(θ) که باشید داشته -توجه

و گرفته نظر در fθ(x)g(θ) حاصل�ضرب با متناسب را g(θ|x) است کافͬ پسین، چͽالͬ

درآورد. معمول١٠ͬ و عادی به�صورت را آن سپس

Posterior Distribution٨

Marginal٩

Normalized١٠
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آن در که Beta(α, β) پیشین توزیع و θ ∈ (۰,۱) ،X ∼ B(n, θ) کنید فرض .۴�١ مثال

کنید. معلوم را پسین توزیع معلوم�اند. β > ۰ ، α > ۰
حل:

fθ(x) =
(
n
x

)
θx(۱− θ)n−x x = ۰,۱, ..., n

g(θ) = ۱
B(α,β)

θα−۱(۱− θ)β−۱ ۰ < θ < ۱
fθ(x) ∝ θx(۱− θ)n−x, g(θ) ∝ θα−۱(۱− θ)β−۱

g(θ|x) ∝ θx(۱− θ)n−xθα−۱(۱− θ)β−۱ = θx+α−۱(۱− θ)n+β−x−۱

⇒ g(θ|x) = ۱
B(α+x,n+β−x)

θx+α−۱(۱− θ)n+β−x−۱

و

θ|x ∼ Beta(α + x, n+ β − x)

□

کارخانه ͷی که لامپ�هایͬ تمام به سالم لامپ�های تعداد نسبت θ کنید فرض .۵�١ مثال

است؛ زیر پیشین چͽالͬ دارای θ که است باور این بر کارخانه آماردان باشد. مͬ�کند، تولید

θ ٠.١ ٠.٢

احتمال ٠.۶ ٠.۴

و θ پسین چͽالͬ شود، مشاهده ناسالم لامپ ͷی ۵تایͬ تصادفͬ نمونه�ی ͷی در هرگاه

کنید. پیدا θ برای مناسب برآوردی

حل:

در که دارد وجود X ∼ B(۱, θ) از X = (X۱, ..., X۵) تصادفͬ نمونه�ی ͷی حقیقت در

یافته�ی و مͬ�باشد دوجمله�ای توزیع دارای آماره این است. خلاصه�شده S =
∑۵

i=۱ xi آماره�ی

است. s = ۱ آن

پسین چͽالͬ این محاسبه�ی برای مͬ�باشد. پسین چͽالͬ حͺم در g(θ|S = ۱) شرطͬ چͽالͬ

مͬ�شود: گرفته درنظر زیر پیشامدهای گسسته،
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θ = ۰٫۱ این�که پیشامد A۱

θ = ۰٫۲ این�که پیشامد A۲

S = ۱ این�که پیشامد B

مͬ�دانیم شود. پیدا بیز فرمول یا شرطͬ احتمال یاری با p(A۲|B) و p(A۱|B) باید بنابراین

که:

p(A۱|B) =
p(A۱ ∩B)

p(B)
=

p(B|A۱)p(A۱)
p(B|A۱)p(A۱) + p(B|A۲)p(A۲)

:θ پیشین چͽالͬ طبق

p(A۱) = p(θ = ۰٫۱) = ۰٫۶

p(A۲) = p(θ = ۰٫۲) = ۰٫۴

پس است، دوجمله�ای توزیع دارای S چون

p(B|A۱) = p(S = ۱|θ = ۰٫۱) =

 ۵
۱

 (۰٫۱)۱(۰٫۹)۴ = ۰٫۳۲۸

p(B|A۲) = p(S = ۱|θ = ۰٫۲) =

 ۵
۱

 (۰٫۲)۱(۰٫۸)۴ = ۰٫۴۰۹

نتیجه در

p(A۱|B) =
(۰٫۳۲۸×۰٫۶)

(۰٫۳۲۸×۰٫۶) + (۰٫۴۰۹×۰٫۴) = ۰٫۵۴۵

p(A۲|B) = ۱−۰٫۵۴۵ = ۰٫۴۵۵

چͽالͬ از استفاده با برآورد این مͬ�باشد. θ برای معقول برآوردی ،θ پسین توزیع میانͽین

مͬ�شود: پسین

E(θ|B) = (۰٫۱×۰٫۵۴۵) + (۰٫۲×۰٫۴۵۵) = ۰٫۱۴۵


