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(س) الزهراء دانشاه

تهران



ماست. امید تنها واپسینش خورشید که او به تقدیم

عزیزم مادر و پدر به تقدیم و

وجودشان و بوده رنج همه برایشان وجودم که آنان

برسم. توان به تا رفت توانشان مهر، همه برایم

که آنان بماند. سپید رویم تا گشت سپید موهایشان

رویشان روشن و کلامشان گرم نگاهشان، فروغ

که آنان است. من زندگ جاودان های سرمایه

یافت. تجل قامتشان ستگش در قامتم راست

باد. استوار همواره وجودشان سرو

ب



تشر و تقدیر

شاگردی جز نامه پایان این نگارش در حقیر این سهم تردید بی

هستیم شل این به آن رسیدن ثمر به شاهد اگر و نبود چیزی

میسر بهمردی داریوش دکتر آقای جناب های راهنمایی از جز

نیز ربیع مریم دکتر خانم سرکار دریغ بی ی مشاوره نبود.

را پژوهش این بردن پایان برای پیشرفت های گام پیمودن

کوروش دکتر آقای جناب فرزانه داوران از بخشید. تسریع

خود، ی سازنده انتقادات با که بهروزی فرید دکتر و نوروزی

سپاسزارم. نیز نمودند گوشزد را پژوهش این ضعف نقاط

پ



چیده

این مر گیریم، م نظر در حقیق باناخ فضای را باناخ فضاهای نامه پایان این در
فضا روی كه جدیدی های نرم همچنین باشد. شده ذكر آن خلاف صراحت به كه

معادلند. فضا آن روی متعارف نرم با كنیم م معرف
نشان و پردازیم م فضاها این بین ارتباط و مدور فضاهای تعریف به سپس
نیستند، مدور خود استاندارد نرم با كه دارند وجود زیادی باناخ فضاهای دهیم م
مدور فضا نرم این با كه گرفت نظر در آن روی را جدیدی نرم توان م حال این با

باشد.
از نقطه هر هرگاه دهیم م نشان و كنیم م معرف را مدور نقاط بعد فصل در
به و است مدور X فضای گاه آن باشد، مدور نقطه یك X باناخ فضای واحد كره
مدور تقریباً باناخ فضای كه دهیم م نشان فصل دو این تعاریف و قضایا كمك
نیست. موضع ینواخت مدور ضعیف طور به كه دارد وجود موضع ینواخت

[۶] مرجع است شده تدوین آن کم به نامه پایان این که منبع، ترين اصل
باشد. م

مدور، فضای مدور، نقطه شده، نمایان وجه شده، نمایان نقطه کلیدی: واژه�های
مدور. خیل فضای و موضع ینواخت مدور فضای

ت
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مقدمه

جهت وی اصل كار عنوان به ١ كلاركسون توسط ١٩٣۶ سال در مدور فضاهای
فضاهای ، p > ۱ هر ازای به كه داد نشان او گردید. معرف دكترا ی دانشنامه اخذ
نرم ی پذیر جدایی باناخ فضای هر كه كرد بیان و هستند ینواخت مدور Lp

پذیرد. م مدور
انعكاس ینواخت، مدور فضای هر كه داد نشان ٢ پتیس ،١٩٣٩ سال در سپس

باشد. م
مدور اثبات برای تری ساده روش كلاركسون، كار پیرو ٣ بوس ١٩۴٠ سال در

كرد. ارائه Lp فضاهای بودن ینواخت
فضاها از ای دسته فضاها، این به متفاوت نگرش با ۴ دی مالون ،١٩۴٠ سال در
ی حول ینواخت مدور همچنین وی مشخصكرد. را نیستند ینواخت مدور كه
ینواخت مدور b۰ نقطه حول B مجموعه اگر كه داد نشان و كرد تعریف را نقطه
را فضایی همچنین است. یریخت ینواخت مدور فضای ی با B گاه، ن آ باشد

نباشد. یریخت نواختی مدور فضای هیچ با كه كرد معرف
كرد. تعریف را نقطه ی اطراف موضع ینواخت مدور ١٩۴٣ سال در دی مالون
هرگاه است، موضع ینواخت مدور b۰ نقطه اطراف X فضای تعریف این بنابر

كند. صدق ینواخت مدور شرط در كه باشد داشته وجود b۰ حول ای كره
را ۶ بیرخوف به منسوب ۵ ارگودی قضیه اخیر، مطالب از كاربردی عنوان به وی

١J. A. Clarkson
٢B. j. Pettis
٣R. K. Bose
۴M. M. Day
۵Ergodic
۶J. D. Birkhoff

چ



ح مطالب فهرست

شرط سپس او كرد. ثابت نیستند ینواخت مدور كه فضاهایی از ای دسته برای
داد نشان و كرد بیان را فضاها از ای رده بودن ینواخت مدور برای كاف و لازم

پذیرد. م مدور نرم ی X∗ گاه آن باشد پذیر جدایی X فضای اگر كه
مشتق قویاً نرمهای و موضع ینواخت مدور بررس به ٧ لواگلیا ،١٩۵۵ سال در

پرداخت. فضاها آن روی پذیر
مشخص را فضا بودن ینواخت مدور برای معادل شرط دو ٨ ریف ،٢٠٠٠ سال در

كرد.
و گردید ریاضیات وارد ١٩٣۶ سال از ینواخت مدور فضاهای كردید، ملاحظه

كرد. جلب خود به را ریاضیدانان برخ نظر و گرفت وسعت كه نپایید چندی
اخير سالهای در و شدند تقریب نظریه وارد فضاها این كه نكشید طول همچنین

اند. گرفته قرار بررس مورد

٧A. R. Lovaglia
٨J. Reif



١ فصل

نیاز پیش

مقدمه ١.١

خواننده كه كنيم م مرور را حقيق و تابع آناليز از مقدمات مفاهيم فصل این در
ها آن به نامه پايان اين طول در ما و است بوده آشنا ها آن با اين از پيش احتمالا
قضایا و ها لم اکثر مطالب، اين با خواننده بودن آشنا فرض با كنيم. م استناد
از قضایا آن که مراجع قضایا، از ی هر مقابل در اما آوریم. م اثبات بدون را
برای بتواند خواننده تا است آمده قضیه شماره دقیق ذکر با است، شده اخذ ها آن

کند. رجوع مراجع این به تر دقیق مطالعه
كنیم ثابتم lp فضای روی را هایی نامساوی [٨] مرجع به توجه با (١.١) گزاره در
است. ینواخت مدور lp فضای كه دهیم م نشان بعد فصل در ها آن كم به و

است. شده انتخاب [١٠] ازمرجع اغلب فصل این قضایای و تعاریف

lpفضاهای از مقدمات مفاهیم ٢.١

که C در (xn)∞n=۱ های دنباله همه فضای ،۱ ≤ p ≤ ∞ برای .١.١ تعریف
نامیم. م lp فضای را

∞∑
i=۱

|xn|p < ∞

شود. م تعریف ،∥x∥p = (
∑

|xi|p)
۱
p صورت به فضا این روی نرم

است. اسالر مقدار با کراندار های دنباله تمام فضای ،l∞ فضای .٢.١ تعریف

١



٢ نیاز پیش .١ فصل

بود. خواهد ∥x∥∞ = sup{|xi| : i ∈ N} صورت به فضا این روی نرم

. lim
i→∞

(xi) = ۰ که است l∞ از فضایی زیر c۰ فضای .٣.١ تعریف

آن مقدار و موجود lim
i→∞

(xi) که است l∞ از فضایی زیر c فضای .۴.١ تعریف
باشد. متناه

روی (., .) داخل ضرب اگر گوییم هیلبرت فضای را H باناخ فضای .۵.١ تعریف
.∥x∥ =

√
(x, x) باشیم: داشته ،x ∈ H هر ازای به که باشد H

به یعن كند. م صدق الاضلاع متوازی تساوی در هیلبرت فضای ی ∥.∥ نرم
،x, y ∈ H هر ازای

∥x + y∥۲ + ∥x − y∥۲ = ۲∥x∥۲ + ۲∥y∥۲.

: ١ مینكوفس نامساوی .۶.١ تعریف
دو هر B = {Bi : i = ۱,۲,۳, · · · } و A = {Ai : i = ۱,۲,۳, · · · } اگر

گاه آن ،۰ < s ≤ ۱ و باشند نامنف اعداد از نامتناه یا متناه هایی مجموعه

(
∞∑

i=۱

As
i )

۱/s + (
∞∑

i=۱

Bs
i )

۱/s ≤ (
∞∑

i=۱

(Ai + Bi)s)۱/s,

است. برقرار معكوس حالت در نامساوی ،s ≥ ۱ برای

این در ،p + q = pq كه باشند مثبت حقیق عدد دو q و p كنیم فرض .١.١ گزاره
داریم: را زیر های نامساوی ،p ≥ ۲ كه x, y ∈ lp هر ازای به صورت

۲(∥x∥p + ∥y∥p) ≤ ∥x + y∥p + ∥x − y∥p ≤ ۲p−۱(∥x∥p + ∥y∥p). (١.١)

۲(∥x∥p + ∥y∥p)q−۱ ≤ ∥x + y∥q + ∥x − y∥q. (٢.١)

∥x + y∥p + ∥x − y∥p ≤ ۲(∥x∥q + ∥y∥q)p−۱. (٣.١)

[٨] برقرارند. معکوس حالت در ها نامساوی ،۱ < p ≤ ۲ برای

١Minkowskis Inequality



٣ نیاز پیش .١ فصل

آید. م بدست (٢.١) از (٣.١) رابطه که دهیم م نشان ابتدا اثبات.
در جایذاری با ،y = m−n

۲ و x = m+n
۲ لذا .x − y = n و x + y = m کنیم فرض

داریم: (٢.١) رابطه

۲(∥m + n

۲
∥p + ∥m − n

۲
∥p)q−۱ ≤ ∥m∥q + ∥n∥q.

لذا
∥m + n∥p + ∥m − n∥p ≤ ۲(∥m∥q + ∥n∥q)

p
q .

شود. م اثبات حم p/q = p − ۱ که این از
عدد دو هر ازای به ابتدا (٢.١) رابطه اثبات برای .۱ < p ≤ ۲ کنیم فرض حال

که دهیم م نشان بازگشت اثبات کم به y و x مختلط

|x + y|q + |x − y|q ≤ ۲(|x|p + |y|p)q−۱. (۴.١)

رابطه طرفین حال ،|x| ≥ |y| کنیم فرض شود کاسته مسأله کلیت از که این بدون
داریم: q

q−۱ = p چون کنیم. م تقسیم |x|q بر را (۴.١)

|۱ +
y

x
|q + |۱ − y

x
|q ≤ ۲(

|x|p + |y|p

|x|p
)q−۱.

داریم: و |c| ≤ ۱ نتیجه در ، yx = c دهیم م قرار

|۱ + c|q + |۱ − c|q ≤ ۲(۱ + |c|p)q−۱. (۵.١)

توجه با است كاف است.اكنون برقرار وضوح به (۴.١) رابطه c = ±۱ و c = ۰ اگر
و ۰ < c < ۱ کنیم فرض شود. اثبات حم ۰ < c < ۱ ازای به تنها (۵.١) رابطه به

داریم: (۵.١) رابطه در جایذاری با ۰ < z < ۱ که ،c = ۱−z
۱+z دهیم قرار

(۱ + zq)p−۱ ≤ ۱

۲
[(۱ + z)p + (۱ − z)p].

.S = ۱
۲ [(۱ + z)p + (۱ − z)p] − (۱ + zq)p−۱ ≥ ۰ بنابراین



۴ نیاز پیش .١ فصل

داریم: تیلور بسط کم به

۱

۲
[(۱ + z)p + (۱ − z)p] = ۱ +

p(p − ۱)
۲!

z۲ +
p(p − ۱)(۲ − p)(۳ − p)

۴!
z۴ + · · ·

+
p(p − ۱)(۲ − p) · · · (۲k − ۱ − p)

(۲k)!
z۲k + · · · ,

و

(۱ + zq)p−۱ = ۱ + (p − ۱)zq − (p − ۱)(۲ − p)
۲!

z۲q + · · ·

+
(p − ۱)(۲ − p) · · · (۲k − ۱ − p)

(۲k − ۱)!
z(۲k−۱)q

− (p − ۱)(۲ − p) · · · (۲k − p)
(۲k)!

z۲kq + · · · .

رو این از

S = Σ∞
k=۱[

p(p − ۱)(۲ − p) · · · (۲k − ۱ − p)
(۲k)!

z۲k

− (p − ۱)(۲ − p) · · · (۲k − ۱ − p)
(۲k − ۱)!

z(۲k−۱)q

+
(p − ۱)(۲ − p)(۲k − p)

(۲k)!
z۲kq].

نتیجه در

S = Σ∞
k=۱

(۲ − p)(۳ − p) · · · (۲k − p)
(۲k − ۱)!

z۲k[
۱ − z(۲k−p)/(p−۱)

(۲k − p)/(p − ۱)
− ۱ − z۲k/(p−۱)

۲k/(p − ۱)
].

t متغیر از نزول تابع ی ۰ < z < ۱ و t > o هر ازای به ،f(t) = ۱−zt

t چون حال
نتیجه در ندارد. نامنف عبارت S سری لذا .f(t) ≥ f(t + p

p−۱) بنابراین است،
است. برقرار (۴.١) رابطه

گردیم. برم (٢.١) رابطه برهان به
باشند. lp فضای عضو دو y = (y۱, y۲, · · · ) و x = (x۱, x۲, · · · ) كنیم فرض ابتدا



۵ نیاز پیش .١ فصل

دهیم: نشان باید (٢.١) رابطه اثبات برای

[Σ∞
i=۱|xi + yi|p]q/p + [Σ∞

i=۱|xi − yi|p]q/p ≤ ۲[Σ∞
i=۱|xi|p + |yi|p]q−۱.

نامساوی كم به حال |xi−yi|q = Bi و |xi +yi|q = Ai ، p/q = s دهیم: م قرار
داریم: (۴.١) رابطه و مینكوفس

[Σ∞
i=۱|xi + yi|p]q/p + [Σ∞

i=۱|xi − yi|p]q/p ≤ [Σ∞
i=۱(|xi + yi|q + |xi − yi|q)p/q]q/p

≤ [Σ∞
i=۱(۲{|xi|p + |yi|p}q/p)p/q]q/p

= [Σ∞
i=۱۲

p/q|xi|p + |yi|p]q/p.

شود. م اثبات حم q/p = q − ۱ چون و
۱ < p < ∞ ازای به لذا است. برقرار عكس حالت در (۴.١) رابطه p ≥ ۲ برای

شود. م اثبات (٢.١) رابطه
داریم: a, b ≥ ۰ هر ازای به دهیم نشان است كاف (١.١) رابطه اثبات برای

۲(aq + bq)p−۱ ≤ ۲p−۱(ap + bp), (۶.١)

حال ،a ≤ b > ۰ كنیم فرض شود. م اثبات حم (٣.١) رابطه كم به سپس
.a/b = c دهیم م قرار كنیم. م تقسیم bq(p−۱) = bp بر را (۶.١) رابطه طرفین

لذا
۲(cq + ۱)p−۱ ≤ ۲p−۱(cp + ۱), ۰ ≤ c ≤ ۱

یا
۲(p−۲) cp + ۱

(cq + ۱)p−۱
≥ ۱.

H(۱) = ۱ چون .H(c) ≥ ۱ نتیجه در .H(c) = ۲(p−۲) cp+۱
(cq+۱)p−۱ كنیم م تعریف

شود. م اثبات حم ،dH/dc < ۰ و

و اند شده تعریف E بر که باشد توابع از ای دنباله (fn) کنیم فرض .١.١ قضیه



۶ نیاز پیش .١ فصل

،x ∈ E هر ازای به

|fn(x)| ≤ Mn n = ۱,۲,۳, · · · ,

ینواختهمرا طور به E بر
∞∑

n=۱
fn(x) باشد، همرا

∞∑
n=۱

Mn(x) اگر صورت این در
است.

طور به ،fn دنباله و باشد E بر پیوسته توابع از ای دنباله (fn) هرگاه .٢.١ قضیه
بود. خواهد پیوسته E بر f گاه، آن باشد همرا f به ینواخت

بستار را X توپولوژی برداری فضای روی f مختلط تابع محمل .٧.١ تعریف
كنیم: م تعریف زیر مجموعه

{x : f(x) ̸= ۰}.

دهیم. م نشان Cc(X) با است فشرده ها آن محمل كه پیوسته توابع همه گردایه

داشته وجود f ∈ Cc(X) و باشد، باز V و فشرده K كنیم فرض گذاری: نماد
و f(x) = ۱ ،x ∈ K هر ازای به و ۰ ≤ f(x) ≤ ۱ ، x ∈ X هر ازای به كه باشد

.K ≺ f ≺ V نویسیم م صورت این در ،Suppf ⊆ V

گیریم. م نظر در را X فشرده موضعاً و هاسدورف :فضای ٢ اوریزون لم .١.١ لم
صورت این در .K ⊆ V ⊆ X كه باشد فشرده K ⊆ X و باز V ⊆ X كنیم فرض

.K ≺ f ≺ V كه دارد وجود f ∈ Cc(X)

.[١٨] مرجع از (١٢.٢) گزاره اثبات.

تابع آنالیز ٣.١

گوییم. باناخ فضای ی را کامل دار نرم فضای هر .٨.١ تعریف

٢Urysohns Lemma



٧ نیاز پیش .١ فصل

باشد. X∗ فضای دوگان X∗∗ و X فضای دوگان X∗ باناخ، فضای X کنیم فرض
کنیم: م تعریف

BX = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ ۱}, SX = {x ∈ X : ∥x∥ = ۱},

SX∗ = {x∗ ∈ X∗ : ∥x∗∥ = ۱}, SX∗∗ = {x∗∗ ∈ X∗∗ : ∥x∗∗∥ = ۱}.

گوییم، نرم نیم ی را X برداری فضای روی p مقدار حقیق تابع .٩.١ تعریف
باشیم: داشته ، α اسالر هر و x, y ∈ X هر ازای به هرگاه

.p(x + y) ≤ p(x) + p(y) .١

.p(αx) = |α|p(x) .٢

که باشد داشته وجود β و α مثبت حقیق عدد دو اگر .١٠.١ تعریف

α∥.∥۱ ≤ ∥.∥۲ ≤ β∥.∥۱,

معادلند. هم با ∥.∥۲ و ∥.∥۱ نرم دو گوییم گاه آن

معادلند. ذیل های نرم صورت این در ، x ∈ Cn کنیم فرض .١.١ مثال

∥x∥۱ =
n∑

i=۱

|xi|, ∥x∥۲ = (
∞∑

i=۱

|xi|۲)
۱
۲ , ∥x∥∞ = max{|x۱|, , |xn|}.

معادلند. هم با ها نرم متناه بعد با باناخ فضای هر در .٢.١ گزاره

کاف است، یریخت Rn با C یا R روی متناه بعد با فضای هر چون اثبات.
معادلند. هم با ها نرم Rn روی دهیم نشان است

که طوری به دارد وجود x۰ ∈ SX و γ > ۰ اسالر ، x ∈ X هر ازای به دانیم م
معادل هم با واحد کره روی ∥.∥۲ و ∥.∥۱ اگر که دهیم م نشان ابتدا .x = γx۰

معادلند. هم با فضا کل روی نرم دو این که گرفت نتیجه توان م باشند،
لذا ،α∥x۰∥۱ ≤ ∥x۰∥۲ ≤ β∥x۰∥۱ اگر

γα∥x۰∥۱ ≤ γ∥x۰∥۲ ≤ γβ∥x۰∥۱,



٨ نیاز پیش .١ فصل

و
α∥γx۰∥۱ ≤ ∥γx۰∥۲ ≤ β∥γx۰∥۱,

.α∥x∥۱ ≤ ∥x∥۲ ≤ β∥x∥۱ نتیجه در
چون کنیم. م تعریف واحد کره روی f(x) = ∥x∥۱

∥x∥۲
صورت به را f تابع اکنون

واحد کره روی پیوسته تابع ی f(x) لذا است، فشرده SX و پیوسته تابع ی نرم
لذا ،a ≤ f(x) ≤ b کنیم فرض کند. م اختیار را خود min و max که است

.a∥x∥۱ ≤ ∥x∥۲ ≤ b∥x∥۱

l۲ روی معادل نرم چند

دنباله ی (αn) همچنین ،x′ = (۰, x۲, · · · ) و x = (x۱, x۲, · · · ) ∈ l۲ کنیم فرض
دهیم: م قرار باشد. ۰ به همرا ،(αn) دنباله که باشد مثبت حقیق اعداد از

∥.∥S = max{|x۱|, ∥x′∥۲}, ∥.∥F = |x۱| + ∥x′∥۲.

نظر در زیر ضابطه با را T : l۲ −→ l۲ ی به ی و پیوسته ،خط نگاشت .١
گیریم. م

T (x۱, x۲, · · · ) = (x۱, α۲x۲, α۳x۳, · · · ).

کنیم: م تعریف زیر صورت به را ∥.∥w

∥x∥w = (∥x∥۲
S + ∥Tx∥۲

۲)
۱
۲ .

گیریم. م نظر در زیر ضابطه با را T : l۲ −→ l۲ پیوسته و خط نگاشت .٢

T (x۱, x۲, · · · ) = (α۲x۲, α۳x۳, · · · ).

کنیم: م تعریف زیر صورت به را ∥.∥A

∥x∥A = (∥x∥۲
F + ∥Tx∥۲

۲)
۱
۲ .



٩ نیاز پیش .١ فصل

کنیم م گذاری نام U(nk) دنباله را support(U) گاه آن ،U ∈ C۰ فرضکنیم .٣
کنیم: م تعریف زیر صورت به را DU(n) حال .|U(nk)| ≥ |U(nk+۱)| که

DU(n) =


U(nk)

۲k n = nk

۰ n ̸= nk

همچنین
∥|U∥| = ∥DU∥۲.

و
U = (

۱

۲
∥x∥۲, x۱, x۲, x۲, · · · , xj , xj , · · · , xj︸ ︷︷ ︸

j

, · · · ) ∈ l۲

دهیم: م قرار
∥x∥L = ∥|U∥|.

چال دنباله دارای هرگاه گوییم، جداپذیر را X دار نرم فضای .١١.١ تعریف
باشد. پذیر شمارش

پذیرند. جدایی Lp و lp فضاهای ،۱ ≤ p < ∞ برای .١ .٢.١ مثال

نیستند. پذیر جدایی L∞ و l∞ فضای .٢

پذیرند. جدایی C[۰,۱] و c, c۰ فضاهای .٣

.[١٠] مرجع از (٢٧.١) و (٢۶.١) گزاره اثبات.

هر ازای به هرگاه گوییم محدب مجموعه ی را C ⊆ X مجموعه .١٢.١ تعریف
.λx + (۱ − λ)y ∈ C باشیم داشته λ ∈ (۰,۱) هر و x, y ∈ C

برد. نام را صفحه در مثلث و دایره توان م مثال برای

π : X −→ X∗∗ صورت این در بیریم، نظر در را X دار نرم فضای .١٣.١ تعریف
گوییم. کانون نشاندن π(x)f = f(x) ، x ∈ X هر ازای به که را

، x ∈ X هر ازای به همچنین و است خط ایزومتری ی π

∥π(x)∥ = sup
f∈BX∗

|f(x)|.



١٠ نیاز پیش .١ فصل

گزاره ،(۵.٢) گزاره ،(١.٢) گزاره در ترتیب به زیر لم و ها گزاره و قضایا اثبات
از (١۵.٩) قضیه و (٢٧.٣) قضیه ،(٩.٣) لم ،(٧.٣) گزاره ،(٢١.٢) قضیه ،(١٣.٢)

است. آمده [١٠] مرجع

p ، X برداری فضای از فضا زیر ی M كنیم فرض ( هان-باناخ ) .٣.١ قضیه
هر ازای به كه طوری به باشد، M روی خط تابعک ی f و X روی نرم نیم ی
مانند خط تابعک ی به توان م را f صورت این در .|f(x)| ≤ p(x) ، x ∈ M

.|Λx| ≤ p(x) ، x ∈ X هر ازای به كه داد توسیع X روی Λ

گاه آن باشد x۰ ∈ X و دار نرم فضای ی X اگر ( هان-باناخ (قضیه .١.١ نتیجه
.f(x۰) = ∥x۰∥ كه دارد وجود f ∈ SX∗

در مجزا و محدب مجموعه دو B و A کنیم :فرض جداسازی قضیه .۴.١ قضیه
هر ازای به كه طوری به دارد وجود λ ∈ R و f ∈ X∗ باشد، باز A اگر باشند. X

.f(a) < λ ≤ f(b) داریم b ∈ B و a ∈ A

بر پیوسته خط تابعک ی L کنیم :فرض : ٣ ریس نمایش قضیه .۵.١ قضیه
به که دارد وجود H عضو منحصربفرد y اینصورت در باشد H هیلبرت فضای

.∥L∥ = ∥y∥ و L(x) =< x, y > ،x ∈ H هر ازای

در باشد. X در دنباله ی (xn) و باناخ فضای (X, ∥.∥) کنیم فرض .٣.١ گزاره
فقط (w − lim

n→∞
xn = x) همراست، x به ضعیف طور به (xn) دنباله صورت آن

كند. میل x∗(x) به x∗(xn) دنباله، x∗ ∈ X∗ هر ازای به كه وقت فقط و

.

X برداری فضای بر خط های تابعک Λ و Λ۱, Λ۲, · · · ,Λn کنیم فرض .٢.١ لم
های گزاره صورت این در .N = {x : Λ۱x = · · · = Λnx = ۰} همچنین باشند.

معادلند: زیر

که دارند وجود α۱, · · · , αn چون هایی اسالر .١

Λ = α۱Λ۱ + α۲Λ۲ + · · · + αnΛn.

٣Riesz
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.|Λx| ≤ γmax۱≤i≤n|Λix| که طوری به دارد وجود γ < ∞ .٢

.Λx = ۰ x ∈ N هر ازای به .٣

این در باشد، باناخ فضای ی X کنیم :فرض ۴ گلدشتاین قضیه .۶.١ قضیه
.BX

w∗
= BX∗∗ صورت

ε > ۰ و باناخ فضای ی X كنیم فرض ( موضع انعكاس اصل ) .٧.١ قضیه
با فضای زیر هر و X∗∗ از E مانند متناه بعد با فضای زیر هر ازای به باشد.
دارد، وجود T : E −→ X مانند خط ایزومورفیسم ،X∗ از F مانند متناه بعد

كه طوری به

.∥T∥∥T−۱∥ ≤ ۱ + ε .١

.x∗(T (x∗∗)) = x∗∗(x∗) ، x∗ ∈ F هر و x∗∗ ∈ E هر ازای به .٢

است. همان E ∩ X روی T .٣

کره روی اگر است، ۵ كل- كدک خاصیت دارای X باناخ فضای .١۴.١ تعریف
باشند. منطبق هم بر نرم همرایی و ضعیف همرایی واحد

مجموعه زیر ی H ،توپولوژی برداری فضای ی X کنیم فرض .١۵.١ تعریف
δ مثبت حقیق عدد هر ازای به باشد. f ∈ X∗ و X از کراندار و بسته محدب،

كنیم: م تعریف

slc(H, f, δ) = {h ∈ H : f(h) ≥ sup(f(H)) − δ}.

x∗ ∈ SX∗ هر ازای به صورت این در .Bn = B(xn, rn) كنیم فرض .١.١ نکته
داریم:

inf x∗(Bn) = x∗(xn) − rn.

،|x∗(x)| ≤ ∥x∗∥∥x∥ طرف از .x∗(BX) = {x∗(x) : ∥x∥ ≤ ۱} دانیم م اثبات.
نتیجه در

−∥x∗∥ ≤ x∗(x) ≤ ∥x∗∥,

۴Goldstine
۵Kadec-Klee
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داریم: فوق نامساوی از

x∗(BX) = [−∥x∗∥, ∥x∗∥] = [−۱,۱].

.Bn = B(xn, rn) = rnBX + xn که دهیم م نشان حال
.y = rnx + xn که طوری به دارد وجود x ∈ BX لذا ،y ∈ rnBX + xn کنیم فرض

رو این از
|y − xn| = |rnx + xn − xn| = |rnx| = rn|x| ≤ rn.

rnBX + xn ⊆ B(xn, rn) نتیجه در ،y ∈ B(xn, rn) بنابراین
.y−xn

rn
∈ BX و .|y − xn| ≤ rn نتیجه در ،y ∈ B(xn, rn) كنیم فرض اكنون

نتیجه در .y ∈ rnBX + xn لذا

x∗(Bn) = x∗(rnBX + xn) = rnx∗(BX) + x∗(xn)

= rn[−۱,۱] + x∗(xn) = [x∗(xn) − rn, x∗(xn) + rn].

پردازيم. م [٩] مرجع از (٣.۶.٢) حقيقت اثبات به حال

باشند. (xn), (yn) ⊆ SX های دنباله و باناخ فضای ی X كنیم فرض .٣.١ لم
و lim

n→∞
∥zn∥ = ۱ كه گیریم م نظر در طوری را zn ∈ [xn, yn] دنباله

صورت این در .infn{min(∥xn − zn∥, ∥yn − zn∥)} > ۰

lim
n→∞

(min۰≤t≤۱∥txn + (۱ − t)yn∥) = ۱.

SX چون .zn = tnxn + (۱ − tn)yn و ۰ ≤ tn ≤ ۱ كنیم م فرض اثبات.
كه گیریم م نظر در طوری را δ ، n هر ازای به حال .zn ∈ SX است، محدب
طوری به دارد وجود (fn) ⊆ SX∗ دنباله هان-باناخ قضيه به بنا .δ < tn < ۱ − δ

بنابراین .fn(zn) = ∥zn∥ كه

∥zn∥ = fn(zn) = tnfn(xn) + (۱ − tn)fn(yn).


