


اصفهان صنعتی دانشگاه
فیزیک دانشکده

چند در پیمانه�ای تبدیل لاگرانژی مولدهای و نودر هموردای اتحادهای بررسی
نظریه

بنیادی ذرات گرایش فیزیک، ارشد کارشناسی پایان�نامه

حیدری جواد

راهنما استاد

شیرزاد احمد دکتر

١٣٩٢



اصفهان صنعتی دانشگاه
فیزیک دانشکده

حیدری جواد آقای فیزیک رشته ارشد کارشناسی پایان�نامه �

عنوان تحت

نظریه چند در پیمانه�ای تبدیل لاگرانژی مولدهای و نودر هموردای اتحادهای بررسی

گرفت. قرار نهایی تصویب و بررسی مورد زیر تخصصی کمیته توسط ١٣٩٢/١٠/٢٣ تاریخ در

شیرزاد احمد دکتر پایان�نامه راهنمای استاد -١

حقیقت منصور دکتر پایان�نامه مشاور استاد -٢

میرزا بهروز دکتر مدعو استاد -٣

خسروی غلامرضا دکتر داخلی ممتحن استاد -۴

اعلائی مجتبی دکتر تکمیلی تحصیلات سرپرست



दدردای:

ओوగوਮ࣪قادب از೯دا
ਟیادبමख़مما৯داز੪ॸفرب
ਟی�ادبඛھاऒଡودرادا८تد

ب࢘ૢهآ়شૡঙభهآ༙قزد
(ขඖࣨویਹग़ࣨوی،دනراول)

ଘندوං౻وड़اآජ໑یارീযاඟ໖.د৯راඵෟनروواژگاৣمඪ༚رزاد،زباৣمඵහرනید༚نابآপقدرماඟ໋تادণواభدروما৮ازඟࢁพ়ایୀ
اभࣇخارد॥تاীشانرا ड़່وده�ا৯دازণپاسآنభما৯ده�ام.اماଘر३مادبوبا ່ماীشامامپارسایانଘૼنਠേیࠝطا
ਗی�রو३م.ঙࢡඥرସ୍مراଘخاධ්ජໍروپایداری�شانदدرداৣم.ازاণتادସ୍مপنابآ༚یدනر਼ࣹࣣࡲت،ज़شاورهاଌن

پایان�ঙଓฬࢤوارهऒو౽�ଛنඟ໕ૼنداিشاীشانরوده�امণپاس່اواندارم.ঙࢠൾنازاسایدળ༙لآ༚یانوणورඵෂرزا
دوণتایభنار ودනرඥࣺرویاଌنپایان�ଓฬراਉඟ໊ଘیداوریিࡦංඌندਟی�৩ھاশࢌඖࢾพࢁඟم.৩భھاশࢌਾഊࣨونازیاری�

اীشانࢽඅ࣓࢟ت،াسکاජ໑ایૡঙهراازااللهণࣄحانऒواৣم. اীشانরودنما�ଢیඥज़رتরودوকم�ਠඁ൘થیبا
وآඟ໕دࠩواฬاناॺمدااللهرباॹعاൕॿن.



مطالعات، نتایج بر مترتب مادی حقوق کلیه
موضوع تحقیق از ناشی نوآوری�های و ابتکارات
صنعتی دانشگاه به متعلق (رساله) پایان�نامه این

است. اصفهان



ଘمقدৎ
୍ସرඥࢡঙداکارموतభدروما৮



مطالب فهرست

٢ مقدمه ١

تعمیم شوینگر شده�ی بوزونی مدل�های در پیمانه�ای تقارن بررسی و لاگرانژی فرمول�بندی در پیمانه�ای تقارن ٢
۵ یافته
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکین لاگرانژی برای نودر اتحاد آوردن دست به ١.٢
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیمانه�ای تبدیلات ٢.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . یافته تعمیم شوینگر شده�ی بوزونی مدل�های در تقارن بررسی ٣.٢

٢٢ آزمونی صورت به نودر اتحاد آوردن دست به ٣
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کار روش ٢.٣
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یانگ-میلز نظریه�ی در پیمانه�ای تقارن بررسی ٣.٣
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الکترومغناطیس نظریه�ی در پیمانه�ای تقارن بررسی ۴.٣

٢٩ متریک فرمول�بندی در گرانش بندی بازپرمایه تقارن بررسی ۴
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریک فرمول�بندی و هیلبرت-اینشتین کنش ٢.۴
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریک فرمول�بندی در پیمانه�ای اتحاد آوردن دست به ٣.۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . بازپرمایه�بندی تقارن تحت متریک پیمانه�ای تبدیل محاسبه ۴.۴

٣٩ پالاتینی فرمول�بندی در گرانش بازپرمایه�بندی تقارن بررسی ۵
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پالاتینی فرمول�بندی و هیلبرت-اینشتین کنش ١.۵
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . پالاتینی فرمول�بندی در پیمانه�ای اتحاد آوردن دست به ٢.۵
۴١ . . . . . . . . . . بازپرمایه�بندی تقارن تحت کریستوفل هموستار پیمانه�ای تبدیل محاسبه ٣.۵

۴۴ لاگرانژی فرمول�بندی در توپولوژیک جرم�دار گرانشی نظریه بازپرمایه�بندی تقارن بررسی ۶
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۶
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژیک جرم�دار گرانشی نظریه ٢.۶
۴٩ . . . . . . . . . . . توپولوژیک جرم�دار گرانشی نظریه برای پیمانه�ای اتحاد آوردن دست به ٣.۶
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . بازپرمایه�بندی تقارن تحت متریک پیمانه�ای تبدیل محاسبه ۴.۶

۵٣ هموردا �صورت به لاگرانژی فرمول�بندی در پیمانه�ای تقارن بررسی ٧
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٧
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیمانه�ایی تبدیل هموردای مولدهای و پیمانه�ایی اتحاد ٢.٧

صورت به الکترومغناطیس و یانگ-میلز نظریه�های در میدان�ها پیمانه�ای تغییرات محاسبه�ی ٣.٧
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموردا
۵٧ . . هموردا صورت به عام نسبیت نظریه�ی در هموستار و متریک پیمانه�ای تغییرات محاسبه�ی ۴.٧

هفت



۶٠ پیشنهادات و نتیجه�گیری ٨
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ١.٨
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات ٢.٨

۶٢ A−D −M به موسوم رهیافت بر مروری آ�
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه آ�.١
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . عام نسبیت هامیلتونی ساختار و A−D −M متغیرهای آ�.٢
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عام نسبیت قیدی ساختار آ�.٣

٧١ بازپرمایه�بندی و لی مشتق ب

٧۴ بازپرمایه�بندی تقارن تحت هموستار و متریک میدان�های تبدیل بر کوتاهی شرح پ
٧۴ . . . . . . . مستقیم صورت به بازپرمایه�بندی تبدیل تحت متریک تغییرات آوردن دست به پ.١
٧۵ . . . . . . . مستقیم صورت به بازپرمایه�بندی تبدیل تحت هموستار تغییرات آوردن دست به پ.٢

هشت



چکیده

تقارن این بررسی برای است. پیمانه�ای تقارن داد، قرار بررسی مورد قیدی سامانه�های مورد در می�توان که مفاهیمی جمله از
است. گرفته قرار بررسی مورد لاگرانژی رهیافت تحقیق این در نمود. استفاده لاگرانژی و هامیلتونی رهیافت دو از می�توان
این می�شوند. نامیده نودر اتحادهای که یافت دست اتحادهایی به می�توان حرکت معادلات از استفاده با لاگرانژی رهیافت در
تبدیلات می�توان مولدها این از استفاده با برمی�گیرند. در نیز را پیمانه�ای تبدیلات مولدهای حرکت، معادلات بر علاوه اتحادها

آورد. دست به را دینامیکی میدان�های پیمانه�ای
شوینگر شده بوزونی مدل تقارن�های پیمانه�ای، تبدیلات مولدهای و سیستماتیک غیرهموردای روش معرفی با ادامه در
داده قرار مطالعه مورد دیگری غیرهموردای روش فوق، روش از استفاده با سپس می�شود. گرفته قرار بررسی مورد تعمیم�یافته
گرانشی و عام نسبیت الکترومغناطیس، یانگ-میلز، نظریه�های تقارن�های روش این با می�شود. گفته آزمونی روش آن به که شده
بررسی با و می�شود ارائه هموردا صورت به مذکور روش نیز نهایت در است. شده گرفته قرار بررسی مورد توپولوژیک جرم�دار
نشان خوبی به غیرهموردا روش�های به نسبت روش این از استفاده مزیت�های هموردا، صورت به شده یاد نظریه�های تقارن�های

می�شود. داده

کلیدی: کلمات
جرم�دار گرانشی نظریه عام، نسبیت بندی، بازپرمایه الکترومغناطیس، نظریه یانگ-میلز، نظریه �شوینگر، مدل نودر، اتحاد تقارن،

هموردا هموستار، متریک، توپولوژیک،



١ فصل

مقدمه

دلیل تفکیک�پذیرند. غیرمقید و مقید نوع دو به سیستم�ها این که می�گردد مشخص دینامیکی سیستم�های مطالعه�ی با

سیستم�های برای است. تکین مقید، غیر سیستم�های خلاف بر مقید سیستم�های لاگرانژی که است این آنها تفاوت

داشتن با یعنی بود. خواهند یکتا معین اولیه باشرایط حرکت معادلات جواب�های تمامی تکین غیر لاگرانژی با

لاگرانژی پی�آمدهای از یکی اما مقابل در دارد. وجود سیستم�هایی چنین برای یکتا مسیر یک معین، اولیه شرایط

برای اولیه یکسان شرایط یک با واقع در بیابیم. حرکت معادلات برای یکتا جواب یک نمی�توانیم که است آن تکین

برای متفاوت جواب بی�نهایت است ممکن و ندارد وجود حرکت معادلات برای جواب یک تنها مقید سیستم�های

باشیم. داشته حرکت معادلات

صورت به (p۰, q۰) اولیه شرایط با t۰ لحظه�ی در فاز فضای در مقید دستگاه یک اولیه حالت کنیم فرض اگر

که مقید سیستم�های برای زیرا باشد. داشته مختلفی وضعیت�های می�تواند دستگاه t زمان� در گردد، مشخص ϕ۰

توابع شدن ظاهر باعث ذاتی قیود این وجود که داریم ذاتی قیود سیستم�هاست، این ذاتی خاصیت لاگرانژی تکینگی

وضعیت�های موجب خود حرکت معادلات در زمانی دلخواه توابع این وجود می�گردد. حرکت معادلات در زمانی دلخواه

اولیه حالت آنها شروع نقطه�ی که آمده به�دست مسیرهای تمامی که آن نتیجه می�شود. t لحظه�ی در سیستم متفاوت

کننده�ی تعیین فاز فضای در (p۰, q۰) نقطه�ی هر پس باشند. مختلف زمان�های در دستگاه مسیر می�توانند است، ϕ۰

فاز فضای نقاط از مجموعه�ای با دستگاه فیزیکی حالت یک ولی است، فاز فضای در مشخص فیزیکی حالت یک



٣

مربوط هم به را فاز فضای روی نقاط مجموعه این می�توان آیا که است آن می�شود مطرح که سوالی حال است. مرتبط

دارند؟ یکدیگر با ارتباطی آیا یکسان، فیزیکی حالت یک به مربوط فاز فضای نقاط مجموعه این دیگر بیان به کرد؟

نقاط مجموعه این می�توانیم نامیم، می پیمانه�ای١ تبدیل را آن که تبدیلی از استفاده با است. مثبت سوال این جواب

فضای در نقطه یک از که می�دهد ما به را امکان این پیمانه�ای تبدیل سازیم. مرتبط یکدیگر به را فاز فضای روی

فیزیکی حالت همان دارای که فاز فضای در دیگر نقطه�ی به تا شویم جابجا به�گونه�ای معین فیزیکی حالت یک با فاز

مشتقات و زمانی دلخواه توابع شامل که است تبدیلاتی از دسته آن میدان�ها پیمانه�ای تبدیلات پس برسیم. است،

بدون پیمانه�ای تبدیلات دیگر عبارت به .[٣ ،٢ می�ماند[١، باقی ناوردا سیستم کنش تبدیلات این تحت و باشد آن�ها

توابع متفاوت انتخاب اثر بر که فاز فضای مختلف نقاط تمامی دهند، تغییر را سیستم فیزیکی حالت�های این�که

اگر شد بیان چه آن به توجه با کرد. خواهند تبدیل یکدیگر به را گرفته�اند سرچشمه اولیه حالت یک از زمانی دلخواه

آنگاه: بگیریم نظر در دینامیکی متغیرهای برای δqi تغییر یک

S [q (t)] = S [q (t) + δq (t)] . (١.١)

کرد: طرح را زیر سوال�های می�توان معین مدل یک برای

دارد؟ وجود مدل این برای پیمانه�ای تبدیل نوع چه .١

هستند؟ چه پیمانه�ای تبدیلات دقیق شکل�های .٢

دارد؟ آزادی درجه چند سیستم و بوده دینامیک دارای مختصه�ها کدام .٣

تغییر این تحت و برویم دیگر نقطه به نقطه�ای از یعنی بماند، ناوردا سیستم کنش تبدیلات این اعمال با اگر

تقارن را آن ما که است سیستم در تقارنی دهنده�ی نشان خود این باشد، تغییر بدون سیستم کنش آن تبع به و لاگرانژی

باشد. ناوردا لاگرانژی آن تحت که است تبدیلاتی از دسته آن نودر تقارن پس می�نامیم. نودر٢ تقارن یا و پیمانه�ای

می�توان که روش�هایی از یکی می�دهند. قرار بررسی مورد پیمانه�ای تقارن ناوردایی مسئله تحت را تقارنی�هایی چنین

اول نوع قیود از خطی ترکیب یک با است[۴]. سیستم هامیلتونی با مرتبط روش پرداخت تقارن�ها این مطالعه�ی به

آوردن دست به برای که است آن در هامیلتونی با روش این ارتباط آورد. دست به را پیمانه�ای تبدیل مولد می�توان

قیود پواسون کروشه محاسبه با سپس کرد. حساب را کل هامیلتونی و اولیه قیود پواسون کروشه باید ثانویه قیود

پیمانه�ای تبدیلات مولد اول نوع قیود دیراک فرض برطبق نتیجه در آورد. دست به را اول نوع قیود ثانویه، و اولیه

با رهیافت این در پرداخت. تقارن�ها این بررسی به می�توان نیز لاگرانژی رهیافت از استفاده با ولی هستند[۶].

پیمانه�ای اتحادهای این .[٨ آورد[٧، دست به را لاگرانژی پیمانه�ای تقارن�های می�توان نودر اتحادهای از استفاده

١Gauge transformation
٢Noether symmetries



۴

[٨] مرجع در می�شود. گفته ١ نودر اتحادهای آن�ها به و هستند پیمانه�ای تبدیل مولدهای و اویلری مشتقات شامل

است. شده داده توضیح لاگرانژی قیود و هسیان ماتریس از استفاده با اتحادها این آوردن دست به روش

می�پردازیم. نظریه چند در پیمانه�ای تبدیل مطالعه�ی به لاگرانژی رهیافت از استفاده با پایان�نامه این در اما و

نودر اتحادهای آوردن دست به روش علمی�ترین و مطمئن�ترین دوم فصل در که صورت بدین روش این مطالعه�ی

مورد رهیافت روش شدن روشن�تر و کار شیوه�ی بهتر درک برای فصل این ادامه�ی در می�دهیم. قرار بررسی مورد را

کرد. خواهیم بررسی را ٢ شوینگر مدل� پیمانه�ای تقارن�های همچنین و ساده مثال یک پیمانه�ای تقارن�های مطالعه،

از بسیاری برای می�توانیم، دوم فصل روش از گرفتن الهام با آن در که می�پردازیم روشی مطالعه�ی به سوم فصل در اما

را آن بتوان شاید و بوده خطا و سعی با همراه روش این آوریم. دست به آزمونی صورت به را نودر اتحادهای نظریات

سوم فصل ادامه�ی در نیست. استفاده قابل سادگی به تکینی لاگرانژی هر برای روش این اما دانست. میانبر روش یک

الکترومغناطیس نظریه�ی و یانگ-میلز غیرآبلی نظریه�ی در پیمانه�ا�ی تقارن بررسی به آزمونی روش این از استفاده با

آزمونی روش از استفاده با نسبیت�عام، نظریه�ی در را پیمانه�ای تقارن پنجم و چهارم فصل�های در همچنین می�پردازیم.

در ولی است متریک ما دینامیکی میدان تنها چهارم فصل در که است آن در فصل دو این تفاوت می�کنیم. بررسی

به اختصاص نیز ششم فصل می�شود. شامل نیز را هموستار متریک، بر علاوه ما دینامیکی میدان�های پنچم فصل

اهمیت مورد در مقدمه�ای ابتدا فصل این در دارد. توپولوژیک٣ جرم�دار گرانشی نظریه�ی در پیمانه�ای تقارن بررسی

فصل این در استفاده مورد روش پرداخته�ایم. نظریه این پیمانه�ای تقارن بررسی به سپس و داشته بیان نظریه�ها این

موجود منابع در داده�ا�یم. انجام هموردا غیر صورت به را محاسبات همه�ی ششم فصل تا است. آزمونی روش نیز

مطالعه�ی یعنی است. پذیرفته صورت جداگانه صورت به فضا و زمان برای محاسبات و شده شکسته هموردایی نیز

غیر رهیافت ما هفتم فصل در است. نشده انجام هموردا صورت به نودر اتحاد آوردن دست به و پیمانه�ای تقارن

آزمونی، هموردای روش از استفاده با هفتم فصل ادامه در نوشته�ایم. هموردا صورت به را سوم فصل آزمونی هموردای

است. گرفته قرار بررسی مورد را عام نسبیت و الکترومغناطیس یانگ-میلز، نظریه�های پیمانه�ای تقارن

١Noether identity
٢Schwinger models
٣Topologically Massive Gravity



٢ فصل

یافته تعمیم شوینگر شده�ی بوزونی مدل�های در پیمانه�ای تقارن بررسی و لاگرانژی فرمول�بندی در پیمانه�ای تقارن

لاگرانژی فرمول�بندی در پیمانه�ای تقارن بررسی برای روش کلی�ترین فصل این در نمودیم، وعده مقدمه در که طور همان

مورد را پیمانه�ای اتحاد همان یا نودر اتحادهای آوردن دست به شیوه�ی ابتدا منظور این برای می�کنیم. بررسی را

می�کنیم. بررسی را شوینگر شده�ی بوزونی مدل�های در پیمانه�ای تقارن آن از استفاده با ادامه در و داده قرار مطالعه

تکین لاگرانژی برای نودر اتحاد آوردن دست به ١.٢

آنگاه باشد، L
(
q,

.
q
)
لاگرانژی دارای کلی صورت به که کنیم فرض آزادی درجه k با دینامیکی سیستم یک اگر

است: زیر صورت به سیستم این اویلری مشتقات

Li ≡
d

dt
(
∂L

∂q̇i
)− ∂L

∂qi
≡ Wij

..
qj + αi, i = ۱, ....., k (١.٢)

می�شوند: تعریف زیر صورت به αi و هسیان١ ماتریس Wij آن در که

Wij =
∂۲L

∂q̇i∂q̇j
, (٢.٢)

١Hessian matrix



۶

αi =
∂۲ L

∂qj∂q̇i
q̇j −

∂L

∂qi
, (٣.٢)

دهیم: قرار صفر با متحد را اویلری مشتقات باید نیز حرکت معادلات آوردن دست به برای

Li =۰. (۴.٢)

نتیجه در نیست. وارون�پذیر ماتریس این و است صفر برابر هسیان ماتریس دترمینان تکین لاگرانژی یک برای

هسیان ماتریس رتبه کنیم فرض اگر آورد. دست به سرعت�ها و مختصات از توابعی اساس بر نمی�توان را شتاب�ها

که: طوری به داشت، خواهیم W هسیان ماتریس برای λa۱
i

پوچ١ بردار ویژه A۱ تعداد باشد، (k − A۱)

λ
a۱
i Wij = ۰, a۱ = ۱, ..., A۱ (۵.٢)

داشت: خواهیم ،(١.٢) رابطه�ی روی بر پوچ بردار این طرف دو هر از ضرب با

γa۱(q,
.
q) = λ

a۱
i Li = λ

a۱
i αi = ۰, a۱ = ۱, ..., A۱ (۶.٢)

نیستند. هم از مستقل الزاما قیود این اما هستند. سرعت�ها و مختصات شامل که ، A۱ تعداد به قیودی�اند γa۱ توابع

که گرفت نظر در γ
−
a۱ مستقل تابع ،

−
A۱ تعداد به می�توان است.

−
A۱ برابر (۶.٢) معادلات رتبه�ی می�کنیم فرض

γa۱ توابع باشد، صفر γ
−
a۱ که جایی در دیگر عبارت به است. γa۱ شدن صفر برای کافی و لازم شرط آنها شدن صفر

است. صفر برابر نیز

q̇ و q به وابسته است ممکن که ضرایبی با ولی هستند، γa۱ توابع از خطی مستقل ترکیبات γ
−
a۱ � توابع پس

باشد:

γ
−
a۱(q, q̇) =

A۱∑
a۱

C
−
a۱
a۱ (q, q̇)

γa۱(q, q̇),
−
a۱ = ۱, ..., −

A۱ (٧.٢)

است: صفر برابر اتحادی صورت به که دارد، وجود γa۱ از خطی ترکیب
∼
A۱ = A۱−

−
A۱ تعداد طرفی از

A۱∑
a۱

C
∼
a۱
a۱

(
q,

.
q
)
γa۱

(
q,

.
q
)
= ۰, ∼

a۱ = ۱, ..., ∼
A۱ (٨.٢)

١Null eigenvector



٧

داریم: (٧.٢) و (۶.٢) روابط مقایسه با

λ
−
a۱
(
q,

.
q
)
=

A۱∑
a۱

C
−
a۱
a۱

(
q,

.
q
)
λ
a۱
(
q,

.
q
)
,

−
a۱ = ۱, ..., −

A۱ (٩.٢)

است: زیر صورت به ١ لاگرانژی اولیه قیود نتیجه در

γ
−
a۱
(
q,

.
q
)
= λ

−
a۱
i

(
q,

.
q
)
Li,

−
a۱ = ۱, ..., −

A۱ (١٠.٢)

داریم: نیز پوچ بردارهای ویژه برای که می�شود مشاهده (٨.٢) و (۶.٢) روابط مقایسه با مشابه�ای طرز به

λ
∼
a۱
(
q,

.
q
)
=

A۱∑
a۱

C
∼
a۱
a۱

(
q,

.
q
)
λ
a۱
(
q,

.
q
)
,

∼
a۱ = ۱, ..., ∼

A۱ (١١.٢)

نمود: بیان اویلری مشتقات برای می�توان را زیر اتحاد نهایت در و

λ
∼
a۱
(
q,

.
q
)
Li = ۰. ∼

a۱ = ۱, ..., ∼
A۱ (١٢.٢)

معادلات به را (١٠.٢) قیود زمانی مشتقات و کرده محاسبه را زمان با قیود سازگاری شرط باید بعدی مرحله�ی در

بود: خواهد k +
−
A۱ برابر می�شود شتاب�ها شامل که معادلاتی تعداد بنابراین می�کنیم. اضافه (۴.٢) حرکت

 Wij

..
qj + αi = ۰, i = ۱, ..., k

d γ
−
a۱

dt
= ∂ γ

−
a۱

∂
.
qj

..
qj +

∂ γ
−
a۱

∂ qj

.
qj = ۰, −

a۱ = ۱, ..., −A۱
(١٣.٢)

بنویسیم: زیر صورت به می�توانیم را (١٣.٢) رابطه حرکت معادلات رابطه(١.٢)، به شبیه الگویی حفظ برای

L
۱
i۱ ≡ W

۱
i۱ j

..
qj + α۱

i۱ = ۰, i۱ = ۱, ..., k +
−
A۱ (١۴.٢)

است. d γ
−
a۱

dt
از نیز

−
A۱ تعداد و (١.٢) معادله در Li شبیه ،(L۱i۱) جدید حرکت معادلات از اول k تعداد به آن در که

رتبه�ی حداکثر می�دانیم آورد. دست به را W ۱ شکل مستطیلی ماتریس چپ از پوچ بردارهای ویژه باید حال

اگر طرفی از ندارد. وجود باشد، صفر آن اولیه جزء k که پوچی بردار ویژه هیچ و است
−
A۱ برابر ∂ γ

−
a۱

∂
.
qj

ماتریس

١Primary Lagrangian constraints



٨

اما هستند. W ۱
i۱ j پوچ بردارهای ویژه هنوز بردارها ویژه این نماییم، اضافه λ

−
a۱ پوچ بردار وپژه انتهای به صفر

−
A۱

ابتدایی آرایه k و انتهایی آرایه�ی
−
A۱ که کنیم پیدا پوچی بردارهای ویژه W ۱

i۱ j مستطیلی ماتریس برای دارد احتمال

می�دهیم. نشان λa۲ با را آنها و می�نامیم جدید پوچ بردارهای ویژه را پوچ بردارهای ویژه این باشد. صفر غیر آنها

صورتی�که: به دارد، وجود λa۲ پوچ بردار ویژه A۲(A۲ ≤
−
A۱) تعداد می�کنیم فرض حال

λ
a۲
i۱ W

۱
i۱ j = ۰ a۲ = ۱, ..., A۲, (١۵.٢)

است: چنین (١۴.٢) معادلات رتبه�ی پس

(k − A۱) +
−
A۱ − A۲,

می�باشند: زیر صورت به جدید قیود همچنین

γa۲
(
q,

.
q
)
= λ

a۲
i۱ L

۱
i۱ = λ

a۲
i۱ αi۱ = ۰ a۲ = ۱, ..., A۲, (١۶.٢)

مرحله یک در اگر که است الزامی نکته این ذکر هستند. مستقل γa۱
(
q,

.
q
)
اولیه قیود از ، γa۲

(
q,

.
q
)
جدید قیود

برابر آنها تفاوت که می�گیریم نظر در را بردار ویژه دو هر زمانی تنها باشیم، داشته را λa۱ و λa۲ بردارهای ویژه ما

گرفت. نظر در را بردارها ویژه این از یکی باید تنها شد قبلی بردار ویژه برابر تقاوت این اگر نباشد. قبلی بردار ویژه

نباشند، هم از مستقل توابع نیز جدید قیود اگر باشند. قبلی قیود از مستقل می�آوریم دست به که قیودی باید زیرا

.(٧.٢) رابطه�ی مشابه بگیریم، نظر در γa۲ از استفاده با را γ
−
a۲

(
q,

.
q
)
مستقل تابع

−
A۲ تعداد می�توانیم دوباره

بین اتحاد
∼
A۲ = A۲−

−
A۲ تعداد قبل مرحله همانند نیز نهایت در می�نامیم. ١ لاگرانژی ثانویه قیود را توابع این

می�آوریم. دست به L۱i۱
بتوان داشتیم (١١.٢) رابطه�ی برای چه آن شبیه روشی از را λ

∼
a۲

(
q,

.
q
)
پوچ بردارهای ویژه می�کنیم فرض

است: چنین L۱i۱ بین اتحادهای پس کرد. محاسبه

λ
∼
a۲
i۱ L

۱
i۱ = ۰ ∼

a۲ = ۱, ..., ∼A۲, (١٧.٢)

خواهیم (١٣.٢) و (١١.٢) رابطه�های از استفاده با آورد. دست به می�توان نیز را (١٧.٢) رابطه�ی از دیگری شکل اما

١Secondary Lagrangian constraints
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داشت:

λ
∼
a۲
i Li +λ

∼
a۲
−
a۱

d

dt

(
λ

−
a۱
i Li

)
= ۰ ∼

a۲ = ۱, ..., ∼A۲, (١٨.٢)

نوشت: می�توان نیز زیر صورت به را نتیجه این

(
λ

∼
a۲
i −

.

λ
∼
a۲
−
a۱

λ
−
a۱
i

)
Li+

d

dt

[(
λ

∼
a۲
−
a۱

λ
−
a۱
i

)
Li

]
= ۰ ∼

a۲ = ۱, ..., ∼A۲, (١٩.٢)

نوشت: زیر صورت به را لاگرانژی ثانویه قیود می�توان (١٠.٢) رابطه�ی از استفاده با مشابه�ای طرز به

γ
−
a۲

(
q,

.
q
)
=

(
λ

−
a۲
i −

.

λ
−
a۲
−
a۱

λ
−
a۱
i

)
Li+

d

dt

[(
λ

−
a۲
−
a۱

λ
−
a۱
i

)
Li

]
= ۰ −

a۲ = ۱, ..., −A۲. (٢٠.٢)

(١۴.٢) معادلات به را γ
−
a۲

(
q,

.
q
)
زمانی مشتقات باید بعد مرحله در است. شده مشخص کار روش تقریبا

باید و نامیده W ۲
i۲ j را آن ما که می�شود ساخته شتاب�ها ضرایب از بزرگتری ماتریس کار این انجام با کنیم. اضافه

رابطه�ها برخی مرحله هر در دهیم. انجام مرحله به مرحله را روش این باید بیابیم. را ماتریس این پوچ بردارهای ویژه

می�دهد. نتیجه را جدید قیود (٢٠.٢) رابطه�ی مانند نیز برخی و ،(١٩.٢) رابطه�ی مانند است مشتقاتشان و Li بین

است: زیر شرح به که می�آوریم دست به شتاب برای معادله k +
−
A۱ + ...+

−
An nام، مرحله در مثال عنوان به



Wij q̈j + αi = ۰ i = ۱, ..., k
dγ

−
a۱
dt

= ۰ −
a۱ = ۱, ..., −A۱

. .

. .

. .

dγ
−
an

dt
= ۰ −

an = ۱, ..., −An,

(٢١.٢)

کنیم: خلاصه�نویسی زیر صورت به را معادلات این می�توانیم که

W
n
in j

..
qj + αin = ۰ in = ۱, ..., k +

−
A۱...+

−
An. (٢٢.٢)

λan+۱ پوچ بردار ویژه An+۱ تعداد است ممکن همچنین داریم. شتاب�ها برای معادله
−
An تعداد مرحله این در

معادلات کل رتبه�ی پس باشد. صفر غیر آنها از بعضی آخر آرایه�ی
−
An و اولیه آرایه�ی k که باشیم داشته W n برای



١٠

با: است برابر (٢٢.٢) یا (٢١.٢)

(k − A۱) + (
−
A۱ − A۲) + ...+ (

−
An − An+۱). (٢٣.٢)

علاوه به γ
−
an+۱ لاگرانژی قید

−
An+۱ تعداد به ،(٢٢.٢) معادله�ی روی بر λan+۱

in پوچ بردار ویژه اعمال با

یعنی: داریم. مشتقاتشان و Li بین جدید رابطه�ی
∼
An+۱ �

λ
∼
an+۱
i Li+λ

∼
an+۱
−
a۱

d γ
−
a۱

dt
+ ...+ λ

∼
an+۱
−
an

d γ
−
an

dt
= ۰, (٢۴.٢)

(٢۴.٢) رابطه�ی نهایت در می�کنیم. جایگذاری مشتقاتشان و Li � حسب بر را γ
−
an و کرده استفاده (١٩.٢) رابطه�ی از

بنویسیم: زیر صورت به می�توانیم را

n∑
s=۰

ds

dts
(ρsi Li) = ۰, (٢۵.٢)

اتحاد را فوق رابطه�ی و پیمانه�ای تقارن مولدهای را هستند مشتقاتشان و مختصات از توابعی که ρsi رابطه این در

می�نامیم. نودر

پیمانه�ای تبدیلات ٢.٢

می�نویسیم: زیر صورت به را لاگرانژی وردش ابتدا است. (٢۵.٢) رابطه�ی روی بر ما تمرکز بخش این در

δL =
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

=[
∂L

∂qi
− d

dt
(
∂L

∂q̇i
)]δqi +

d

dt
(
∂L

∂q̇i
δqi) (٢۶.٢)

=− Liδqi +
d

dt
(
∂L

∂q̇i
δqi),

می�دهیم: پیشنهاد زیر صورت به را متغیرها کوچک تغییرات همچنین

δqi =
n∑

s=۰
(−۱)s d

s f

dts
ρsi, (٢٧.٢)
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استفاده با می�توانیم که است اهمیت با جهت آن از پیشنهاد این است. زمان از کوچکی اختیاری تابع f (t) آن در که

است: چنین (٢۶.٢) وردش مختصات، تغییر این با دهیم. نشان را مختصات پیمانه�ای وردش آن از

δL =− Li δqi+
d

dt

(
∂L

∂
.
qi

δqi

)
∼=−

n∑
s=۰

(−۱)s d
s f

dts
ρsi Li

∼=− ρ۰i Li f −
n∑

s=۱
(−۱)s−۱ ds−۱ f

dts−۱
d

dt
(ρsi Li)

∼=....

∼=−

[
n∑

s=۰

ds

dts
(ρsi Li)

]
f

=۰,

(٢٨.٢)

از کرده�ایم. استفاده (٢۵.٢) رابطه�ی از نیز آخر در و است زمانی کامل دیفرانسیل معادل نشانه�ایی ∼= نماد آن در که

تبدیل یک (٢٨.٢) رابطه�ی پس داد. نشان f (t) مشتقات از ترکیبی از استفاده با می�توان را کنش وردش این�رو

qi (t) هر برای نتیجه این می�ماند. ناوردا کنش آن تبع به و لاگرانژی ،(٢٧.٢) تبدیل تحت زیرا است. پیمانه�ای

.Li = فرض۰ بدون گرفتیم، نظر در را Li نتایج، و محاسبات در ما زیرا است. برقرار Li � و اختیاری

a اندیس از آنها دادن تمیز برای پس باشیم، داشته (٢۵.٢) رابطه�ی شبیه رابطه چندین است ممکن کلی طور به

می�کنیم: استفاده

n∑
s=۰

ds

dts

(
ρ(a)
si Li

)
= ۰ a = ۱, ...,M. (٢٩.٢)

داریم: fa (t) � اختیاری تابع هر برای یعنی می�شوند. داده تمیز اندیس این وسیله�ی به نیز پیمانه�ای تبدیلات همچنین

δqi =
M∑
a=۱

na∑
s=۰

(−۱)s d
s fa
dts

(
ρ(a)
si

)
. (٣٠.٢)

که سیستم یک دینامیک می�کنیم فرض دهیم. تعمیم نیز میدان نظریه به را نتایج این که است مناسب نظر به

می�شود: توصیف زیر لاگرانژی وسیله به است، qi (x, t)� میدان�های شامل

L =

∫
dxL (qi (x, t) , ∂x qi (x, t) , ∂t qi (x, t)) , (٣١.٢)
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هستند: زیر صورت به سیستم این اویلری مشتقات

Li (x, t) =

∫
dyWij (x, y)

..
qj (y, t) + αi (x, t) i = ۱, ..., N (٣٢.٢)

هستند: زیر صورت به Wij و αi و میدان�ها شماره�ی N آن در که

αi (x, t) =

∫
dy

δ۲ L

δqj (y, t) δ
.
qi (x, t)

.
qj (y, t)−

δL

δ qi (x, t)
, (٣٣.٢)

Wij (x, y, t) =
δ۲ L

δ
.
qj (y, t) δ

.
qi (x, t),

(٣۴.٢)

هستند. تابعی مشتقات لاگرانژی مشتق�های همه ضمن در

نظر در می�شود، ضرب δ (x− y) در که N × N ماتریس عملگر صورت به می�توانیم را هسیان ماتریس

ماتریس دترمینان بودن صفر از تکینگی این و است تکین سیستم لاگرانژی که بود این بر ما فرض ابتدا در بگیریم.

زیر پایه بردارهای وسیله�ی به می�توان را هسیان ماتریس پوچ فضای ویژه می�شود. ناشی لاگرانژی هسیان

λa۱
z (x) = λa۱δ(x− y)

لاگرانژی اولیه� قیود حرکت، معادلات در λa۱
z (x)ضرب با هستند. قبل پوچ بردارهای ویژه شبیه λa۱ که داد، نشان

می�آیند: دست به

γa۱ (z, t) =

∫
dx λ

a۱
i δ (x− y)Li (x, t) = λ

a۱
i αi (z, t) . (٣۵.٢)

رابطه�ی به شبیه رابطه�ای می�توان باشد، پیمانه�ای تقارن دارای که میدان نظریه چارچوب در سیستم یک برای

است: زیر صورت به که نمود بیان (٢۵.٢)

nα∑
s=۰

∫
dx

∂s

∂ts

[
ρ(α)
si (z, x)Li (x, t)

]
= ۰, (٣۶.٢)

پیمانه�ای تبدیل دارند. (٢٩.٢) رابطه�ی در a اندیس شبیه تفکیکی نقشی α اندیس و z فضایی متغیر جا این در


