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  م خدابه نا

 اظهارنامه

  

ي ریاضی دانشجوي کارشناسی ارشد رشته) 880595(اینجانب سارا ریحانی اردکانی 

کنم که این پایان نامه حاصل پژوهش گرایش جبرو توپولوژي دانشکده علوم اظهار می

خودم بوده ودر جاهایی که از منابع دیگران استفاده کرده ام ، نشانی دقیق ومشخصات 

کنم که تحقیق و موضوع پایان نامه ام تکراري همچنین اظهار می. ته ام کامل آن  را نوش

نیست وتعهد می نمایم که بدون مجوز دانشگاه دستاوردهاي آن منتشر ننموده ویا در 

کلیه حقوق این اثر مطابق آیین نامه مالکیت فکري ومعنوي متعلق . اختیار غیر قرار ندهم

 .به دانشگاه شیراز است

 

  

  

  سارا ریحانی اردکانی: خانوادگی نام ونام 

  ءتاریخ و امضا
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 سپاسگزاري

  

باسپاس از قدرت بی انتها که مثل همیشه کمک و رحمتش را یک بار دیگراز بنده دریغ 

از سرکار خانم . نداشت تا بتوانم یکی دیگر از مراحل زندگیم را با موفقیت به پایان برسانم

 که همیشه راهنما وکمک دهنده در انجام این دکترشهره نمازي استاد راهنماي گرانقدرم

 سپاس فراوان خدمت اساتید مشاورم آقایان  .  کنمتحقیق بودند تشکر وقدردانی می

  .دکتر حبیب شریف ودکتر بابک امینی را دارم

             خدایا چنان کن سرانجام کار                             توخشنود باشی وما رستگار
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  چکیده    

 وارون پذیري مدول هاي ضربی

 

  :يبه وسیـله

 

  سارا ریحانـی اردکانـی

پایان  دراین. مدول یکانی استR یکMیک حلقه جابه جایی یکداروRدرسرتاسر این پایان نامه

همچنین ما شرایط . کنیم پروفر ضربــی و ددکیند را بررسی میزیرمدول هاي مـدول ضربــی، نامه

مدول پروفر ضربی وفادار است را بیان -R یک زیرمدول از یکL جایی که1Lمعادل حلقه بودن

شودکه مدولهاي   نشان داده میشود ومفهوم مدول ها ي به طورصحیح بسته بیان می. کنیممی

ضربـی وفادار روي یک دامنه صحیح به طورصحیح  ارزیاب ضربی وفادار و درنتیجه مدول هاي پروفر

زیر Nضربی وفادار و مدولRیکM یک دامنه صحیح وRکنیم اگرما ثابت می. بسته هستند

)(1مدول متناهیا تولید شده اي ازآن باشد، آنگاه  NNNTrMکه   ، جایی  

)()(
),(

NfNTr
MNHomf

M 


  . تاب متناهیا تولید شدهدرپایان ارتباط بیـن مــدول ددکیـند  بـیM 

شود، جایی که  بررســی میMمدول– MQ)(اي اول از  و زیرمدول هRروي دامنه

}{)( MxMxM  KQ    .  
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  فصل اول

  



 ٨ 

  مقدمه

  کلیات: 1-1

 حلقه یک به عنوان Rتمامی این پایان نامه در. است] 23[و]8[، ]2[  ازاین پایان نامه برگرفته

یک دامنه صحیح Rکه هرگاه Rحلقه خارج قسمتی تامSR.شودجایی یکدار درنظرگرفته میجابه

TSمدول  بی تاب باشد،R یک Mو RR Kمیدان هاي کسرهايRجایی کهشود، میS 

  و  Rمجموعه مقسوم علیه هاي ناصفر 

نتیجه دهد Mm، tmبراي {                                 .  mStT
    

)..( ،)1996(سالدر  NaoumGA و)..( ALwanALHF ، ]22 [پذیرکه مفهوم زیرمدول معکوس

مدول ها 1Dپذیراست را بیان کردند و همچنین مدول هاي پروفر وال معکوسیک توسیع از ایده

است اگروفقط )1Dبه تناظر(پروفر M ضربـی وفادارمدولRکه یکرامعرفی کردند و نشان دادند

 پروفر يباشد براي بررسی بیشتر در مورد مدول ها) به تناظر دامنه صحیح(  یک دامنه پروفرRاگر 

)..(،)1989(در سال. مراجعه کنید] 14[توانید بهمی AndersonDD ،]8 [ال هاي یک دامنه ایده

).(،2009ارزیاب را مورد بررسی قرار داده است که در سال  AliM ،]2 [ قضایاي فوق را براي یک

).tan( ،)1997(درسال. دهدیـم مــدول ارزیاب تعمیــم aFonM،).( HuckabaJو).( PapickI ،

که در . شودچه وقت حلقه میR،1I از دامنهIالرا مطرح کرده اندکه براي ایدهشرایطی ] 14[

).(،)2009(سال  AliM  ،]2 [در . دهدال ها رابراي مدول ها تعمیم میقضایاي فوق مربوط به ایده

).(، )2005(سال  AlkanM و ).( TirasY ،]5 [ مدول هاي ددکیند را مورد بررسی قراردادند ودر

)..(، )2007( سـال  SmitFPو ).( TirasYارتباط بـین مدول هاي ددکــیند روي دامنــه R و 

   را مطــرح کردند جایــــی کــه MQ)( و حلقــه Mمـــدول -MQ)(زیرمــدول هاي اول از

}:{)( MxMxM   KQو Kکسرهاي  میدانRی ـپایان نامه مدول هاي ضرب دراین.  باشد

- هاي ددکیندرا بررسی میبسته ومـدول هاي به طورصحیح، مدولNTrM)(، مفهوم ضربی، پروفر
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 مطرح کرده که آنهارا براي زیرمدول هايRحلقه همچنین قضایایی رابراي ایده ال هاي .کنیم

که در در بخش دوم از فصل اول تعاریف، لم ها و قضایاي . دهیمضربی تعمیم می مدولRیک

همیشه حلقه نیست 1Iدانیم کهمی. شود آمده استفصل هاي بعدي به طورمکرراستفاده می

دربخـش چهارم . یک حلقه شود1Iازجمله اهداف بخش سوم فراهم آوردن شرایطـی است که

الی از حلقه که ایدهمدولR د یک در بخش پنجم، ر.کنیمهاي یک دامنه ارزیاب رابیان میالایده

Rکنیم که ازجمله اهداف این بخش این است که وضعیت شود را بررسی می می)(ITrR را 

)(1باشد،Rکسري الیک ایدهIشود که اگر کند و  بیان میمشخص می  IIITrR .،در فصل دوم 

که در بخش اول زیر مدول هاي . دهیمرا مورد بررســی قرار میضربی  و پروفر ضربی،مدول هاي

ارتباط بین مدول  بررسی کرده که از جمله اهداف مفهوم مدول اولیه بودن رایک مدول ضربی و 

را بررســی کرده که ضربی هاي پروفـر ، مـدولدربخش دوم. الهاي اولیه استهاي اولیه وایده

ازجمله اهداف فراهم کردن شرایط معادل براي یک مدول پروفرو همچنین یک مدول تصویري 

در فصل سوم مفهوم . استال ها به مدول ها است وتعمیم یک سري قضایاي مربوط به ایـده

)(NTrMجایی که ،Nو Mدو Rش اول ـشود که از جمله اهداف  بخیــمـدول هستند بیان م

دربخش دوم مــدول هاي به طور صحیح بسته و مرتبط . است NTrM)(بررسی کردن وضعیت

مدول Rیکشود که ازجمله اهداف شرایط معادل براي به طورصحیح بسته بودن بررسی می

درفصل چهارم مدول هاي ددکیند را بررسـی کرده . مدول مرتبط وپروفر استRورابطه بین یک

مدول Rکه ازجملـه اهداف این بخـش فــراهم ساختن شرایـط مـعادل براي ددکیند بـودن 

Mتاب متناهیا تولیدشده روي دامنهشود که یک مدول بی شده وهمچنین اثبات میبررسیR 

MMاست اگروفقط اگرهرزیرمدول اول غیر صفراز  ددکیند )(Q ماکسیمال و)(MQ یک دامنه 

     .ددکیند باشد
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  تعاریف وقضایاي مقدماتی : 1-2

  

صورت   مدول باشد، دراینRیکMحلقه جابجایــی یـکدارویک Rکنیدرضـف: 1-2- 1تعریف

Mرا یک مدول ضربـی گوئیم هرگاه هرزیر مدولNازM شکلرا بتوان بهIMکه نوشت جایـیI 

این تعـریف با این که که استRال ازحلقهیک ایـده MMNN : مـعادل اسـت، وقتـی کـه   

.                                  }:{]:[ NrMRrMN  

JMIMمدول حذفی گوئیم هرگاه ازRرایکM:2-2- 1تعریف نتیجه شودJI  جایی که ،

IوJال از حلقهدو ایدهRهستند.  

با تولید متناهی Mمدول ضربی وفادار باشد، آنگاهRیکMیح ویک دامنه صحR اگر:3-2-1لم

  .است

   .برقرار است] 13[ از منبع 4-3طبق قضیه : اثبات

 یک PMباشد، آنـگاهRال اول از حـلقه یک ایـدهPمـدول ضربی وRیکMاگر: 4- 2-1م ـل

PR-مدول دوري است.  

   .مراجعه شود] 9[به مرجع : اثبات 

 ضربـی وفادار باشد، آنگـاه عبارتهاي زیر با هم معـادل  مدولRیکM فـرض کنید:5-2-1مـل

  :هستند

1(Mبا تولید متناهی است.  

BMAM کهايبه گونهباشند Rهاي ازالایدهBوAاگر) 2 آنگاه ،BA .  

IMNوجود دارد که Rاز حلقهIال یکتاي یک ایدهMازNبراي هر زیر مدول) 3 . 



 ١١ 

  . برقرار است]13[ از3-1طبق قضیه  :اثبات

 Mزیرمـدولی ازNوRال ازیک ایدهIیک مدول ضربی وفاداربا تولید متناهی،M اگر:6-2-1مـل

باشد، آنگاه    MNIMIN :: .  

ضربـــی است پسMاست وNزیرمــدولی ازINچــون: اثبات MMININ : . از طرفـــی

 MMNIIN :پس ،   MMINMMNI ::  . 5- 2-1چون طبق لم، M ،حذفـــی است

لذا    MINMNI :: .   

    .ضربی هستندمدول هاي دوري، : 7- 2-1تذکر

  .تاب استبیMمدول ضربی وفادار باشد، آنگاهRیکM اگر:8-2-1لم

 Sتاب نباشد، در این صورت اگرمدول ضربی وفادار است که بیRیکMفرض کنید: اثبات

Srباشد، آنگاه عنصرRصفراز ناهايعلیهمجموعه مقسوم و Mm وجود دارد به طوري که

rm .چونMال ناصفریک مدول ضربی است، پس ایدهIزاRهست کهIMRm  . بنابراین

Imr .از طرفی چونIپس ،rI .در نتیجهMوفادار نیست و این یک تناقض است .

  .پس حکم برقرار است

   .است] 5[ برگرفته از قبلاثبات 

در  .مدول ضربی با تولید متناهی باشدRیکMوRال ازحلقهدو ایدهJوIکنیدفرض :9-2-1لم

JMIMصورت این اگروفقط اگر MannJI .  

   .برقرار است] 24[ از9 نتیجه قضیه طبق : اثبات

 که ضربی و با تولید متناهی است، آنگاهباشدR صحیحدامنهال از یک ایدهIکنیدفرض: 10-2-1لم

Iاست وارون پذیر.  
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 PI، 4-2-1 بنابر لم RازPماکسیمالال براي هرایده، ضربی و با تولیدمتناهی استIچون: اثبات

xRI  یعنی.دوري خواهد بود PP  درنتیجهI 20[از  11-3قضیه  (.وارون پذیر می شود([  

غیرتهیاست اگروفقط اگربراي هرمجموعهمـدول ضربیRیکM:11-2-1لم Iالهاي  ازایده

R،MMannIMIحلقه 
AA

))]([()( 








.  

   .برقرار است ]13[ از7-1طبق قضیه :اثبات

علیه صفر که مقسومRعناصري از(Rمجموعــه عناصرمنظـم حلقهSکنید فرض:12-2-1تعریف 

از حلقه Aال کسري غیر صفرصورت ایدهباشد، دراینRحلقه خارج قسمتی تامSRKو) نیستند

Rرا وارون پذیرگوئیم هرگاهRAA 1که، جایی RxAxA  K1. 1واضح است کهA نیز

)(11است که وارون آن یعنــیRیک ایــده ال کسري Aرا با نماد Aیعنــی . دهیمنمایش مـی

]:[ 1 ARA K .بنابراینAA .  

  صورت زیر مجموعه دراین. باشدRهاي غیرصفرحـلقهعلیهمجموعه مقســومSکنیدفــرض

نتیجه دهدMm، tmبراي {.                     mStT  

  . استS مشمول درRیک زیرمجموعه بسته ضربی از

TRکنیدفـرض: 13-2-1ریفـتع
t

r
x وMnوئیمگ]5[باشد، براساسMxn است اگرعنصر

mازM موجـود باشد بـه طـوري کهrntm  .تعـریف است، یعنــی اگـر دهیم خـوشنشان مـی

TR
t

r

t

r


2

2

1

Maکهباشد به طوريMaو1
t

r
m 

1

Ma، آنگاه1
t

r


2

Tuعنصر. 2  وجود داردبه

1221کهطــوري turtur .ازطرفی mtar 11 بنابراین ،mttuartu 1212 پــس ،mttuartu 2121  در ،

نتیجـه    mtartu Ttuچون. 221 1 ، لـذاmtar 22 تعریف اسـت، پس ایـن تعـریف خوش .  

]:[،Mاز LوNزیرمدول هايRبراي :14-2- 1تعریف NLx
TR مجموعه تمام عناصرTRx 

LNxکه توجه کنید که . کنیم میرا تعریفLNx  هر براي اگروفقط اگر Nn ،Llوجود    
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ltnrکه  به طوري ه باشدـداشت  وقتی که 
t

r
x .  

]:[ ،MازLوN براي زیرمـدول هاي :15- 2-1م ـل NL
TRیک Rزیرمـدول ازTRاسـت .  

   .شودبا استفاده از تعریف به راحتی ثابت می: اثبات 

1}{کنیم، تعریف میMمـدولRازN زیرمـدولبراي:16-2-1ریفـتع MNxRxN T  

1]:[یعنـی  NMN
TR1کهN یک R- اززیرمدولTRاست وگـوییمNدرMپـذیر است وارون

MNNهرگاه  1 .به طورمعادلNدرMپذیراست اگریکوارونRزیرمدولLازTR وجودداشته 

MNLکهباشدطوري . 1ن وارون همچنیNدرTRرا باNدهیمنمایش می .  

ال کسري ایدهاست وهمچنین براي هرMزیرمدول ازRیک1NNدرحالت کلی: 17- 2-1تذکر

Aاز R،1AAال از یک ایدهRاست .  

BA اگرR ازBوA براي ایده ال هاي کسري: 18- 2-1تذکر 11، آنگاه   AB .رهمچنیـن اگ 

I غیرصفري ازحلقه ایده الR ،باشدIII 1.  

)(111 باشند، دراین صورت Rال متبایـن ازحلقه  دو ایـدهJوIاگر: 19-2-1لم    JIJI .  

  .برقرار است ]14[ از 6-1-3 لمطبق  :اثبات

NLباشندکهMمدولRزیرمـدول هایی ازNوL اگر:20-2-1لم ضربـــی با تولید یک مدول

]:[]:[صورت متناهی باشد، دراین LNNLR .  

   .برقرار است ]24[ از 3نتیجه طبق  : اثبات
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: صورت عبارات زیر معادلندباشند، دراینMمدولRزیرمـدول هاي ي ازLوLاگر: 21-2-1مـل

1 (]:[]:[ LLLLR .  

2 (]:[]:[]:)([ NLNLNLL براي هر زیرمدول ،Nاز M.  

   .برقرار است ]24[ از 4قضیه طبق : اثبات

  :ندعبارات زیر معادل هستR ازدامنه صحیحIال غیرصفر براي هرایده:22- 2-1 لم

) 1(   IBBI  براي هرمجموعه غیر تهی ،}{ Bهايالاز ایدهR.  

)2(   IBBI  براي هرمجموعه غیر تهی ، }{ Bهاي کسري الاز ایدهR.  

)3(Iون پذیر استوار.  

)4(Iتصویري است. 

   .برقرار است ]7[ از1طبق قضیه: اثبات

  :ت زیر معادل هستنداعبارRصحیح ازدامنه Iال براي هر ایده:23-2-1لم

1(  ICBICBI  هايال، براي ایدهBوCازR.  

2(  nn IBIBBBI  11 1هاي کسريال، براي ایدهBو...وnB ازR.  

3(Iال همواریک ایدهRاست. 

   .برقرار است ]7[ از2 قضیهطبق  :تاثبا

Rbaگوئیم هرگاه براي هر را یک حلقه ارزیابR حلقه:24-2- 1تعریف  ,که حداقل یکی ازآنها    

RbRaمنظم است، یاRaRb  .ال براي هردوایده،به طورمعادلIوJازRزآنهااحداقل یکی که 

JIمنظم باشد، داشته باشیم  یا IJ .ال را منظم گوییم، اگر کنیم که یک ایده یادآوري می

  . یک عنصر منظم باشد شاملحداقل

  هـر رايـرگاه بـارزیاب گوئیم، ه دولــرایک مRحــروي دامنه صحیMولدــم: 25-2- 1تعریف



 ١٥ 

Mmn , داشته باشیمRmRn  یاRnRm مدول هايادل این است که براي زیرـکه معL و

N ازMداشته باشیم NL یاLN . 

 .ش هموار استلایک حلقه ارزیاب باشد، آنگاه هرایدهR اگر:26- 2-1نتیجه

 ،RازBو Aهاي الدهــای  پس براي.تندــ قابل مقایسه هسالهادریک حلقه ارزیاب، ایــده: اثبات

ABA  یاBBA  ،شودحکم برقرار می، 23-2-1 بنابر لمپس.   

زیر Nربی وفادارباتولید متناهی وـدول ضــمR یکMو یک حلقهRکنیدرضــف :27- 2-1 لم

  :مدولی ازآن باشد، آنگاه

1(N اگروفقط اگر همواراست]:[ MNال هموارازدهـیک ایRبه علاوه اگر. باشدNیـمتناه تولید با  

  .ضربی استNباشد، آنگاه

  .ضربی استNتصویري باشد، آنگاهNاگر) 2

]:[ اگر)3 MNآنگاه ویري باشد،ـتصNی برقراراست کهـ وقت آنوعکس تصویري استNتولید با 

  .متناهی باشد

   .برقرار است ]4[ از7-3 قضیهطبق  :اثبات 

  باتولیدمتناهی مدول ضربی وفادارRیکMیک حلقه جابجایی یکداروRکنید فرض:28-2-1لم

 ی است اگروفقط اگرـضربNباشد، آنگاه دولی ازآنزیرمN و MN   .باشدRی ازـال ضرب یک ایده:

   .برقرار است ]24[ از10قضیه طبق  :اثبات 

گوئیم هرگاه هر زیرمدول ) 1Dبه تناظر(مدول پروفرRرا یکMمدولR:29-2- 1تعریف 

 .غیرصفرآن وارون پذیرباشد )به تناظر دوري(تولیدشده  متناهیا



 ١٦ 

است اگر وفقط ) 1Dتناظر به (یک مدول پروفر ،R حلقهروي M مدول ضربی وفادار:30-2- 1لم 

  .باشد) به تناظر دامنه صحیح( یک دامنه پروفرRاگر

   .برقرار است  ]22[ از  6-3طبق قضیه : اثبات

 یک M باشد، آنگاهشدهتولید امتناهی وفادار یــدول ارزیاب ضربـمRیکMاگر :31-2-1مـل

Rمدول پروفراست.  

  .برقرار است  ]3[ از 3-2 طبق قضیه:اثبات 

 تولید باNباشد، آنگاهMمتناهیباتولید وفادار مدول ضربیRیک زیرمدول ازNاگر: 32-2-1لم

متناهی است اگروفقط اگر MN   .متناهی باشدباتولید:

   .برقرار است ]4[ از 2-2قضیهطبق  :اثبات 

 ارزیابمدولیکMوفادارباشد،آنگاهمدول ضربیRیکMیک دامنه صحیح وR اگر:33-2-1لم

 . دامنه ارزیاب باشدیکRاست اگروفقط اگر

  .برقرار است ]3[ از2-2 طبق قضیه:اثبات 

Mmرا اول گوئیم، هرگاه برايMدولــمRازNدول محضــیک زیرم :34-2- 1تعریف و  

Rr اگر Nrm آنگاه ،Nm یا  MNr :.لازم به ذکراست که اگر M شامل حداقل یک 

 MD)( باراMهاي اولمدولها از زیرصورت سوپریمم طول تمام زنجیرهین باشد درامدول اول زیر

  . استRحلقه )کرول(همان بعدRD)(درحالت خاص. دهیمنشان می

 باشد تعـریف Rال ماکسیمال ازیک ایـدهM ودولـمR یکMکنیدفـرض :35-2-1ریفـتع

  کنیم      می

MMبراي برخی{   .                       xmxMmMT ,)1(:{)(   



 ١٧ 

ال ایده است اگروفقط اگربراي هرمدول ضربیR یکMکهثابت شده]13[لازم به ذکراست که در

R ،)(MTMازMماکسیمال MیاM،M-براي (دوري باشدMx،Mmوجودداشته باشد 

mRMx کهطوري   )1(.( 

 براي هر. وفادارباشد مدول ضربیR یکMوRال اول ازحلقهیک ایدهPکنیدفرض: 36-2-1لم

Ra  وMmکه به طوريPMamآنگاه ،Paیا PMm. 

Paکنیم فــرض :اثبات کنیمثابت میPMm  .دهیمقرارمی}:{ PMrmRrK  . فرض

RKکنید  .ال ماکسیمالپس ایدهMازRکهوجوددارد طوريMK.داریم )(MTm M  زیرا

 صورتدرغیر این mx)1(کهجايMx. چونولیM1پس. وفاداراستxماکسیمال   با که

تعریـف ه ب  پس بنا. دوري است-M،Mدرنتیــجه طبق توضیــح قبل،. داردتناقــــض  Mبودن

M y وMm   کـهايهـبه گونوجـــوددارد mRMy  msmyیعنـــی. )1(  و )1(

mpamymsa  PpوRsرايـب )1(  .سـپmpmas  .درنتیجــه mpas )( 

)()(یعنــــی  mannpas  .چــــونmRMy  ، لـــــذا )1(

 mRmannMymann .پس. ))(1()( Mymann است  وفادار Mچونیول. ))(1(

هــدر نتیج )1)(( ymann .ازطرفی )()( mannpas  .هــدرنتیج  )()1( pasy  .

Ppyasyبنابراین   Mهمچنین. )1()1( Py)1(رضـ و طبق فPaپسPs .

PMmsmyنتیجه  در  Mعنیی. )1( Ky)1( .درنتیجهM1که تناقض است .

RKپس  در نتیجهPMm.   

 که وريــط باشدRال اول ازدهــیک ایPوفادارو یــدول ضربـمRیکMاگر: 37- 2-1نتیجه

PMM  آنگاه ،PMیک زیرمدول اول ازMاست. 

Raکنیدفرض: اثبات وMm کهطوريPMam .36-2-1طبق لم ، MPMPa : 

   .استMیک زیرمدول اول ازPMپس. PMmیا
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صورت دراین، باشدM محض ازیک زیرمدولNو  ضربیمدولRیکMکنیدفرض :38-2-1لم

  :عبارات زیر معادلند 

  . اول است یک زیرمدولN)الف

)ب  









N

M
annMN   .استR از اولالیک ایده:

کهRازPال اولبراي ایده) ج  PMann ،PMN .  

   .برقرار است ]13[ از 11-2نتیجهطبق  :اثبات

 ز اماکسیمالیک زیرمدول Mصورتمدول ضربی باشد، دراینRیکMکنیدفرض: 39-2-1لم

Mمانندماکسیمال یک ایده ال است اگروفقط اگر PازRکهطوري باشد، موجودMPM M .  

   .برقرار است ]13[ از 5-2قضیهطبق  :اثبات

یک  راRازP اولال ایدهح باشد، در این صورتــک دامنه صحی یRکنیدرضــ ف:40-2- 1 تعریف

QPکه اي به گونه وجود داشته باشد R ازQ اولیه-Pالاي گوئیم هرگاه ایدهال شاخهایده .  

 یک زیرIM، آنگاهباشدRازحلقه رـال وارون پذییک ایدهIدول وـمRیک Mاگر :41-2-1مـل

، طرف مدول ضربی وفاداروباتولیدمتناهی باشدRیکM اگر به علاوه.استMوارون پذیراز  مدول

  .برعکس نیزبرقراراست

   .برقرار است ]22[ از3-2قضیهطبق  :اثبات 

  . استمدول1Dیک Rروي دامنه صحیح Mهرمدول ضربی وفادار :42- 2-1نتیجه

   Mیک زیرمدول غیرصفردوري ازRmکنیدفرض. ی استــباتولید متناهM،3-2-1 بنابرلم: اثبات



 ١٩ 

 ،28-2-1مـــ درنتیجه طبق ل.ی استــ پس ضرب،دوريRmونــ، چ7-2- 1تذکـربنابر الـح .باشد

 MRm:32-2-1همچنین طبق لم  وال ضربی یک ایده ، MRm:تولیدشده  متناهیاال یک ایده 

 ،10-2-1 مــحال بنا برل. است MRm:41-2-1مـدرنتیجه طبق ل .ال وارون پذیر است یک ایده، 

 MMRmRm :رون پذیراز یک زیرمدول واMاست.   

  :در این صورت عبارات زیر معادلند. یک دامنه صحیح باشدR فرض کنید :43-2-1لم

  .یک حلقه پروفراستR)الف

BAد، نتاب باشمدول بیRدوBوAاگر) ب  Rاست تابنیز بی.  

R،JIدرJوIهايالبراي ایده) ج  RیکRتاب استمدول بی .  

   .اب، همواراستتمدول بیRهر) د 

   .برقرار است ]11[از 2-4قضیه طبق  :اثبات 

),(کنیدفرض :44-2-1لم  PRو موضعییک حلقه Mیک R تولیدمتناهی  بافادار ومدول ضربی

PMN دراین صورت.باشدMغیرصفراز هموار و یک زیرمدولNو یا aMN  ،کهجایی a یک

  .استRعنصر منظم از

   .برقرار است ]1[ از1قضیهطبق  :اثبات

 Mذیري ازپ زیرمدول وارونNمدول ضربی وفادار و-R یکM، یک حلقه Rاگر :45-2-1لم

  . ضربی وفادار و با تولید متناهی استNباشد، آنگاه

   .برقرار است ]3[ از2-1قضیه طبق  :اثبات

  :صورت عبارات زیرمعادلند دراین، یک دامنه صحیح باشدR فرض کنید:46-2-1لم

  . روفر استپ یک دامنه R )الف
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Rbaبراي هر کهاي به گونه وجود دارد 1n و عدد مثبت است به طور صحیح بسته R) ب ,، 

 nnn baba ,,.  

   .برقرار است ]15[ از 3- 24قضیهطبق : اثبات

د باشRال ازیک ایـدهI ود شده باشدــمتناهیاً تولی مدول-R یکMکنید فـرض:47-2-1م ــل

MIMطوري که   .دراین صورتIx 1که وجوددارد طوريxM.  

   .برقرار است ]10[ از5-2برنتیجه  بنا :اثبات

   تاببیمدول -R یکMو Kیح با میدان کسرهايحیک دامنه صRکنید فرض:48-2-1لم 

MxM موجود باشد به طوري کهKxاگر. متناهیاً تولید شده باشد  آنگاه ،Rx)که جاي

R ، بستارصحیحRدرKاست.(  

کنید رضــ ف:اثبات nmm ,,1 ولد برايـه مــیک مجموعMورت به ازاي هر ــدراین ص.  باشد

ni ,,1 ،jij

n

j
i maxm 




1

Raij وقتی که   .س دستگاه زیر را خواهیم داشتپ:  

       .                nnmamamax 1212111 )(  

                    


 .)( 2222121  nnmamaxma
  

.                      nnnnn maxmama )(2211  

nnijaA و nnریس همانیـ ماتIراین اگرــبناب  ، در این صورت ][ 



















nm

m

AxI

1

   پس به .)(

ni هر ازاي ,,1 ، imAxI )det(و چون Mست داریماتاب   بی  )det( AxI . دراین

 صورت  
n

nn yyxx 1
   .Rxپس .  هستندRها عنصرهایی از iyجایی که   1


