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چ΋یده:

اول هم و ͳثان های مدول زیر روی بر ͳ΋زاریس توپولوژی

جو عدالت مریم

باشد. (ͳجابجای لزوما (نه پذیر شرکت حلقه Έبری صفر غیر مدول ΈیM کنید فرض
اول هم های مدول زیر از Specc(M)طیف Mو ͳثان های زیرمدول از Specs(M)طیف ما نامه پایان این در

کنیم. ͳم مطالعه Mرا

واژه: کلید
ͳثان مدول اول، هم مدول ،ͳضرب هم مدول ،ͳضرب مدول ،ͳ΋زاریس توپولوژی

ث



Abstract:

Zariski Topologies For Coprime And Second Submodules

Maryam Edalatjou

Let M be a non- zero module over an associative ( not neccessarily commutative )
ring.
In this dissertation we study a topology for the spectrum Specs(M) of second sub-
modules of M and the spectrum Specc(M) of coprime submodules of M.

Key words:
Zariski topology, Multiplication module, Comultiplication module, Coprime module,
Second module.

ج



١

پیشΎفتار:

سپس کرد. ͳمعرف ،[١٢] مقاله در بار اولین برای را ثانویه های مدول Macdonaldمفهوم ،١٩٧٣ سال در

مدول از ͳثان های مدول زیر مفهوم اول، هم های مدول زیر دوگان بعنوان ͳیاسم Έسیام دکتر ٢٠٠١ سال در

شرکت حلقه روی بر ͳهای مدول برای Annin توسط مفهوم این نمود. ͳمعرف را R ͳجابجای حلقه روی بر M

مورد را اول هم های زیرمدول طیف و ͳثان های مدول زیر طیف ما نامه پایان این در شد. داده تعمیم دلخواه پذیر

دهیم. ͳم قرار ͳبررس

و تعاریف به اول بخش در که است شده تش΋یل بخش دو از اول فصل باشد. ͳم فصل ۴ شامل نامه پایان این

توپولوژی فضای Έی از ͳهای ͳویژگ و تعاریف از ͳبرخ دوم بخش در و پردازیم ͳم ها مدول ͳمقدمات قضایای

می΋نیم. بیان را است نیاز مورد بعدی های فصل در که را

ͳم قرار ͳبررس مورد را مربوطه قضایای از ͳبرخ و کرده ͳمعرف را اول هم و ͳثان های مدول زیر دوم فصل در

Specc(M)طیف و ͳثان های مدول زیر از Specs(M)طیف توپولوژی ترتیب به چهارم و سوم فصول در دهیم.

دهیم. ͳم قرار ͳبررس مورد را اول هم های مدول زیر از

است. گردیده استفاده [١] و [٢] ،[٣] مقالات از نامه پایان این تهیه در
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٣ نیاز پیش .١ فصل

نیاز مورد دیΎر های فصل بهتر درک برای که ͳمفاهیم و ͳمقدمات قضایای و تعاریف بیان به فصل این در

پردازیم. ͳم است

مدول -RΈی از منظور همچنین نیست. ͳجابجای لزوما که است (۱R ̸= ۰) ی΋دار ای حلقه ،R نامه پایان این در

با را End(M) Mحلقه مدول -R برای بعلاوه گردد. بیان آن خلاف مΎر است چپ مدول -RΈی همواره

عمل همراه Mبه که دید توان ͳم دهیم. ͳم نمایش S

mf = f(m) ∀m ∈M , ∀f ∈ End(M)

-R از مدول زیر Έی L که بود خواهد این دهنده نشان L ≤R M نماد پس این از است. راست مدول -S Έی

Mاست. مدول

این از Mباشد. مدول -S از مدول زیر Έی L هرگاه گوییم پایا کاملا Mرا از L مدول زیر تعریف١-٠-١.

Mاست. از پایا کاملا سره مدول زیر Έی L که است این دهنده نشان L ≨f.i
R M پس

باشد. پایا Mکاملا مدول R-زیر هر هرگاه گوییم دوو یا پایا Mرا مدول -R تعریف١-٠-٢.

باشد جانبه دو آن (راست) چپ آل ایده هر هرگاه گوییم ͳم (راست) چپ پایا را R ی حلقه تعریف١-٠-٣.

باشد. جانبه دو آن (راست) چپ ماکسیمال آل هرایده هرگاه گوییم ͳم (راست) چپ پایا شبه را R حلقه و

باشد. چپ و راست پایا (شبه) R حلقه هرگاه گوییم پایا (شبه) را R حلقه همچنین

آن باشد سریال ͳیون و ͳآرتین مدول -R Έی M اگر باشد. ͳجابجای ای حلقه R کنید فرض .۴-١-٠ مثال

است. پایا مدول -RΈیM گاه

(۱− ۲, [١۴] ر.ک( برهان.

نشان Mرا های مدول زیر تمام ی خانواده ،L(M) با باشد. مدول -RΈیM کنید فرض .۵-١-٠ قرارداد

،I(R) با همچنین دهیم. ͳم نشان را M پایا کاملا های مدول زیر تمام ی خانواده ،Lf.i(M) با دهیم. ͳم

کنیم. ͳم مشخص را راست و چپ جانبه، دو های آل ایده از ای خانواده ترتیب به Ir(R) و Il(R)

از ای مجموعه زیر Z Mو از ͳهای مجموعه زیر Y ،X و مدول RΈیM که کنیم فرض .۶-١-٠ قرارداد

: دهیم ͳم قرار صورت این در باشند. R

(X :Z Y ) := {r ∈ Z|ry ∈ X ∀y ∈ Y }

(X :Y Z) := {m ∈ Y |zm ∈ X ∀z ∈ Z}



۴ نیاز پیش .١ فصل

همچنین

annR(Y ) := (۰ :R Y ), annM(Z) := (۰ :M Z)

دهیم: ͳم قرار I ⊆ S و K ⊆M ͳته غیر های مجموعه زیر برای دیΎر جهت از

An(K) := (۰ :S K), Ke(I) := (۰ :M I)

بعلاوه

Lm(M) := {IM |I ∈ I(R)} , Lc(M) := {L ≤R M |L = (۰ :M (۰ :R L))}

f ∈ HomR(K,M) هر Kو ≤R M هر برای هرگاه گوییم انژکتیو خود Mرا مدول -R آ) تعریف١-٠-٧.

.g|K = f که باشد موجود چنان g :M →M مانند همومورفیسم -RΈی

باشیم داشته S از I شده تولید متناهیا راست آل ایده هر برای هرگاه گوییم ͳذات انژکتیو Mرا مدول -R ب)

An(ke(I)) = I.

برای هرگاه گوییم U توسط شده تولید هم Mرا مدول -R باشد. ها مدول -R از ͳکلاس U کنید فرض ج)

مونومورفیسم {Ni}i∈I مانند U در مشمول های مدول از ای خانواده

۰ −→M −→
∏
i∈I

Ni

باشد. داشته وجود

شود. تولید Mهم Mتوسط از ͳقسمت خارج مدول -R هرگاه گوییم مولد هم خود- Mرا مدول -R د)

ماکسیمال های مدول زیر تمام Max(M)خانواده با باشد. مدول -RΈیM کنید فرض .١-٠-٨ قرارداد

دهیم. ͳم نشان را RMS های مدول زیر دو -(R, S) تمام خانواده Maxf.i(M) با دهیم. ͳم نشان را RM

: دهیم ͳم قرار ،L ≤R M هر برای همچنین

M(L) := {K ∈Max(M)|L ⊆ K)} M f.i(L) := {K ∈Maxf.i(M)|L ⊆ K}.

خود- و شده تولید هم خود- های R-مدول صورت این در باشد حلقه Έی R کنید فرض .١-٠-٩ مثال

هستند. پایا های مدول ها اندومورفیسم حلقه با انژکتیو

(۴۸− ۱۶, [١٧] ر.ک( برهان.

نویسیم ͳم و گوییم M در ضروری غیر یا Έکوچ را M از L مدول زیر -R آ) تعریف١-٠-١٠.

.(L+K) ̸=M ،M از K سره مدول زیر -R برای هرگاه ،L≪M
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بصورت را Rad(M) ،M مدول -R هر برای ب)

Rad(M) :=
∩

L∈Max(M)

L.

کنیم. ͳم Mتعریف با برابر را Max(M)آن = ∅ که ͳصورت در و

صورت این در باشد. مدول -RΈیM کنید فرض .١-٠-١١ تبصره

Rad(M) =
∩

L∈Max(M)

L =
∑
L≪M

L.

(۹− ۱۳, [٨] ر.ک( برهان.

مدول زیر هر که باشد ای سره مدول زیر Mدارای هرگاه گوییم ͳم ͳموضع Mرا مدول -R تعریف١-٠-١٢.

دیΎر عبارت به یا شود، شامل Mرا از ∑سره
L≨M

L ̸=M

زیر Έی M از سره مدول زیر هر هرگاه گوییم ی΋نواخت هم یا ͳته میان را M مدول -R تعریف١-٠-١٣.

.L۱ + L۲ ≨R M باشیم Mداشته از L۲ و L۱ دلخواه مدول زیر -R دو هر برای ͳیعن باشد، Έکوچ مدول

مدول زیر Έی در M از سره مدول زیر هر هرگاه گوییم ͳاتم هم را M مدول -R آ) تعریف١-٠-١۴.

باشیم: Mداشته از L مدول زیر هر برای دیΎر عبارت به بΎیرد، Mقرار از ͳماکسیمال

Rad(
M

L
) ̸= M

L
.

به یا .M f.i(L) ̸= ∅ باشیم داشته ،L ≨f.i
R M هر برای هرگاه گوییم ͳاتم هم -f.i را M مدول -R ب)

باشد. ͳاتم هم RMS دیΎر عبارت

S(M) با Mرا ساده های مدول زیر تمام ی خانواده باشد. مدول -RΈیM کنید فرض تعریف١-٠-١۵.

همچنین دهیم. ͳم نشان Sf.i(M) با را RMS از ساده های زیرمدول دو -(R,S) از ͳته احتمالا ی خانواده و

دهیم: ͳم قرار L ≤R M برای

S(L) := {K ∈ S(M)|K ⊆ L} Ŝ(L) := {K ∈ Sf.i(M)|K ⊆ L}

برای هرگاه ،L ⊴M نویسیم ͳم و نامیم ͳم M در بزرگ یا ͳاساس را L مدول زیر آ) تعریف١-٠-١۶.

.L ∩K ̸= ∅ باشیم داشته K Mمانند از مدول زیر -R هر

صورت به را آن و داده نشان Soc(M) با Mرا مدول -R سوکل ب)

Soc(M) :=
∑

L∈S(M)

L.

کنیم. ͳم تعریف
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صورت این در باشد. مدول -RΈیM کنید فرض .١-٠-١٧ تبصره

Soc(M) =
∑

L∈S(M)

L =
∩
L⊴M

L.

(۹− ۷, [٨] ر.ک( برهان.

نا ساده Έکوچ مدول زیر −R Έی شامل M هرگاه گوییم ͳموضع هم را M مدول -R تعریف١-٠-١٨.

.
∩

۰ ̸=L≤RM L ̸= ۰ دیΎر عبارت به یا بΎیرد Mقرار از ͳته نا مدول زیر -R هر در که باشد ͳته

M از صفر غیر مدول زیر -R دو هر برای هرگاه گوییم ی΋نواخت را M مدول -R آ) تعریف١-٠-١٩.

مدول زیر Έی ،M صفر غیر مدول زیر R هر دیΎر عبارت به ،L۱ ∩ L۲ ̸= ۰ باشیم داشته L۲ و L۱ مانند

باشد. ͳاساس

به یا باشد. ساده مدول زیر Έی شامل M از صفر غیر مدول زیر هر هرگاه گوییم ͳاتم را M R-مدول ب)

.Soc(L) ̸= ۰ باشیم، داشته ۰ ̸= L ≤R M هر برای دیΎر عبارت

زیر ،K مانند M از مدول زیر هر ازای به هرگاه گوییم ساده نیم را M مدول -R آ) تعریف١-٠-٢٠.

.M = K ⊕ L که باشد داشته وجود L Mمانند از ͳمدول

باشد. ی΋ریخت ساده های مدول زیر مستقیم جم΄ با Mبرابر هرگاه گوییم همΎن ساده نیم Mرا مدول -R ب)

که دانیم ͳم باشد. اول عدد Έی p کنید فرض .١-٠-٢١ مثال

Zp∞ =
∪

n∈N Z(
۱
pn

+ Z) ⊆ Q
Z

n ∈ N برای Z( ۱
pn

+ Z) ش΋ل به Zp∞ از سره مدول زیر هر و است مدول -ZΈی نتیجه در و ͳآبل گروه Έی

ͳم نتیجه آن از که باشد ͳم سریال ͳیون Zp∞ علاوه به نیست. نوتری اما است ͳآرتین Zp∞ وضوح به باشد. ͳم

حال عین در ͳول نیست ͳموضع Zp∞ که کنیم ͳم دقت ن΋ته این به اینجا در است. ی΋نواخت و ͳته میان شود

باشد. ͳم ͳموضع هم

است. پایا مدول -ZΈی Zp∞ .١-٠-٢٢ تبصره

دهیم نشان این΋ه برای است. n ∈ N Έی برای Gn = Zp∞ صورت به Z∞
p از سره مدول زیر هر برهان.

،f ∈ S = EndR(M) هر برای و n ∈ N هر برای دهیم نشان است ͳکاف است پایا مدول -Z Έی Zp∞

و باشند دلخواه f ∈ EndR(M) و n ∈ N کنید فرض منظور این برای .f(Gn) ⊆ Gn

f(
۱
pn

+ Z) =
t

pm
+ Z ∈ Zp∞
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.pm|tpn پس tp
n

pm
+Z = ۰ که گیریم ͳم نتیجه pnf( ۱

pn
+Z) = ۰ از اکنون .(t, p) = ۱ کرد فرض توان ͳم

اما .Gm ⊆ Gn رو این از .m ⩽ n بنابراین و pm|pn لذا (t, p) = ۱ چون

f(
۱
pn

+ Z) =
t

pm
+ Z ∈ Gm ⊆ Gn

ͳته میان ͳمدول Zp∞ مدول -Z مثال عنوان به ) نیستند. ͳاتم هم لزوما ͳته میان های مدول .١-٠-٢٣ ن΋ته

باشد.) ͳنم ͳاتم هم که است

-R Έی M وضوح به صورت این در باشد. سریال ͳیون مدول -R Έی M کنید فرض .٢۴-١-٠ مثال

Rad(M) ̸=M اگر وتنها اگر است (ͳموضع (هم ͳموضعM مدول بعلاوه است. ی΋نواخت و ͳته میان مدول

.( Soc(RM) ̸= ۰)

.Rad(M) ̸=M است ͳبدیه صورت این در است، ͳموضعM کنیم فرض برهان.

و N۱ عضو دو دارای Max(M) اگر حال .Max(M) ̸= ∅ پس .Rad(M) ̸= M کنید فرض برع΋س،

Max(M)دارای رو این از .N۱ = N۲ که، گیریم ͳم Mنتیجه بودن سریال ͳیون به توجه با گاه آن باشد، N۲

پس است، سریال ͳیونM چون صورت این در ،L ≤M Max(M)و = {N} اگر ͳطرف از است. یΈعضو

.L ≤ N پس .N = L که دهد ͳم نتیجه ،Mxa(M) = {N} گاه آن ،N ≤ L اگر .N ≤ L یا L ≤ N

است. ͳموضعM مدول -R بنابراین

است ͳاتم هم Z مدول -Z همچنین باشد. ͳنم ͳاتم ͳول است ی΋نواخت Z مدول -Z آ) .٢۵-١-٠ مثال

نیست. ͳته میان ͳول

میان ͳول است ͳاتم هم RM گاه آن هستند، ساده های مدول S۲ و S۱ آن در که M = S۱ ⊕ S۲ اگر ب)

با برابر M های مدول زیر مجموعه رو این از هستند ساده های مدول S۲ و S۱ چون باشد. ͳنم ͳته

نیست. ͳته میان اما است ͳاتم هم RM که است ͳبدیه صورت این در باشد. ͳم {{۰}, S۱, S۲, S۱⊕S۲}

هر هرگاه گوییم (راست) چپ ͳآرتین نیم یا (راست) چپ لوی حلقه Έی را R حلقه آ) تعریف١-٠-٢۶.

باشد. ساده مدول زیر Έی شامل صفر، غیر (راست) چپ -مدول R

Έی دارای صفر، غیر (راست) چپ مدول -R هر هرگاه گوییم (راست) چپ بس حلقه Έی را R حلقه ب)

باشد. ماکسیمال مدول زیر



٨ نیاز پیش .١ فصل

که: گرفت نتیجه توان ͳم تعریف از مستقیم طور به R هرحلقه برای .١-٠-٢٧ ن΋ته

باشد ͳاساس سوکل دارای صفر، غیر چپ مدول -R هر اگر تنها و اگر است چپ لوی حلقه Έی R حلقه آ)

باشد. ͳاتم آن صفر غیر چپ مدول - R هر اگر وتنها اگر است برقرار نیز این و

Έکوچ رادی΋ال دارای صفر، غیر چپ مدول -R هر اگر تنها و اگر است چپ بس حلقه Έی R حلقه ب)

باشد. ͳاتم هم آن صفر غیر چپ مدول - R هر اگر تنها و اگر است برقرار نیز این و باشد

و مدول -RΈیM کنید فرض همچنین باشد. چپ لوی حلقه Έی R کنید فرض (⇒) آ) برهان.

ͳطرف از است. N ′ مانند ساده مدول زیر Έی دارای N لوی، حلقه تعریف به بنا .۰ ̸= N ≤R M

N
′ ≤ Soc(M) =

∑
K∈S(M)

K

Mاست. از ͳاساس زیرمدول Έی Soc(M) که دهد ͳم نشان این .Soc(M) ∩N ̸= ۰ پس

چون ،۰ ̸= N ≤ M کنید فرض باشد. M از ͳاساس مدول زیر Έی Soc(M) که کنید فرض (⇐)

N∩Soc(M) ≤ N ͳطرف از است. ساده مدول یΈزیر استپسN∩Soc(M)شامل ͳاساس Soc(M)

لوی حلقه R حلقه که شود ͳم نتیجه لوی حلقه تعریف از حال است. ساده مدول زیر Έی دارای N پس

است.

به بنا ،۰ ̸= N ≤M و مدول RΈیM که کنید فرض باشد. بس حلقه Έی R حلقه کنید فرض (⇒) ب)

ͳطرف از است. N ′ مانند ماکسیمال زیرمدول دارای N بس حلقه ∩تعریف
K∈Max(M)

K = Rad(M) ≤ N
′

Mاست. از Έکوچ مدول زیر Έی Rad(M) که دهد ͳم نشان این و Rad(M) +N ̸=M پس

چون ،۰ ̸= N ≤ M کنید فرض باشد. M از Έکوچ زیرمدول Έی Rad(M) که کنید فرض (⇐)

Έی در N پس ،N ≤ N +Rad(M) ͳطرف از .N +Rad(M) ̸=M پس است Έکوچ Rad(M)

است. بس حلقه Έی R حلقه که شود ͳم نتیجه بس حلقه تعریف از حال دارد. قرار ماکسیمال مدول زیر

هرگاه گوییم ͳضرب Mرا مدول -R صورت این در باشد. حلقه Έی R کنید فرض آ) تعریف١-٠-٢٨.

به .L = IM که طوری به باشد، داشته وجود I(R) به متعلق I آل ایده L مانند آن مدول زیر هر برای

باشد. ͳم پایا مدول Έی ͳضرب مدول -R هر وضوح

وجود R از C چون ͳآل ایده ،J مانند I در مشمول آل ایده هر برای هرگاه گوییم ͳضرب را R از I آل ایده ب)

J = IC که طوری به باشد داشته
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مجموعه زیر رابطه با Rm کسری حلقه R mاز ماکسیمال آل ایده هر برای هرگاه گوییم ͳحساب را R حلقه ج)

باشد. ͳکل مرتب مجموعه Έی ای

باشیم Mداشته از L مدول زیر هر برای اگر تنها و اگر است ͳضربM مدول -R .١-٠-٢٩ تبصره

L = (L :R M)M.

به دارد وجود I(R) از I آل Mایده از L مدول زیر هر ازای به پس باشد، ͳضرب ͳمدولM کنید فرض برهان.

رو ازاین .I ⊆ (L :R M) که گیریم ͳم نتیجه اخیر تساوی از .L = IM که طوری

L = IM ⊆ (L :R M)M ⊆ L

.L = (L :R M)M نتیجه در و

M مدول -R وضوح به گاه آن ،L = (L :R M)M باشیم داشته M از L مدول زیر برای کنیم فرض اکنون

است. ͳضرب

باشد. ͳضرب R از شده تولید متناهیا آل ایده هر اگر تنها و اگر است ͳحساب R ͳجابجای یΈحلقه لم١-٠-٣٠.

( [١١] ر.ک( برهان.

I(R) به متعلق I آل ایده L ≤R M هر برای هرگاه گوییم ͳضرب هم Mرا مدول -R آ) تعریف١-٠-٣١.

(L(M) = Lc(M) ͳعبارت (به .L = (۰ :M I) طوری΋ه به باشد داشته وجود

گوییم. ͳم راست) (دوگان چپ دوگان حلقه باشد ͳضرب هم مدول Έی (RR)RR که ͳصورت در را R حلقه ب)

گوییم. دوگان حلقه Έی را راست و چپ دوگان حلقه Έی

اگر وتنها اگر است ͳضرب Mهم مدول صورت این در باشد. مدول -RΈیM کنید فرض .١-٠-٣٢ تبصره

L = (۰ :M (۰ :R L)) باشیم: Mداشته از L مدول زیر هر برای

ایده دارد Mوجود از L مدول زیر هر ازای به پس باشد، ͳضرب هم ͳمدول -RΈیM که کنیم فرض برهان.

رو این از .I ⊆ annR(L) گیریم ͳم نتیجه اخیر تساوی از .L = (۰ :M I) طوری΋ه به I(R) از I آل

(۰ :M annR(L)) ⊆ (۰ :M I) = L

L = (۰ :M (۰ :R L)) لذا ،L ⊆ (۰ :M (۰ :R L)) ͳطرف از

است. ͳضرب هم ͳمدولM وضوح به گاه آن ،L = (۰ :M (۰ :R L)) که کنیم فرض اگر حال

I هر Max(R)و از P هر برای طوری΋ه به باشد چپ پایا شبه حلقه Έی R حلقه کنید فرض مثال١-٠-٣٣.

.IP = PI باشیم داشته I(R) از
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زیر Έی Mشامل از صفر غیر مدول زیر هر صورت این در باشد. ͳضرب هم مدول -RΈیM کنید فرض آ)

باشد. ͳمM از مینیمال مدول

است. ͳاتم هم مدول ͳضرب چپ مدول R هر ب)

است. ͳاتم مدول ͳضرب هم چپ مدول -R هر ج)

. ک([١٩]) ر. آ) برهان.

. ک([۶]) ر. ب)

کنیم: ͳم تعریف L ∈Max(M) هر برای آ) .٣۴-١-٠ قرارداد

Le :=
∩

K∈Max(M)\{L}

K

کنیم. ͳم Mتعریف با برابر را Max(M)آن = {L} که ͳصورت در و

: کنیم ͳم تعریف L ∈ S(M) هر برای ب)

Le :=
∑

K∈S(M)\{L}

K

کنیم. ͳم تعریف صفر با برابر را آن S(M) = {L} که ͳصورت در و

L ∈ Max(M) هر برای اگر است کامل ماکسیمال خاصیت Mدارای مدول -R گوییم تعریف١-٠-٣۵.

به متعلق L هر برای هرگاه است ماکسیمال خاصیت Mدارای مدول -R گوییم همچنین .Le ⊈ L باشیم داشته

.
∩

K∈AK ⊈ L باشیم Max(M)داشته \ {L} از A مانند ͳمتناه مجموعه زیر هر Max(M)و

کامل ماکسیمال خاصیت دارای M گاه آن باشد، پایا و پروژکتیو خود مدول -R Έی M اگر .٣۶-١-٠ لم

است.

.(۳− ۱۵,[١] ر.ک( برهان.

M از ساده زیرمدول -R هر برای اگر است مینیمال خاصیت دارای M مدول -R گوییم تعریف١-٠-٣٧.

است مینیمال خاصیت دارای M هستند دوری ساده های مدول که آنجا از .L ⊈ Le باشیم داشته L مانند

باشیم، داشته {L۱, L۲, . . . Ln} ⊆ S(M) \ {L} ͳمتناه مجموعه زیر هر Mو از L مدول زیر هر برای هرگاه

.L ⊈
∑n

i=۱ Li

است. مینیمال خاصیت Mدارای مدول گاه آن باشد، پایا و انژکتیو Mخود مدول -R اگر .١-٠-٣٨ لم
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.(۳− ۱۷, [٢] ر.ک( برهان.

طوری΋ه به Mباشند مدول -R های مدول Kزیر و L و H که کنید فرض .(ͳمدول (قانون ١-٠-٣٩ قضیه

داریم: صورت این در ،K ≤ H

K + (H ∩ L) = H ∩ (K + L)

H ∩ L ≤ H ∩ (K + L) ͳطرف از .K ≤ H ∩ (K + L)پس K ≤ (K + L) و K ≤ H چون برهان.

.K + (H ∩ L) ≤ H ∩ (K + L) لذا

چنان L و K به متعلق ترتیب به b و a گاه آن باشد، دلخواه H ∩ (K + L) به متعلق x کنید فرض اکنون

x − a ∈ H ∩ Lپس است x − a = b ∈ L و باشند ͳم H به متعلق x, a چون .x = a + b که موجودند

بنابراین .x ∈ K + (H) پس است x − a ∈ H ∩ L و a ∈ K که x = a + (x − a) اما است

است. برقرار ح΋م که دهد ͳم نشان نیز این H ∩ (K + L) ≤ K + (H ∩ L)

R از J ′ و J آل ایده دو هر برای و I ̸= R هرگاه گوییم اول را R حلقه از I آل ایده آ) تعریف١-٠-۴٠.

.J ′ ⊆ I یا J ⊆ I که شود نتیجه JJ ′ ⊆ I از

باشد ab ∈ I که R به متعلق a, b هر برای و I ̸= R هرگاه گوییم اول کامل طور به را R حلقه از I آل ایده ب)

.b ∈ I یا a ∈ I باشیم داشته

باشد. اول آل ایده Έی آن صفر آل ایده هرگاه گوییم اول را R حلقه ج)

Mداریم: از K مدول زیر هر برای .۴١-٠-١ لم

AnnR(K)AnnR(
M

K
) ⊆ AnnR(M) (١-١)

نتیجه در و yM ⊆ K رو این از .y ∈ AnnR(
M

K
) و x ∈ AnnR(K)کنید فرض برهان.

x(yM) ⊆ xK = ۰

.xy ∈ AnnR(M)پس

باشیم داشته K Mمانند از پایا کاملا مدول زیر هر برای هرگاه گوییم اول Mرا مدول -R تعریف١-٠-۴٢.

.AnnR(M) = AnnR(K)

معادلند: زیر های Mگزاره مدول - R برای .۴١-٠-٣ لم
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است. اول مدول - RΈیM آ)

AnnR(K) = AnnR(M) Mداریم: از K سره مدول زیر هر برای ب)

است. K بوسیله شده تولید هم R

AnnR(M)
،M از K سره مدول زیر هر برای ج)

است. K بوسیله شده تولید هم R

AnnR(M)
،M از K پایا کاملا مدول زیر هر برای د)

.( [١۶] ر.ک( برهان.

f : N
′ −→ N Έی به Έی ͳهمریخت هر ازای به هرگاه گوییم هموار Mرا مدول R آ) تعریف١-٠-۴۴.

ͳهمریخت

f ⊗ ۱M : N
′ ⊗M −→ N ⊗M

باشد. Έی به Έی ͳهمریخت Έی نیز

annR(M) = ۰ هرگاه گوییم وفا با Mرا مدول -R ب)

ͳ΋توپولوژی فضاهای ١-١

که طوری به Xباشد های مجموعه زیر از ای گردایه τ و ͳناته ای Xمجموعه که کنیم فرض تعریف١-١-١.

X,ϕ ∈ τ آ)

است. τ به متعلق τ ی گردایه زیر هر اعضای اجتماع ب)

است. τ به متعلق τ ͳمتناه گردایه زیر هر اشتراک ج)

نیز را A ∈ τ عضو هر گوییم. ͳم Έتوپولوژی فضای Έی را (X, τ) و Xبر توپولوژی Έی را τ صورت این در

گوییم. ͳم توپولوژی فضای این از باز مجموعه Έی

τ توپولوژی برای پایه Έی از منظور باشد، ͳ΋توپولوژی فضای Έی (X, τ) که کنیم فرض تعریف١-١-٢.

به باشد. آن اعضای از ͳاجتماع X از باز ͳناته مجموعه هر که طوری به است τ از B مثل ای مجموعه زیر Έی

باشیم داشته X از G ͳناته و باز مجموعه هر برای دیΎر عبارت

∀x ∈ G ∃B۱ ∈ B : x ∈ B۱ ⊆ G

صورت این در باشد، X ͳتوان مجموعه از ای مجموعه زیر B و توپولوژی فضای X کنید فرض .١-١-٣ لم

باشد: برقرار زیر شرط دو اگر تنها و اگر است X روی توپولوژی برای پایه Έی را B
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∪
A∈B = X آ)

x ∈ B۱ ∩B۲ هر و B از B۲ و B۱ هر برای ب)

∃B۳ ∈ B;x ∈ B۳ ⊆ B۱ ∩B۲

(ب) و (آ) شرایط وضوح به صورت این در باشد. X توپولوژی فضای برای پایه Έی B کنید فرض برهان.

است. برقرار بوضوح

قرار کند. صدق (ب) و (آ) های شرط در B مانند X ͳتوان مجموعه از ای مجموعه زیر کنید فرض برع΋س:

دهید

τ = {G ⊆ X;G =
∪

i∈I Bi, {Bi; i ∈ I} ⊆ B} ∪ {∅}

است. X روی توپولوژی Έی τ دهیم ͳم نشان (١

است. τ برای پایه Έی B (٢

است، B اعضای از ͳاجتماع صورت به τ عضو هر که آنجا از .∅, τ ∈ τ ،τ تعریف و فرض بنابر :(١ اثبات

در سوم شرط اثبات برای است. B اعضای از ͳاجتماع صورت به دوباره τ اعضای از تعداد هر اجتماع لذا

{Bi; i ∈ I} کنیم فرض است. τ در عنصری τ عضو دو هر اشتراک که کنیم ثابت کافیست توپولوژی، تعریف

و باشد B اعضای از خانواده دو {Bj; j ∈ I} و

x ∈
∪
i∈I

Bi ∩
∪
j∈J

Bj.

که دارد وجود B۳ ∈ B فرض بنابه .x ∈ Bi ∩Bj که دارند وجود J و I از ترتیب به j و i عناصر

x ∈ B۳ ⊆ Bi ∩Bj.

است. B اعضای از ͳاجتماع صورت به
∪

i∈I Bi ∩
∪

j∈J Bj که شود ͳم دیده ͳسادگ به

که است ͳبدیه زیرا است، τ برای پایه Έی B :(٢ اثبات

∀A ∈ B;A ∈ τ

همچنین و

∀G ∈ τ ∃{Bi}i∈I ∈ B ;G =
∪

i∈I Bi

شامل X باز پوشش هر هرگاه گوییم شمارافشرده) طور (به فشرده را ͳ΋توپولوژی فضای Έی تعریف١-١-۴.

باشد. (شمارا) ͳمتناه پوشش زیر Έی

باشد. داشته شمارا پوشش زیر Έی X برای باز پوشش هر هرگاه گوییم لیندلف فضای Έی را (X, τ) فضای


