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୏وردگارا...

دیͽر شͺری تو ͬͺنی و احساس که این مͽر نمͬ�رسد، تو شͺرگزاری نهایت و پایان به کس هیچ

و فضل خاطر به باز کند، کوشش تو فرمانبرداری و طاعت در چقدر هر و نماید. واجب او بر را

است. ناتوان و عاجز تو بی�انتهای احسان

تو که باشد آزمایشͬ همان این شاید مͬ�گویم: خود با زندگیم سخت لحظات در همیشه خدایا،

به مرا خدا ای پس بسازی، برایم زندگͬ از زیبایی تصویر مͬ�خواهͬ ͷتاری پرده�ی این پشت در

بیاموز. صبوری و بیازما توانم اندازه�ی

بدانم و نیست بیش ندانستنͬ تو لایتناهͬ دانش مقابل در دانسته�هایم کنم، قبول تا کن ͷکم من به

تو، یاری به جز قطره ͷی اندازه�ی به حتͬ را همه آن و مͬ�دانم من که آنͬ از بیشتر تو دانایی که

نمͬ�توانم. دانستن

ඵ෇زدارمو ৯஑دارم...ૡঙه وਠमی೯ච໔دا

ඵ෇زدارم...৯஑دارم. ૡঙه وਠमی೯ච໔دا



ث

චاری... ণپاس໋�

تمام نکنم، فراموش و باشم شͺرگزار شادی لحظه�های در آموخت من به که را خداوندی سپاس

که باشم صبور اندوهم لحظه�های در که آموخت و اوست بی�منت لطف از دانسته�هایم و داشته�ها

باشد. الهͬ حͺمت و تقدیر مطیع که است کسͬ سربلند و است رفتنͬ غم�ها همه�ی

حمايتهای از مͬ�دانم واجب برخود است شده آماده حاضر، پایان�نامه�ی که الهͬ لطف پاس به اينک

سپاس�گزاری عابدی اسمعیل دكتر آقای جناب راهنمایم استاد مساعدت�های و توجه بذل بی�دريغ،

شدم. نمͬ نامه پایان این اتمام به موفق هرگز نبود ایشان دلسوزانه های راهنمایی اگر همانا نمايم

گرفتند، عهده به را پایان�نامه این مطالعه و مشاوره که دوست، حقیقت قربانعلͬ دكتر آقای جناب از

و فرموده زحمت قبول كه سپاسͽزارم نیز ایزدی فرضعلͬ دكتر آقای از و دارم. را تشͺر کمال

آقای و ستاری دکتر آقای از دانم مͬ واجب خود بر گرفتند.همچنین برعهده را تحقيق اين داوری

باشم. قدردان هایشان راهنمای خاطر به ایلمͺچͬ دکتر

کنم خویشحسمͬ کنار را خیرش دعای همواره که بزرگم مادر بزرگوار روح بر فرستم مͬ سلام و

صبوری�هایشان و مهربانͬ سایه زیر توانستم که عزیزم عموی و مادر و پدر دستان بر مͬ�زنم بوسه و

تقدیر بودند من همیار که هایم همͺلاسͬ و دوستان همه از و بردارم قدم دانش و علم کسب راه در

کنم. مͬ تشͺر و

فرد متقͬ احد

١٣٩١ شهریورماه
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چͺیده

فضا از M بعدی m حقیقͬ های زیرخمینه دیفرانسیل هندسه نظریه بررسͬ به نامه پایان این در

خواهد (n − ١) ماکزیمال بعد از مماس ͷهوامورفی مماس فضای زیر که ایم پرداخته ، M فرم

بود.

با شود. مͬ القا زمینه فضای از طبیعͬ طور به φ کنتاکت تقریبا ساختار ͷی ها خمینه این در

و کند مͬ کنتاکت ساختار به تبدیل را آن که φکنتاکت تقریبا ساختار روی معین شرط از استفاده

ها زیرخمینه چنین این از جدید بندی کلاس ͷی به h دوم اساسͬ فرم روی معین شرط همچنین

ایم. پرداخته

است معروف تاکاکͬ لیست به که مدل فضاهای از تازه بندی دسته ͷی همچنین پایان�نامه، این در

است. شده ،ارائه

تقریبا متری خمینه دوم، اساسͬ فرم مختلط، فضافرم هایکشͬ-ریمان، زیرخمینه کلماتکلیدی:

کنتاکت. متری خمینه کنتاکت،

ح



پیشͽفتار

دارد. ها خمینه زیر هندسه در مهمͬ بسیار نقش کاهلری های خمینه حقیقͬ های ابررویه مطالعه

ͬͺشود.ی مͬ بیشتر مراتب به اهمیت این باشد مختلط فضافرم ͷی زمینه فضای اگر بخصوص

ابررویه هر که است این است شده پرداخته آن به تفصیل به [٢٧] در که روش این نتایج اولین از

باشد. نمͬ نافͬ تماما c ̸= ٠ ͷهولمورفی خمیدگͬ با M(c) مختلط فضافرم ͷی از M حقیقͬ

نشان [١۶] در باشد.کان مͬ ابررویه هر برای کودازی ͷکلاسی معادله از مستقیم نتیجه ͷی این

داده نشان [٢۵] در منتیل و ندارد وجود c > ٠ M(c)برای در انیشتینͬ ایررویه هیچ که است داده

آید مͬ وجود به که ای مسئله ندارد.بنابراین M(c)وجود در انیشتینͬ ابررویه هیچ c < ٠ برای که

باشد. مͬ c ̸= ٠ برای مختلط های فرم فضا های ابررویه دیفرانسیل هندسه توصیف مورد در

دوایر تعمیم نظریه [٧] در لاوسون مثال عنوان به است رسیده های پاسخ به حدودی تا مسئله این

باشد. مͬ ها کره عظیمه دوایر از تعمیمͬ که است کرده ارائه را مختلط فضاتصویر Mدر c
p,q عظیمه

مͬ هاف تار با سازگار که است یافته شͺل حقیقͬ ابررویه ͷی حول ای دایره کلاف از فوق ایده

فرم فضا های ابررویه مطالعه است.همچنین معروف نیز لاوسون M c
p,q نظریه به نظریه این باشد.

مͬ استاندارد فضاهای از ͬͺی به ابررویه ͷی تبدیل برای لازم شرایط یافتن موجب مختلط های

٣ یا ٢ با مختلط فضاتصویر در کنتاکت های ابررویه [٢٣] و [٢٢] در تاکاگͬ مثال شود.برای

ابررویه از کاملͬ کلاسبندی [٢۵ در منتیل و است نموده بندی دسته کامل طور به اصلͬ خمیدگͬ

از برخͬ به ٣ فصل در نامه پایان این در است. کرده ارائه مختلط ͷهیبربولی فضای حقیقͬ های

مثال از جدیدی های بندی دسته نامه پایان این ۴ فصل در و شد خواهد اشاره ها ابررویه نوع این

شد. خواهد ارائه مختلف های

فرم فضا ͷی از حقیقͬ ابررویه ͷی زمانͬ چه که است این آید مͬ پیش که سوالͬ این بر علاوه

،فضای [١۴] اقلیدسͬ فضای حقیقͬ های ابررویه مورد در تحقیقͬ هیچ شود؟ کنتاکتمͬ مختلط

خ



د مطالب فهرست

اوکومورا است. نرسیده کامل موفقیت به [١۵] مختلط ͷهیبربولی فضای و [١۶] مختلط تصویر

است. کرده ارائه [١٨] در ثابت) ρ و شͺل Aعملͽر ) Aφ+ φA = ٢Aρ جبری رابطه

بعد از کشͬ-ریمان های خمینه زیر مطالعه با مسئله تعمیم نامه پایان این های هدف از ͬͺی

باشد. مͬ CR ماکزیمال



ذ مطالب فهرست

a



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

ریمانͬ هندسه اولیه تعاریف ١.١

تانسوری میدان (٠,٢)ͷی از است Mعبارت هموار خمینه روی ریمانͬ متر ͷی تعریف١.١.١.

باشد. (X ̸= ٠ ⇒ g(X,X) > ٠) معین مثبت و (g(X,Y ) = g(Y,X)) متقارن طوریͺه به g

گوییم. ریمانͬ خمینه ͷی را g ریمانͬ متر به Mمجهز هموار خمینه .٢.١.١ تعریف

∇ فرد به منحصر التصاق ͷی باشد. g متر با ریمانͬ خمینه ͷی M کنید فرض .٣.١.١ تعریف

طوریͺه به دارد Mوجود روی

(متقارن) [X,Y ] = ∇XY −∇Y X

Xg(Y, Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) ∀X,Y, Z ∈ χ(M)

نامیم. مͬ سیویتا لوی التصاق را التصاق این

این در باشد. ∇ سیویتا لوی التصاق با همراه ریمانͬ خمینه ͷی M کنید فرض .۴.١.١ تعریف

میشود: تعریف زیر صورت به R ریمانͬ انحنای تانسور صورت

R : χ(M)٣ → χ(M)

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

خطͬ عملͽر باشد x, y ∈ TpM اگر و باشد Mمͬ روی تانسوری میدان (١,٣)ͷی R

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

Rxy : TpM → TpM

z → Rxyz

میͺند: صدق زیر های تقارن در طوریͺه به نامیم مͬ خمیدگͬ عملͽر را

Rxy = −Ryx -١

( بیانچͬ اول (اتحاد Rxyz +Ryzx+Rzxy -٢

: نگاشت از است Mعبارت هموار خمینه روی ∇ التصاق ͷی .۵.١.١ تعریف

∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X,Y ) → ∇XY

کند: صدق زیر شرایط در طوریͺه به

یعنͬ باشد خطͬ C∞(M) ، X به نسبت -١

∀f ∈ C∞ ∇fX١+X٢Y = f∇X١Y +∇X٢Y

یعنͬ باشد خطͬ R ، Y به نسبت -٢

∀α ∈ R ∇XαY١ + Y٢ = α∇XY١ +∇XY٢

∀X,Y ∈ χ(M) ∀f ∈ C∞(M) ∇XfY = (Xf)Y + f∇XY -٣

مماس فضای از بعدی دو فضای زیر ͷی π و هموار خمینه ͷی M کنید فرض .۶.١.١ تعریف

انحنای صورت این در شود مͬ تولید X,Y برداری های میدان توسط π طوریͺه به باشد TpM

از: است عبارت p نقطه πدر به Mنسبت برشͬ

K(X,Y ) = (g(X,Y )Y,X)
g(X,X)g(Y,Y )−g(X,Y )٢

صورت این در باشد. آن خمینه زیر ͷی M و ریمانͬ خمینه ͷی M کنید فرض .٧.١.١ تعریف

: میشود تعریف زیر صورت Mبه قائم التصاق

∇⊥ : χ(M)× χ(M)⊥ → χ(M)⊥

∇⊥
XZ = nor∇XZ X ∈ χ(M), Z ∈ χ(M)⊥



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

Mمیباشد. ریمانͬ ∇التصاق طوریͺه به

: از است Mعبارت خمینه Mدر خمینه زیر R⊥ قائم انحنای .٨.١.١ تعریف

R⊥ : χ(M)× χ(M)× χ(M)⊥ → χ(M)⊥

R⊥(X,Y )ξ = ∇⊥
X∇⊥

Y ξ −∇⊥
Y ∇⊥

Xξ −∇⊥
[X,Y ]ξ

خمینه زیر ͷیM و باشد ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینه ͷیM فرضکنید .٩.١.١ تعریف

: نگاشت صورت این در Mباشد.

h : χ(M)× χ(M) → χ(M)⊥

h(X,Y ) = nor∇XY ∀X,Y ∈ χ(M)

است. متقارن و خطͬ دو h طوریͺه به Mمینامیم دوم اساسͬ فرم را

M خمینه در ξ واحد قائم برداری میدان با متناظر M خمینه زیر شͺل عملͽر .١٠.١.١ تعریف

g(AξX,Y ) = g(h(X,Y ), ξ) : طوریͺه به باشد Mمͬ روی Aξ تانسوری میدان (١,١)ͷی

است. متقارن و خطͬ عملͽر ͷی A وضوح به

γ p میدان بطوریͺه هست γ : I → M خم Mͬریمان خمینه ͷی ͷژئودزی .١١.١.١ تعریف

دیͽر بعبارت هست صفر شتاب با خمͬ ͷژئودزی که هست مطلب این ارز هم این و باشد موازی

γq = ٠

هر گاه هر گوئیم M ͷژئودزی تماماً خمینه زیر ͷی را M در M خمینه زیر .١٢.١.١ تعریف

باشد. Mنیز ͷژئودزی ͷیM ͷژئودزی

صفر با متحد h دوم اساسͬ فرم اگر تنها و اگر است ͷژئودزی Mتماماً خمینه زیر .١.١.١ قضیه

باشد.

داشته ξ ∈ T (M)⊥ هر ازای به اگر تنها و اگر است ͷژئودزی Mتماماً خمینه زیر .١.١.١ نتیجه

. Aξ = ٠ باشیم



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

هرگاه Mباشد. بعدی n+ p خمینه از -بعدی n خمینه زیر ͷیM فرضکنید تعریف١٣.١.١.

داشته X ∈ TM هر ازای به و باشد TM⊥ عمود کلاف برای متعامد یͺه کنج ͷی ξ١, · · · , ξp

M آنگاه ، Mاست روی تابعͬ ρa و ξa با مرتبط شͺل عملͽر Aa آن در که AaX = ρax باشیم

گوئیم. نافͬ تماماً خمینه زیر را

به ریچͬ خمیدگͬ تانسور باشد. M ریمانͬ خمیدگͬ تانسور R کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

شود. مͬ محاسبه زیر صورت

Ric(X,Y ) = tr(Z 7→ R(Z,X)Y )

مقدار برای هرگاه گویند انیشتینͬ خمیته را g ریمانͬ متر با M ریمانͬ خمیته .١۵.١.١ تعریف

باشیم داشته λثابت

Ric = λg

مختلط هندسه اولیه تعاریف ٢.١

هر نامیم مͬ مختلط تقریباً خمینه ͷی را M ٢n-بعدی پذیر دیفرانسیل خمینه .١.٢.١ تعریف

صورت این در . J٢ = −id طوریͺه به باشد موجود M روی J تانسوری میدان (١,١) ͷی گاه

گوئیم. مختلط تقریباً ساختار را J

است. زوج بعد دارای مختلط تقریباً خمینه هر .١.٢.١ قضیه

تانسوری اینصورتمیدان در باشد. مختلط تقریباً یͷخمینه (M,J) فرضکنید تعریف٢.٢.١.

شود: مͬ تعریف زیر صورت به J مختلط تقریباً ساختار به وابسته تاب

N : χ(M)× χ(M) → χ(M)

N(X,Y ) = J [X,Y ]− J [JX, JY ]− [JX, Y ]− [X, JY ]

خمینه روی هرمیتͬ متر باشد. مختلط تقریباً خمینه ͷی (M,J) کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

: داریم X,Y ∈ T (M) هر برای یعنͬ باشد پایا ، J به نسبت که است ریمانͬ متر ͷی (M,J)

g(JX, JY ) = g(X,Y )



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. متقارن پاد J میشود نتیجه لذا

و گوئیم هرمیتͬ تقریباً خمینه g هرمیتͬ متر با را (M,J) مختلط تقریباً خمینه .۴.٢.١ تعریف

تانسور اگر یعنͬ باشد پذیر انتگرال J هرگاه گوئیم هرمیتͬ خمینه را (M,J, g) هرمیتͬ تقریباً خمینه

باشد. صفر با متحد تاب

تانسور اگر وتنها اگر است پذیر انتگرال M خمینه روی J هرمیتͬ تقریباً ساختار .٢.٢.١ قضیه

باشد. صفر با متحد J به وابسته تاب

به Ω تانسوری میدان باشد. هرمیتͬ تقریباً خمینه ͷی (M,J, g) کنید فرض .۵.٢.١ تعریف

اساسͬ ٢-فرم را آن که میͺند تعریف M روی ٢-فرم ͷی Ω(X,Y ) = g(X, JY ) صورت

نامیم. Mمͬ فرم کاهلر یا (M,J, g) هرمیتͬ تقریباً ساختار

است: متقارن پاد تانسوری میدان ͷی Ω

Ω(X,Y ) = g(X, JY ) = g(JX, J٢Y ) = −g(JX, Y ) = −Ω(Y,X)

پایاست: J تحت نیز و

Ω(JX, JY ) = g(JX, J٢Y ) = g(J٢X,J٣Y ) = g(X, JY ) = Ω(X,Y )

این در باشد. M بعدی n+ p خمینه از n-بعدی خمینه زیر ͷی M کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

گوئیم متوسط خمیدگͬ برداری میدان را µ = ١
n(
∑p

a=١(traceAa)ξa) برداری میدان صورت

µ متوسط خمیدگͬ برداری میدان هرگاه Mگوئیم مینیمال نقطه را x ∈ M نقطه .٧.٢.١ تعریف

ͷی Mرا صورت این در باشد صفر با Mبرابر روی µ اگر باشد. صفر با متحد x ∈ M نقطه در

نامیم. مͬ مینیمال خمینه زیر

Ω میͺنیم فرض و باشد ٢m بعد از هرمیتͬ خمینه ͷی (M,J, g) کنید فرض .٨.٢.١ تعریف

. dΩ = ٠ هرگاه گوئیم کاهلری خمینه ͷی Mرا خمینه باشد. J با متناظر فرم کاهلر

طور به M ریمانͬ خمینه زیر باشد. هرمیتͬ خمینه ͷی(M,J, g) کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

نامیم مͬ خمینه -زیر CR اختصار به یا کشͬ-ریمان خمینه زیر ͷی Mرا در ور غوطه ایزومتری

داشته x ∈ M هر ازای به که باشد موجود چنان M روی D مانند پذیر دیفرانسیل توزیعͬ هرگاه

باشیم:



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

JxDx = Dx , JxD
⊥
x ⊂ T⊥

x M

هرگاه گوئیم ͷهولومرفی خمینه زیر ͷی Mرا کشͬ-ریمان خمینه زیر .١٠.٢.١ تعریف

.dimD = ٠ هرگاه گوئیم حقیقͬ تماماً را خمینه زیر و dimD⊥ = ٠

ͷهولومرفی مقطعͬ دارایخمیدگͬ اگر گویند فرم یͷفضا Mرا کاهلری خمینه تعریف١١.٢.١.

باشد. ثابت

کنتاکت های خمینه ٣.١

گوییم کنتاکت تقریباً ساختار ͷی دارای ١+M٢mرا پذیر دیفرانسیل خمینه ͷی .١.٣.١ تعریف

بطوریͺه باشد موجود φ میدان یͷ(١,١)تانسور ηو فرم −١ ͷی و ξ برداری میدان ͷی گاه هر ،

η(ξ) = ١, φ٢ = −I + (η ⊗ ξ)

دهند. مͬ نمایش (M, ξ, η, φ)صورت به و گویند کنتاکت تقریبا Mرا خمینه

φξ = ٠ آنگاه باشد (φ, ξ, η) کنتاکت تقریبا ساختار دارای M٢n+١ کنید فرض .١.٣.١ قضیه

است. ٢n مرتبه از φ اندومورفیسم همچنین باشد مͬ ηoφ = ٠ و

و η(ξ) = ١ اینکه از استفاده با و کنتاکت تقریبا ساختار تعریف به توجه با برهان.

داشت: خواهیم φ٢ = −I + (η ⊗ ξ)

φ٢ξ = −ξ + η(ξ)ξ = ٠

از دوباره استفاده با باشد. مͬ صفر ویژه مقدار با φ از ویژه بردار ͷی φξ یا φξ = ٠ لذا

داریم: φ٢ = −I + (η ⊗ ξ)

٠ = φ٢φξ = −φξ + η(φξ)ξ

داریم: دیͽر بعبارت

φξ = η(φξ)ξ

داریم: صورت این در باشد صفر ویژه مقدار با غیرتهͬ ویژه بردار ͷی φξ اگر حال



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

η(φξ) ̸= ٠

این بنابر

٠ = φ٢ξ = η(φξ)φξ = (η(φξ))٢ξ ̸= ٠

لذا است تناقض ͷی که

φξ = ٠

داشت Xخواهیم برداری میدانهای تمام برای لذا φ٢ = −I + (η ⊗ ξ) و φξ = ٠ چون حال

η(φX)ξ = φ٣X + φX = −φX + φ(η(X)ξ) + φX = ٠

شود: مͬ نتیجه لذا

ηoφ = ٠

باشد موجود ξ برداری میدان ͷی اگر . rankφ ≤ ٢n لذا ξ ̸= ٠ و φξ = ٠ چون نهایت در

شود مͬ نتیجه

٠ = −ξ + η(ξ)ξ

rank(φ) = ٢n لذا باشد مͬ ξ با متناسب ξ نتیجه در

(φ, ξ, η)کنتاکت تقریبا ساختار با ریمانͬ یͷخمینه (M٢n+١, g) که فرضکنید تعریف٢.٣.١.

هرگاه گوئیم متری کنتاکت تقریبا خمینه ͷی را (M٢n+١, g, φ, ξ, η) باشد.

g(φX,φY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y )

داریم: وضوح به اینصورت در

η(X) = g(X, ξ)

M روی ϕ ٢-فرم باشد، کنتاکت تقریبا متری خمینه ͷی (M, g, φ, ξ, η) اگر .٣.٣.١ تعریف

بصورت شده تعریف

ϕ(X,Y ) = g(X,φ(Y ))



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نامند. مͬ ساساکͬ فرم یا اساسͬ ٢-فرم را

سرتاسری ی١ͷ-فرم هرگاه شود مͬ نامیده کنتاکت ١+M٢mخمینه هموار خمینه تعریف٣.١.۴.

که: باشد موجود Mچنان روی η

η ∧ (dη)m ̸= ٠

سرتاسری ١-فرم ͷی به مجهز پذیر دیفرانسیل ١+M٢nیͷخمینه فرضکنید [۶] .٢.٣.١ قضیه

تقریبا ساختار ͷی به مجهز M٢n+١ آنگاه η ∧ ϕn ̸= ٠ که باشد ϕ سرتاسری ٢-فرم ͷی و η

ساختار ͷی آنگاه باشد. η کنتاکت فرم با کنتاکت خمینه ͷی M٢n+١ اگر باشد. مͬ کنتاکت

ϕ = dη بصورت اساسͬ فرم بطوریͺه است موجود مشابه η با (φ, ξ, η, g) کنتاکت تقریبا متری

باشد. مͬ



٢ فصل

و مختلط های فرم فضا های رویه ابر
القایی کنتاکت تقریبا ساختار

مورد مختلط های فضافرم حقیقͬ های رویه ابر نظریه نتایج از تعدادی نامه پایان این در چون

برجسته مثال هرمیتͬ تقریبا خمینه ͷی حقیقͬ رویه ابر که جایی آن از و گیرد مͬ قرار استفاده

تعاریف از تعدادی فصل این در ، است CR ماکزیمال بعد با ریمان کشͬ های خمینه زیر از ای

کنیم. مͬ بیان را مختلط های فرم فضا حقیقͬ های رویه ابر در لازم نتایج و اساسͬ

القایی کنتاکت تقریبا ساختار با کاهلری خمینه های رویه ابر ١.٢

با و m مختلط بعد و ۴c ثابت ͷهولومرفی خمیدگͬ با کاهلری خمینه ͷی M(c) کنید فرض

شده نشانده خمینه i : M٢n−١ → M و باشد ∇ سویتا لیوی التصاق و J مختلط تقریبا ساختار

صورت: این در باشد A شͺل عملͽر و g القای متر از ∇ سویتا لیوی التصاق با

∇XY = ∇XY + g(AX,Y )ξ

∇Xξ = −AX

به φ تانسوری میدان (١,١) ͷی باشد.حال مͬ موضعͬ واحد قائم برداری میدان ͷی ξ آن در که

گیریم مͬ نظر Mدر روی زیر صورت

٩


