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:فصل اول

و كليات  مقدمه

 مقدمه1-1

هاي يكي از مسائلي كه از ديرباز ذهن بشر را به خود مشغول كرده است، شناسايي پديده

و تلاش براي معرفي آن و فيزيكي ميطبيعي زماني كه عوامل مؤثر در تشكيل يك پديده. باشدها

فاده از يك مدل ها براي معرفي رفتار آن پديده، استترين راهگيري باشند، يكي از سادهقابل اندازه

پوشي از بررسي با چشم آگاهانه يا ناآگاهانه، گاهي براي سادگي بيشتر ممكن است.ي استرياض

و يا حتي زمينه ايجاد نوعي خطا برخي فاكتورهاي مهم، اكه زماني در مدل فراهم گردد طمينان با

به گنجانده شوند، در مدل كامل تمامي فاكتورهاي مهم -موجود در اندازه دليل خطاهاي باز هم

ينا. گيري همراه خواهد بوداندازه بندي با نوعي خطاي غير قابل، مدليعدم دقت كافوهاگيري

م مسئله ميدلدر عمل ما را به استفاده از كههاي آماري رهنمون اين عدم اطمينان با اضافه سازد
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باضمن اين. شودكردن عبارت خطا در مدل گنجانده مي براستفاده از اين مدل كه ورسها امكان ي

و تحليل آتجزيه ميهاي ).11997،رايان( شودماري، ميسر

 رگرسيوني خطي مدل1-2

متغير ديگر�ي يك متغير مشاهده شده را با رابطهتوانميترين مدلي كه به كمك آن ساده

به،بر حسب پارامترها خطي استكه اين مدل. است2رگرسيوني خطي مدلتوصيف كرد، 

ميصورت :دشوزير تعريف

� � �� � �                                                   	1
 1�

� بردار،�كه در آن 
 �ماتريس�، متغير پاسخ از1 
 بردار�، از متغيرهاي توضيحي �

و براوردپارامترهاي بعدي از�  ع. عبارت خطا استبعدي� بردار�پذير هاي خطي مل مدلدر

محاسبات، به راحتي نيز قابل ها دارند؛ زيرا علاوه بر سادگي كاربرد بيشتري نسبت به ساير مدل

مد.ندرتفسي ميهاي غيرلهمچنين بسياري از باخطي را بهــهتبديل كمك توان اي ساده رياضي

.هاي خطي تبديل كردمدل

 هاي آناليز تشخيصروش1-3

بههاهنگام استفاده از مدل مي، مدل)1-1(فرمي -بندي بر مبناي يك سري فرضيات صورت

و ده. استصحت اين فرضيات، مستلزمهااين مدلاز هاي ناشياستنباطاعتبار گيرد هايهدر

و مطالعات گسترداخير تأكيد فراواني بر ارزيابي فرض اي در اين زمينهههاي آماري صورت گرفته

به. انجام شده است -مقادير پيش،منظور بررسي تأثير مشاهدات بر براوردهاي پارامترهاهمچنين

و اهميت. هايي تحت عنوان آناليز تشخيص پيشنهاد شده استهاي ديگر مدل روشجنبه نيز بيني

-هايي از مدل كه با فرضيات مدلاستفاده از آناليز تشخيص در آن است كه علاوه بر شناسايي جنبه

ميايمطلوب هايايدهبراي اصلاح آناليز مدل نيز بندي هماهنگ نيستند، ودهرائه آند به كمك

 
١ Ryan 
٢ Linear Regression Model 
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كه پرسشتوان به اين مي مي؛پاسخ داد ثبات يا مطالعه انحراف در آناليز توان به بررسيچگونه

و ويزبرگ(؟پرداختبندي پيچيدهلنتايج پس از تعيين يك فرمو )1،1982كوك

و ويزبرگ و استنباط) 1982(كوك بندي هاي مختلف فرمولها به جنبهمطالعه وابستگي نتايج

را يك و به اين صورت است كه ار سادهسيب تأثيرايده اصلي آناليز.ناميدند2ي تأثيرمطالعهمسئله

ميبنديجزئي در فرمول)پرشيدگي(3ابتدا يك اغتشاش و سپس هاي پيچيده اعمال بررسي شود

ميمي دهد؟ يكي از انواع اغتشاشات كه بيشترين شود كه اين اغتشاش چگونه نتايج آناليز را تغيير

ميمقبوليت را نسبت به ساير روش حذها دارا است كه در آن پس از4ف مورديباشد، روش

و ويزبرگ( شودميمشاهده، تأثير ايجاد شده توسط آن مشاهده بررسيهر حذف ).1982،كوك

مييكي از فرضياتي كه مدل اما.ي مؤثر استدادهگيرد، عدم وجود بندي بر مبناي آن صورت

و معمولاًاين فرض به هاي آمارهها، براوردنيي مشاهدات در تعيهمهنقش سختي برقرار است

كهبه،يكسان نيستها آمارهديگرو آزمون هاي رگرسيوني تنها تابع در برخي مسائل، ويژگي طوري

خ ووجود مشاهداتي ميچشم از بيشتر مشاهدات عملاًاص بوده هم. شودپوشي ين خاطر به

آنشناسايي مشاهدات مؤثر  از،هاي مختلف يك آناليزروي جنبهبرهاو بررسي اثر براي تحليلگر

ضمن مطالعه تأثير، علاوه بر شناسايي كامل اين گونه مشاهدات،. اي برخوردار استاهميت ويژه

و وابستگي آن ها به مدل مفروض در اختيار اطلاعاتي در رابطه با ميزان اطمينان به نتايج حاصل

م آماردان حذ عنوان نمونه،به.گيرديقرار ها علامت دادهيمؤثر از مجموعهيف يك مشاهدهاگر

با ترديد همراه امترهاي مربوط به آن پاراستنباط به كار بردنه را تغيير دهد،شد براورديك پارامتر 

و ويزبرگ(خواهد بود  ).1982،كوك

آنبخش،ي تأثيربا مطالعهعلاوه بر اين، و در آن ها دادههايي كه در ي گمشده وجود دارد

مينبيني وجودو پيش براوردقسمت از فضاي مشاهدات پوشش كافي براي .دشودارد، مشخص

و يا مشاهدا گيري يا شرايط نامناسبت دورافتاده ناشي از خطاي اندازهاگر مشاهدات مؤثر

 
١ Cook & Weisberg 
٢ Study of influence 
٣ Perturbation 
٤ Case Deletion 
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بيآوري دادهد حذف شوند در غير اين صورت جمعآزمايشگاهي باشند، باي شتر اقدامي مناسب هاي

و ويزبرگ،( خواهد بود .)1982كوك

 تأثير مطالعه1-4

ميمطالعه : تواند صورت گيردي تأثير براساس هر يك از پنج معيار زير

هاماندهباقي-1

 تصويرماتريس-2
 هاي اطميناني بيضياندازه-3
 تابع تأثير-4
 تأثير موضعي-5

آناليز ترين ابزارهاي مدل برازش شده، از مهمهاي ماندهبررسي باقي،كه از ميان اين معيارها

و يا همگنيي دورون وجود دادهچتوان درستي فرضياتيمي تشخيص است كه به كمك آن افتاده

ازي دورافتاده در واقع مشاهدهيك داده. را تحقيق كرد1يانسروا اي است كه به طرز آشكاري

و ممكن است نتايج برازش مدل را به مقدار زيادي تحتي اكثريت دادهمجموعه ها به دور است

بهاي كه با حذف آن مشاهده از مجموعه دادهأثير قرار دهد به گونهت دست ها نتايج كاملاً متفاوتي

ضمن.هاي مدل استماندهيك ملاك براي شناسايي مشاهدات دور افتاده بررسي باقي.آيدمي

مواين وكه آن نبوده، اما نتايج كاملاً دورافتادههد كه دادنجود داراردي نيز مشاهدات به وجود

آن وابسته است نه. نامندمي2ها را مشاهدات مؤثركه تنها مشاهدات دور افتاده بلكه به اين ترتيب

و اي ممكن استدهداهر  ح آناليزي نتايج مؤثر تلقي شده د زيادي، تحت تأثير خود قرار دهدرا تا

).3،1986و هادي چترجي(

١ Homoskedasicity of variance 
٢ Influential observations 
٣ Chatterjee&Hadi 
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، گونه مشاهدات غير معمول است كه هدف اصلي اين مطالعه، شناسايي اينبا توجه به اين

 نامه،پاياندر اين بدين جهت. موارد كافي نيستاين ها به تنهايي براي شناسايي ماندهآناليز باقي

.پردازيممينيزي تابع تأثير ها به مطالعههدماني باقيعلاوه بر مطالعه

ميمعيارهاي مطالعه جمله تابع تأثير از تواند مشاهداتي تأثير است كه تحليلگر به كمك آن

) 1974(1ي اصلي تابع تأثير اولين بار توسط همپلايده. بندي كندرا براساس ميزان تأثيرشان رتبه

و كه مطرح شد و نيز سهم رفتار جزئي توابع آماري مختلف طرح كلي آن به اين صورت است

اي رتبهبه هر مشاهده،آنبهو با توجههها مورد بررسي قرار گرفتتك تك مشاهدات بر روي آن

دااي كه بيشترين سپس مشاهده،يابدمي اختصاص ان مؤثرترين مشاهده، به عنوشته باشدتأثير را

.)1974،همپل( شودمعرفي مي

ي اوليهتاريخچه1-5

ميهر مشاهده از مدل مورد در براوردتواند تأثير زيادي در نظر و به دنبال آن پارامترها

ميبراوردهايي كه براساس اين استنباط ييي شناسادر زمينه. داشته باشدگيرد، ها صورت

كهابراوردمشاهدات مؤثر در آنسرآغاز همهه، مقالات زيادي ارائه شده است اي بود كه ها مقالهي

و در ارائه) 1977(وسط كوكت هاي خطي آناليز تشخيص حذف موردي براي مدلآن شد

ازبراوردبراساس تفاوت بين  و مجموعهي دادهمجموعه هاي پارامتري حاصل -ي دادههاي كامل

و( معرفي شد2ي كوكها حذف شده، تحت عنوان فاصلههايي كه يك مشاهده از آن ريتز

.)32007،اسكوگارد

كوك به عنوان مثال. هاي مختلف به دست آمدبراي مدل هاي متعدديبه دنبال آن روش

) 1981(4ناپرگيب.هاي رگرسيوني خطي پرداختبه بررسي تأثير هر مشاهده در مدل) 1979(

مباحث آناليز) 1987(ويليامز.ابزارهاي آناليز تشخيص را براي رگرسيون لجستيك مطرح كرد

 
١ Hample 
٢ Cook’s Distance 
٣ Ritz & Skogard 
٤ Pregibon 
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و همكاران2سنكريستن.گسترش داد1هاي خطي تعميم يافتهتشخيص حذفي را براي مدل

به بررسي مشاهدات) 1995(4راسن.نددادارائه3هاي آميخته خطيبراي مدلروشي) 1992(

چن.هاي رگرسيوني چندمتغيره پرداختمؤثر در مدل و در) 2008(5شي آناليز تشخيص حذفي

.را بررسي كردندي چندسطحياهمدل

هاي رگرسيوني يكساني كميتاين است كه تأثير يك مشاهده روي همه،چه مسلم استآن

و شناسايي نقاط مؤثر در گونهو اين آن زمينه استدر،ي تأثيرهر زمينه، مستلزم مطالعه نيست

.ي آزمون نيز مؤثر باشدنيست كه اگر يك مشاهده مثلاً در براورد پارامترها مؤثر باشد، بر آماره

ها چندان مورد توجه قرار نگرفته فرض اي بررسي تأثير يك مشاهده روي آزمونآناليز تشخيص بر

ابتدا جزئي�يآمارهتغييرات عنوان نمونهبه.ي در اين زمينه صورت گرفته استاندكو مطالعات 

بهو) 1979(كوك در  و ويزبرگدر تر،صورت كليسپس .قرار گرفتبررسي مورد)1982(كوك

و موللاس هاي امتياز با استفاده از آناليز به شناسايي نقاط مؤثر در آزمون) 1985(6گاكربدر

ي نسبت اي را براي تغيير در آمارهتقريب يك مرحله) 1987(7ويليامز.تشخيص حذفي پرداختند

و لاكادا.نمايي محاسبه كردلگاريتم درست تأثير تك مشاهدات را بر روي)1993(8جاليف

تكآزمون و واريانس مورد مطالعه قرار دادندمشاهده هاي و ريدن.اي ساده براي ميانگين - گرميت

و ژائو.هاي معمولي ميانگين بررسي كردنداثر تك مشاهدات را بر روي آزمون) 1996(9ورآ  10لي

و نيكويي تابع پيوند بر آمارهرا تأثير مشاهدات) 1997و 1996( 10ژائو ي نيكويي برازش پيرسن

خطدر مدل ي روش تأثير موضعي را براي مطالعه) 1998( 11كيم.ي تعميم يافته مطالعه كردندهاي

بهتأثير مشاهدات روي آزمون فرض و كيمهاي خطي ي تأثير مشاهدات به مطالعه) 2002( كار برد

١ Generalized linear model 
٢ Christensen 
٣ Linear mixed models 
٤ Rosen 
٥ Shi & Chen 
٦ Lusbader & Moolgavkar 
٧ Williams 
٨ Jolliffe & Lukuda 
٩ Grimmett & Ridenhour 
١٠ Lee & Zhao 
١١ Kim 
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بهفرض بر روي آزمون و.كار بردن آناليز حذفي موردي يا گروهي پرداختهاي خطي با ريتز

به) 2007( اسكوگارد و اسنلبا ) 1991(1كار بردن آناليز تشخيص حذف موردي كه در داويسون

 نماييهاي نسبت درستتعريف شد، آناليز حذفي را براي ارزيابي تأثير يك مشاهده بر روي آزمون

.بررسي كردند

مينامه بر روي مدلدر اين پايان رهاي رگرسيوني وزني تمركز و آناليز تشخيص حذفي ا كنيم

ميبههااين مدل براي آماره آزمون ودست به آورديم مشاهدات را براساس ميزانهاآنكار بردن با

اما براساس اين معيار قادر به تشخيص مشاهدات.بندي كنيمدارند، رتبه آزمون تأثيري كه در آماره

قطعاً داراي تأثير زياد با تأثير مشاهداتكه باشيم زيرا هيچ مدركي دال بر اينمؤثر در آزمون نمي

حل نكرده به همين دليل به اين معيار كفايت! باشد، وجود نداردغيرمعمول بر آزمون مي و براي

و تا با تعريف معيارهاي تأثير براي آماره لگاريتم نسبت درست شوداين مشكل سعي مي نمايي

.گيري شودآزمون تصميم محاسبه توزيع مجانبي مربوط به آن در مورد مؤثر بودن هر مشاهده در

ايپيكره كلي اين پايان هاي رگرسيوني به معرفي مدلن صورت است كه در فصل بعدنامه به

ميو مدل و علاوه بر براورد پارامترها، آزمونهاي رگرسيوني وزني هاي فرضيه را نيز براي پردازيم

و اصطلاحاتي كه در يح در فصل سوم به تشر. ها مورد مطالعه قرار خواهيم داداين مدل مفاهيم

آن هايفصل مياها استفبعد به طور مكرر از در همين راستا نخست. پردازيمده خواهيم كرد،

و چگونگي تفسير آن را بررسي خواهيم كرد ها ماندهسپس به معرفي انواع باقي. ماتريس تصوير

و مدلبراي مدل ميهاي رگرسيوني خطي در فصل چهارم ضمن. پردازيمهاي رگرسيوني وزني

تعريف كلي تابع تأثير، مرور كوتاهي بر بررسي تأثير هر مشاهده در براورد پارامترها خواهيم 

و بررسي تابع تأثير نسبتي و سپس به مطالعه هاي براي مدل نماييآماره نسبت درست2داشت

لگاريتم ارهبراي آم3فصل پنجم را با تعريف تابع تأثير تفاضلي. رگرسيوني خواهيم پرداخت

مينمايي براي مدلدرست كنيم، پس از آن توجه خود را بر روي تابع هاي رگرسيوني خطي آغاز

 
١ Davison & Snell 
٢ Ratio influence function 
٣ Difference influence function 
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بهتوزيع مجانبي اين آماره معطوف كرده گيري در براي تصميم معياريدست آوردنو از آن براي

مي مورد مؤثر بودن هر مشاهده در آزمون،  زمونآ هايآماره تابع تأثير در فصل ششم.كنيماستفاده

به هاي رگرسيوني خطيدر مدل را ميوزني را. آوريمدست به اين ترتيب كه ابتدا تابع تأثير نسبتي

بهبراي اين مدل ي آزمون دست آورده، پس از آن ضمن تعريف تابع تأثير تفاضلي براي آمارهها

را كنيمميها سعي اين مدل مؤنيز به منظور شناسايتوزيع مجانبي آن  ثر در آزموني مشاهدات

. محاسبه كنيم



        

        

        

        ::::فصل دومفصل دومفصل دومفصل دوم

  هاي رگرسيونيهاي رگرسيونيهاي رگرسيونيهاي رگرسيونيمعرفي مدلمعرفي مدلمعرفي مدلمعرفي مدل

  

  

  

        مقدمهمقدمهمقدمهمقدمه    1111- - - - 2222

برخي نتايج  پردازيم ومي رگرسيوني خطي كلي هايمدل معرفي به نامهپاياناز  اين فصلدر 

 .را بيان خواهيم كرد(GLSEs) 1تعميم يافته هاي دومكمترين توانگرهاي براورداساسي در زمينه 

وزني را هاي رگرسيوني مدلو  هاي رگرسيوني خطيمدلسپس برخي حالات خاص آن شامل 

مربوط به اين  هايپارامترها و آزمون براوردي در زمينهعرفي كرده و برخي  خواص استنباطي م

  .را بيان خواهيم نمود هامدل

پس از آن در بخش سوم به . شوندمعرفي ميني وهاي رگرسي، فرم كلي مدلبخش بعددر 

 براوردها، پردازيم و براي اين مدلهاي رگرسيوني خطي با واريانس همگن ميمعرفي مدل

                                                           
١  Generalized least square estimators 
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هاي خطي را بيان خواهيم هاي خطي و آزمون فرضپارامترها تحت محدوديت براوردپارامترها، 

ها مشاهدات، در اين مدل. نيمكهاي رگرسيوني وزني تمركز ميدر بخش آخر بر روي مدل. نمود

ها بندي اين دادههدف اين بخش چگونگي مدل. داراي ساختارهاي ناهمگن براي واريانس هستند

 ها در حالت كلي و در حالت محدود شده و انجام آزمونهاي پارامترهاي اين مدلبراوردو يافتن 

  .   هاي خطي استفرض

        خطيخطيخطيخطي    هاي رگرسيونيهاي رگرسيونيهاي رگرسيونيهاي رگرسيونيفرم كلي مدلفرم كلي مدلفرم كلي مدلفرم كلي مدل    2222- - - - 2222

  مدل رگرسيوني خطي كلي به فرم 

� = �� + ����������������������������������������������������������(1 − 2)�
�يك بردار  ��كه در آن  × � يك ماتريس �، 1 × 
 بردار تصادفي � و ستوني رتبهپرمعلوم  

  با غير قابل مشاهده خطاي

�(�) = o �, ���(�) = �(���) = ���(�)�
�مثبت  هميشههاي ي تمام ماتريسمجموعه يهدهندنشان (�)�كه  دباشمي ×  اگر .است �

��� o , ، تعريف شود � ماتريس كوريانسهايي با ميانگين صفر و از توزيع ي گستردهكلاس  ���

)��به طور خاص توزيع نرمال اين كلاس o , ي مطالعه ،نامهپاياندر اين . گيرددر بر ميرا  �(�

معمولاً مجهول است و به  � 1ماتريس كواريانس اما. كنيمتمركز ميمخود را بر روي اين توزيع 

  :شودصورت زير در نظر گرفته ميبه �پذير براورداما  عنوان تابعي از يك پارامتر مجهول

� = �(�). 
�به شكل  ،� يبراي عبارت خطا ماتريس كواريانس كلي ساختار = � است كه به وسيله ∑2

  ؛ يعنيمشخص مي شود �� رپذيبراوردتابعي از يك پارامتر مجهول و 

∑=∑(�). 

                                                           
١
  Covariance matrix 
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و ماتريس كواريانس  �ساختارهاي خاص ماتريس با توجه به  هاي خاص اين مدل،حالت 

∑(θ) = σ2 � اين. شرايط خاص كاربرد دارندكدام در هر  كه دهدنتيجه ميرا هاي مختلف مدل 

آناليز  هايد مدلهاي چند متغيره ماننمدل بلكه ،دنشومحدود نمي هاي تك متغيرهمدل ها بهمدل

1واريانس چند متغيره
(MANOVA) ، را  3مدل منحني رشد و 2نامرتبط ظاهرهاي رگرسيوني بهمدل

  ).2004 4،كاريا و كوراتا (د ننيز در بر مي گير

 5ماركوف-از قضيه زير كه به قضيه گوستوان ميبراورد پارامترها براي ها، مدلدر اين 

  :استفاده كردمعروف است، 

 براورد ،معلوم باشد ∑ماتريس  هستند، اگر) 1-2(هايي كه به فرم در مدل    ).).).).1111- - - - 2222((((قضيه قضيه قضيه قضيه 

  :آينددست ميي زير بهرابطه طبق پارامترها

"(∑) = (X$∑%1�)%1��∑%1�.���������������������������������������(2 − 2) 

 6گرهاي نااريب خطيبراوردبهترين  آيند،دست ميگرهايي كه با استفاده از اين قضيه بهبراورد 

اما در بيشتر موارد  ،اندمعروف �(�*()ماركوف-هاي گوسبراوردبه و  باشندمي �(�)'&)

مواردي از در چنين . گرها استفاده كردبراوردتوان از اين مجهول است و بنابراين نمي ∑ماتريس 

7تعميم يافته هاي دومكمترين توانگر براورد
بوده، با اين  �*(همان  شود كهاستفاده مي (�+'() 

  جايگذاري شده است �∑به جاي  ,∑ گربراورد تفاوت كه

"�∑,� = (X$∑,%1�)%1��∑,%1�.���������������������������������������(3 − 2)                     

  ).2004 ،كاريا و كوراتا (شود هاي واقعي استفاده ميي دادهگر به طور گسترده برابراورداز اين 

هاي رگرسيون خطي ساده و ها از جمله مدلبيشتر مدل )1-2(مدل گونه كه بيان شد، همان

  .پردازيمها ميدر ادامه به معرفي اين مدل .را نيز در بر مي گيرد وزني هاي رگرسيونيمدل

                                                           
١  Multivariate analysis of variance 
٢  Seemingly unrelated regression 
٣  Growth curve model 
٤  Kariya & Kurata 
٥

  Gauss-Markov   
٦  Best linear unbias estimator 
٧  General least square estimator 



 

  12                                                                                                                هاي  رگرسيوني  خطيمدل: فصل دوم

 

        رگرسيون خطي رگرسيون خطي رگرسيون خطي رگرسيون خطي     هايهايهايهايمدلمدلمدلمدل    3333- - - - 2222

 آنخطي است كه به كمك  ي، هدف مورد نظر يافتن رابطهخطي رگرسيونهاي مدلدر 

,1- را بر مبناي چند متغير توضيحي � يك متغير پاسختوان مي … , براي  از آن ه وتوصيف كرد /-

 مدل رگرسيون) 1- 2(هاي خاص مدل يكي از حالت .استفاده كرد �مقادير ديگر متغير  بينيپيش

  به فرم  ساده خطي

 � = �� + ������������������������������������������������������(4 − 2)��� 
�ر بردا ��كه در آن است   × �ماتريس  �، پاسخمتغير  1 × 

بردار  ��، توضيحياز متغيرهاي   

بر  ��بردار پارامترهاي براورد. بعدي عبارت خطا است � بردار �پذير و براوردبعدي پارامترهاي 

2 ،01ي تايي از مقادير مشاهده شده �ي مبناي يك نمونه = 1, … , مربوط  و متغيرهاي توضيحي �

ماتريس  ام2رديف  �1- اگر  ام،2ي مشاهده ي خاص، مثلاًبراي هر مشاهده. شودها انجام ميبه آن

01صورت توان مدل را بهميباشد،  � = -1�� +   ندر آ كه نوشت �1

�(�1) = o ،�34(�1) = �2  

2) 5 و 2 يو براي هر دو مشاهده ≠ 5)، �����1 , �7� = o در اين حالت  اميد رياضي  .باشدمي

(�)� به شكل ��ر بردار د ��ضرب ماتريسمشاهدات به فرم حاصل = و ماتريس واريانس  ��

(�)�34 پسباشد؛ ميدر ماتريس هماني  2�ضرب حاصل مشاهدات را به فرم = �28�.  

            هاهاهاهاآنآنآنآن    پارامترها و خواصپارامترها و خواصپارامترها و خواصپارامترها و خواص    براوردبراوردبراوردبراورد    1111- - - - 3333- - - - 2222

براورد كمترين  گاهدر نظر گرفته شود، آن )4-2( صورت مدل، بهمدل اگر. ))))2222- - - - 2222((((    قضيهقضيهقضيهقضيه

  عبارت است از �هاي دوم بردار پارامترهاي توان

�9 = (���)%1���.��������������������������������������������������(5 − 2) 
  .142صفحه ) 2007(رنچر و اسكالچ : : : : اثباتاثباتاثباتاثبات
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كه اين از جمله تري برخوردارندها از خواص مطلوببراوردمقايسه با ديگر  دراين براوردگرها 

  داراي توزيع مجانبي 

:���9 − �� → �/( o , �2(���)%1)�������������������������������(6 − 2) 

 ،رنچر و اسكالچ( اشاره خواهيم كرد گرهابراوردديگر از خواص اين  ادامه به برخي در. باشندمي

2007.(  

(�)�اگر . ))))3333- - - - 2222((((ي ي ي ي قضيهقضيهقضيهقضيه = (�)�34و  �� = �گرهاي كمترين براوردگاه باشد، آن �28

5، �97مربعات  = 1, … , 
  . گرهاي نااريب خطي، داراي مينيمم واريانس هستندبراورد، در ميان تمام 

  .142صفحه ) 2007(رنچر و اسكالچ  :اثباتاثباتاثباتاثبات

(�)� اگر. ))))1111- - - - 2222((((نتيجه نتيجه نتيجه نتيجه  = (�)�34و  �� = � گر خطي نااريببراوردباشد، بهترين  �28

  .تعريف شده است) 5-2(ي در رابطه �9كه در آن  3��9عبارت است از  ���3

  .148صفحه ) 2007(رنچر و اسكالچ  :اثباتاثباتاثباتاثبات

(�)�34اگر  ).).).).4444- - - - 2222((((    قضيهقضيهقضيهقضيه = �  برابر ��9باشد، كوواريانس ماتريس  �28

�34��9� = �2(���)%1�����������������������������������������������(7 − 2) 
  .خواهد بود

   . 145صفحه ) 2007(رنچر و اسكالچ  ::::اثباتاثباتاثباتاثبات

  :بردار مقادير برازش شده عبارت است از

�< = ��9 = �(���)%1��� = =�.�����������������������������������(8 − 2)� 
  و برابر 1تصويرماتريس  =، در تعريف فوق، 

= = �(���)%1�������������������������������������������������(9 − 2) 

                                                           
١
 Projection matrix 
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   ها را به شكلماندهبردار باقي آن  با استفاده از باشد كهمي

> = � − �< = � − ��9 = (8 − =)������������������������������(10 − 2)  
- 2(ي رابطهبا استفاده از  .استفاده كرد �عنوان جانشيني براي از آن به توانشود و ميتعريف مي

1< ام برابر2ي ماندهباقي مقدار )10 = 01 − ، از �جاي  به )4-2( ياگر طبق رابطه. خواهد بود 1?0

  :آيدمي دستبه ��و < ي ميانرابطه ،مقدار معادل آن استفاده شود

> = (8 − =)(�� + �) 
������������= (8 − =)�.                

با استفاده  بستگي دارد و =تنها به ماتريس  � و <ي ميان كه رابطهكند ين رابطه صراحتاً بيان ميا

1< الررا به فرم اسك �1<توان از آن، مي = �1 − ∑ ℎ17�7�7A1 نوشت كه�
�

ℎ17 = -1�(���)%1-7�������������������������������������������(11 − 2)    

,2)عضو  ي ها به اندازهℎ17اگر  .است �ام ماتريس 2سطر  �1-باشد و در آن مي =ام ماتريس (5

  .)2007 ،1رنچر و اسكالچ(خواهد بود  �εجانشين مناسبي براي  <كافي كوچك باشند، 

به دليل  .باشدمي =ماتريس پيرامون تر ي دقيقمطالعهمستلزم  ��و <ي ميان درك بهتر رابطه

ها بحث خواهيم ي آن، در فصل آينده به تفصيل دربارهتصويرس ها و ماتريماندهاهميت بردار باقي

  .كرد

  ها به صورتماندهي مجموع مربعات باقيآمارهاز سوي ديگر 

C2 = >�>���������������������������������������������������������(12 − 2) 

  از توانمي .تعريف شود

�?2 = C2

� − 
������������������������������������������������������(13 − 2) 

                                                           
1
 Rencher & Schaalje 


