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೯دایا...
است، دشوار بودن چنین ساعتͬ حتͬ میدانم که باشم تو مخلص بنده روز ͷی فقط که بده توفیقͬ من به

باشم. داشته دوست ندارند دوستم که را کسانͬ تا ده صبری من به

که آنانرا و داشتند دشمنم و داشتم دوستشان که آنانرا بتوانم تا ببخش من به را بیͺرانت رحمت از ای ذره

ببخشم. کردند ظلم حقم در

قضاوت منفͬ- یا -مثبت فکری، یا کسͬ کامل و درست شناختن از پیش تا دار، هوشیار و گاه آ همواره، مرا

نکنم.

روحم به را عظیم حیرتهای و ارجمند، غمهای بزرگ، اضطرابهای مͺشان، خوشبختͬ آرامشو ابتذال به مرا

ریز. جانم بر عزیز دردهای و بخش حقیرت بندگان به را لذتها کن، عطا

آرزوهای از را دلم یا گردان توانا را دستانم بیͺرانت قدرت به یا آمال، در غرق دلم و است خالͬ دستانم

کن. خالͬ نیافتنͬ دست

کن عطا زبانͬ من به است قاصر تو ستایش در زبانم کن، دانایم بیͺرانت علم از ای ذره به نادانم که میدانم

ها کینه تمام از را قلبم کن، هدایتم ام کرده گم راه گویم، سپاس را پایانت بی رحمت از اندک ای گوشه تا

نیست. قادر کار این بر کسͬ تو از غیر که کن پاک

فرما. مبدل یقین به را ایمانم و ایمان به را باورم باور، به را تردیدم

من... دنیایی پست مقام درخور نه باشد پادشاهیت مقام خور در که کن چنان من با پروردگارا



೯دایاච໋ଽنࢉو৷࢟تد॥تජ໑ابඵ෬ر
ীࠫࡣتभඟ໋هایঃبادارਣی...



චاری... ণپاس໋�
راستین ͷمال و ͷمل است، لئیم- جبار ارباب -نه رحیم و رحمن رب ویژه ستایش و سپاس ثناء، و حمد

اوست از تنها و تنها و آوریم مͬ فرود عبودیت و عبادت به سر که اوست برابر در تنها و تنها ما و اوست

رفتن و یافتن هدایت که دنͬ و خواهانه خود های خواسته و حقیر های ͷکم نه آنهم طلبیم مͬ ͷکم که

نه و پلید اندیشان بد نه اند خدائͬ ناب های نعمت پروردگان که نابی های انسان راه حق، و راست راهͬ بر
پوچ.١ گمراهان

زحمات اینجانب تحصیلات مدت در که تحصیلم دوران گرامͬ اساتید کلیه از دانم مͬ خود وظیفه آغاز در

که دارابی بیاض دکتر آقای جناب بزرگوارم راهنمای استاد از �نمایم. تشͺر شده�اند، متحمل را فراوانͬ

مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مطالعه زحمت

مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه دادند قرار راهنمایی

و داشتند عهده بر را رساله این مشاوره زحمت که رحیمͬ اصغر دکتر آقای جناب از نمͬ�رسید. انجام به

که نیز زاده نجف شهرام دکتر آقای جناب از همچنین کنم. مͬ قدردانͬ و تشͺر شدند، متذکر آنرا ایرادات

کریم دکتر آقای جناب از کنم. مͬ تشͺر یافتند حضور دفاع جلسه در تکمیلͬ تحصیلات نماینده عنوان به

مͬ قدردانͬ و تشͺر نهایت شدند، یادآور آنرا وکاست کم و کردند قبول را رساله داوری زحمت که ایواز

کنم.

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان در و

که شان دریغ بی محبت و سرشار عاطفه پاس به آورم مͬ فرود تعظیم سر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم

بود. نخواهم آن جبران به قادر وقت هیچ

پور رستم فاطمه

١٣٩٠ تیر

حمد سوره ١مضمون
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.ͬͺاستولارس

چͺیده
است. رسیده اثبات به فازی انتگرال�های برای نامساوی دو نامه پایان این در
است: رسیده اثبات به زیر بصورت که است هاردی نامساوی آنها از ͬͺی(

−
∫ ١

٠
fp(x)dx

) ١
p+١ ≥ −
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٠
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)p

dx.

و انتگرال�پذیر تابعͬ f : [٠,١] → [٠,∞) ، p ≥ ١ که
F (x) = −

∫ x

٠
f(t)dt.

است. برقرار نیز [٠,∞) بازه روی نامساوی این همچنین
صورت: به که است ͬͺاستولارس نامساوی دوم، نامساوی و
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١
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٠
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١
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)
یͺنوا اکیدا و پیوسته تابعͬ f : [٠,١] → [٠,١] ، a, b ≥ ٠ که است رسیده اثبات به

است. R روی لب اندازه µ و
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پیشͽفتار

سال در شد. ارایه برکلͬ در کالفرنیا دانشͽاه از زاده لطفͬ پروفسور توسط ١٩۶۵ سال در فازی منطق

انتگرال و فازی ی اندازه مفهوم ی ارایه با را زاده نظرات توکیو تکنولوژی انستیتو از سوگینو میشو ١٩٧٢

کردن ارزیابی هدف با یͺنوا و پیوسته ای مجموعه توابع مانند را فازی ی اندازه سوگینو کرد. تعقیب فازی

مدل برای توانند مͬ فازی های انتگرال و ها اندازه کرد. معرفͬ مهندسͬ های دستگاه در جمعͬ غیر کمیˁت

شوند. واقع استفاده مورد قطعͬ غیر های محیط در مسایل سازی

است: شده تنظیم زیر شده منتشر مقاله دو براساس نامه پایان این کارهای

در فازی” های انتگرال برای هاردی ”نامساوی عنوان با همͺارانش و رومن-فلورس آقایان توسط اول مقاله

است. رسیده چاپ به ٢٠٠٨ سال

برای ͬͺاستولارس نامساوی بر ”یادداشتͬ عنوان با همͺارانش و ͷفلورس-فرانیولی آقایان توسط دوم مقاله

است. رسیده چاپ به ٢٠٠٨ سال در فازی” های انتگرال



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه

مقدمه ١.١

به کل در و دارند را یͺنوایی ویژگͬ فقط که ریاضͬ�اند، آنالیز در اندازه مفهوم از تعمیمͬ فازی اندازه�های

از خاصͬ های حالت گمان۴و... اندازه امͺان٣، اندازه احتمال٢، اندازه معروف�اند. غیرجمع١ͬ اندازه�های

از برخͬ روی شده تعریف تابع ͷی ، X مانند مجموعه�ای روی فازی اندازه ͷی هستند. فازی اندازه�های

عه�های مجمو زیر از یͺنوا خانواده ͷی مͬ�تواند فازی اندازه�های دامنه کل در است. X مجموعه�های زیر

. است بسته X عه�های مجمو زیر از یͺنوا دنباله�های گیری حد تحت و است ∅ و X شامل که باشد X

سوگینو توسط مفهوم�ها این هستند. فازی۶ انتگرال�های فازی۵و اندازه�های متن این در اصلͬ مفهوم دو

شرط جاگذاری بوسیله فازی اندازه�های سوگینو نظر طبق شده�اند[٢۵]. بیان ١٩٧۴ در بار اولین ٧برای

بعدا پیوستگͬ و شد فراهم پیوستگͬ و یͺنوایی از تری ضعیف شرط با ͷکلاسی اندازه�های از پذیری جمع

. شد پیوستگ٨ͬجاگذاری نیم تر ضعیف شرط با

آدامز و ٩ رالسͺو جمله از است. گرفته قرار مطالعه مورد زیادی ریاضیدانان توسط سوگینو انتگرال جزئیات

چندی و ١١ رومن-فلورس . [١۴] پرداخته�اند فازی انتگرال�های از معادل تعریف چندین مطالعه به ١٠
١Non-additive
٢Probability measure
٣Possibility measure
۴Belief measure
۵Fuzzy measures
۶Fuzzy integrals
٧Sugeno
٨Semicontinuous
٩Ralecscu
١٠Adams

١



فازی، اندازه�های از -پیوستگͬ H فازی، انتگرال�های از لایه�ای پیوستگͬ بررسͬ به ریاضیدانان از دیͽر

از نامساوی چندین همچنین و پرداخته�اند. فازی انتگرال�های و فازی اندازه�های برای هندسͬ نامساوی�های

اثبات و بیان است فازی انتگرال�های حل برای قدرتمند ابزاری که یͺنوا، توابع برای را فازی انتگرال�های

به را فازی انتگرال و فازی اندازه جزئیات ١٣ کلیر و ١٢ ونگ همچنین . ([١٧] ،[١۶] ،[١۵]) کرده�اند

. [٢٩] داده�اند قرار بحث مورد مفصل طور

حالت در ͷکلاسی حالت بر علاوه نامساوی�ها از چندی که داده�اند نشان خود مطالعات در ریاضیدانان

ینسن نامساوی ، [١٧] ١۴ پرکوپا-لیندلر نامساوی به میتوان نامساوی�ها این جمله از برقرارند. نیز فازی

نامساوی ، [٢٠] ١٨ هاردی نامساوی ، [۴] ١٧ چͬ�بی�شف نامساوی ، [١٩] ١۶ یانق نامساوی ، [١٨] ١۵

کرد. اشاره ... و [۵] ١٩ ͬͺاستولارس

است: شده تنظیم زیر صورت به فصل چهار در نامه پایان این

مجموعه�هاست. از زمینه�هایی پیش و اولیه تعاریف شامل اول فصل

است. اندازه�پذیر فضاهای روی اندازه�پذیر توابع و فازی اندازه�های بر توضیحͬ شامل دوم فصل

قضایای اثبات در زیادی کاربرد که است آن مهم جزئیات و فازی انتگرال به مربوط توضیحات سوم فصل

دارد. اصلͬ

ͬͺاستولارس فازی نامساوی و هاردی فازی نامساوی اثبات به است نامه پایان اصلͬ فصل که چهارم فصل

مͬ�پردازد. یͺنوا) اکیدا توابع از خاصͬ کلاس (روی

١١H. Román-Flores
١٢Wang
١٣Klier
١۴Prekopa-Leindler
١۵Jensen
١۶Young
١٧Chebyshev
١٨Hardy
١٩Stolarsky

٢



مشخصه تابع و مجموعه�ها شمول ٢.١

بررسͬ که مجموعه�هایی همه شود، بیان که مواردی در مͽر باشد تهͬ غیر مجموعه ͷی X کنیم فرض

هستند. X از مجموعه�هایی زیر مͬ�کنیم

مͬ�شود. نامیده کلاس٢٠ ͷی مجموعه�ها از مجموعه ͷی .١.٢.١ تعریف

است. φکلاس به متعلق E مجموعه یعنͬ E ∈ φ آنگاه باشد کلاس ͷی φ و مجموعه ͷی E اگر

آنگاه باشند تهͬ غیر مجموعه�های E١, E٢, ..., En اگر .٢.٢.١ تعریف

E = {(x١, x٢, ..., xn)|xi ∈ Ei, i = ١,٢, ..., n}

نماد با و مͬ�شود نامیده -بعدی nحاصلضرب مجموعه

E = E١ × E٢ × ...× En

مͬ�شود. داده نشان

نامتناهͬ اندیس مجموعه T که باشد ناتهͬ مجموعه�های از خانواده�ای {Et|t ∈ T} اگر مشابه بطور

آنگاه است

E = {xt|xt ∈ Et ∀t ∈ T}

. مͬ�شود نامیده نامتناهͬ بعد از حاصلضرب مجموعه

آنگاه: باشند. بعدی ͷی اقلیدسͬ فضای X٢, X١ کنیم فرض .١.٢.١ مثال

X = X١ ×X٢ = {(x١, x٢) : x١ ∈ (−∞,∞), x٢ ∈ (−∞,∞)}

خط تحت باز نیم هموار رویه ͷی {(x١, x٢)|x١ > x٢} مجموعه است. دو-بعدی اقلیدسͬ فضای

مجموعه حالیͺه در است، x١ = x٢{
(x١, x٢)|x٢

١ + x٢
٢ < r٢}

.r > ٠ که است r شعاع و مبدا مرکز به باز ای دایره
٢٠Class

٣



فضای: . t ∈ {١,٢, ...} و Xt = {٠,١} کنیم فرض .٢.٢.١ مثال

X = X١ ×X٢ × ...×Xn × ... = {(x١, x٢, ..., xn, ...)|xt ∈ {٠,١}, ∀t ∈ {١,٢, ...}}

است. نامتناهͬ بعد با حاصلضرب فضای

صورت به که x ∈ X هر برای χE تابع باشد مجموعه ͷی E اگر .٣.٢.١ تعریف

χE(x) =

{
١ اگر x ∈ E

٠ اگر x /∈ E

دید: مͬ�توان براحتͬ و مͬ�شود نامیده E مجموعه مشخصه٢١ تابع مͬ�شود تعریف

;E = F ⇐⇒ χE(x) = χF (x) ∀x ∈ X (الف)

;E ⊂ F ⇐⇒ χE(x) ≤ χF (x) ∀x ∈ X (ب)

.χX ≡ ١, χ∅ = ٠ (پ)

مجموعه�ها از کلاس�هایی ٣.١

P(X) نماد با و مͬ�شود نامیده X توان٢٢ͬاز مجموعه ، X مجموعه�های زیر همه کلاس .١.٣.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش

: E,F ∈ R هر برای اگر فقط و اگر مͬ�شود نامیده حلقه٢٣ ، R غیرتهͬ کلاس .٢.٣.١ تعریف

;E ∪ F ∈ R (الف)

.E − F ∈ R (ب)

بنا است. بسته تفاضل و اجتماع عملͽرهای تحت که است غیرتهͬ�ای کلاس حلقه، ͷی دیͽر بعبارت

. است بسته نیز متناهͬ اجتماع عملͽر تحت حلقه ͷی مجموعه�ها، اجتماع پذیری شرکت به

. است حلقه هر به متعلق تهͬ، مجموعه�ی .١.٣.١ گزاره
٢١Characteristic function
٢٢Power set
٢٣Ring

۴



غیر کلاس هر برعکس و است بسته اشتراک، و متقارن تفاضل عملͽرهای تحت حلقه، هر .١.٣.١ قضیه

است. حلقه ͷی باشد بسته اشتراک و متقارن تفاضل عملͽرهای تحت که تهͬ

مͬ�آید بدست اول ی نتیجه E ∩ F = (E ∪ F )− (E∆F ) و E∆F = (E − F )∪ (F −E) از برهان.

مͬ�آید. بدست E − F = (E∆F ) ∩ E و E ∪ F = (E∆F )∆(E ∩ F ) از آن عکس طرف و

�

شده، جدا اجتماع�های و سره تفاضل�های اشتراک، عملͽرهای تحت که غیرتهͬ کلاس هر .٢.٣.١ قضیه

است. حلقه ͷی باشد بسته

مͬ�آید. بدست ١.٣.١ قضیه�ی و E∆F =
[
E − (E ∩ F )

]
∪
[
F − (E ∩ F )

]
از نتیجه برهان.

�

اگر: تنها و اگر مͬ�شود نامیده جبر٢۴ ، R غیرتهͬ کلاس .٣.٣.١ تعریف

; ∀E,F ∈ R =⇒ E ∪ F ∈ R (الف)

.∀E ∈ R =⇒ E ∈ R (ب)

. است بسته متمم و اجتماع عملͽرهای تحت که است غیرتهͬ کلاسͬ جبر ͷی دیͽر، بعبارت

است. جبر ͷی X شامل حلقه�ی هر برعکس و است X شامل حلقه�ی ، جبر ͷی .٣.٣.١ قضیه

.[٢٩] به شود رجوع برهان.

�

. است جبر ͷی آنها، متمم و متناهͬ مجموعه�های همه کلاس .١.٣.١ مثال

. است جبر ͷی R
∪{

E|E ∈ R
}
آنگاه باشد، حلقه ͷی R اگر .١.٣.١ گزاره

اگر: تنها و اگر است ٢۵ حلقه نیم φ تهͬ غیر کلاس .۴.٣.١ تعریف

; ∀E,F ∈ φ =⇒ E ∩ F ∈ φ (الف)
٢۴Algebra
٢۵Semiring

۵



باشد موجود φ در مجموعه�ها از {C٠, C١, ..., Cn} متناهͬ کلاس E ⊂ F که E,F ∈ φ ازای به (ب)

بطوریͺه

E = C٠ ⊂ C١ ⊂ ... ⊂ Cn = F,

و

Di = Ci − Ci−١ ∈ φ ∀i = ١,٢, ..., n.

. است حلقه�ای نیم هر به متعلق ∅ مجموعه و است حلقه نیم ͷی حلقه هر

. است حلقه نیم ͷی ∅ مجموعه و X ٢۶ نقطه�ای�ها تک همه شامل کلاس .٢.٣.١ مثال

راست از و بسته چپ از ، کراندار بازه�های همه�ی کلاس باشد. حقیقͬ محور X فرضکنیم .٣.٣.١ مثال

است. حلقه نیم ͷی باز،

: اگر فقط و اگر است -حلقه٢٧ σ ، F غیرتهͬ کلاس .۵.٣.١ تعریف

;∀E,F ∈ F =⇒ E − F ∈ F (الف)

.∀Ei ∈ F, i = ١,٢, ... =⇒ ∪∞
i=١Ei ∈ F (ب)

. است بسته شمارا اجتماع عملͽر تحت که است حلقه�ای -حلقه، σ ͷی

است. -حلقه σ شمارا، مجموعه�های همه کلاس .۴.٣.١ مثال

. مͬ�شود نامیده -جبر σ ، X شامل -حلقه�ی σ .۶.٣.١ تعریف

خاص -جبر σ دو باشد. غیرتهͬ مجموعه X کنیم فرض .٢.٣.١ گزاره

B١ = {X, ∅} , B٢ = P(X)

باشد X در دلخواه -جبری σ ، F اگر و هستند جبر بزرگترین و کوچͺترین ترتیب به که دارند وجود X در

: داریم آنگاه

B١ ⊆ F ⊆ B٢.

٢۶Singleton
٢٧Ring

۶



Ac یا A ، A ∈ P(X) ازای به که باشد مجموعه�ای C و ناشمارا مجموعه X کنیم فرض مثال٣.١.۵.

است. -جبر σ ، C اینصورت در باشد شمارا

، S شامل -جبرهای σ همه اشتراک باشد X زیرمجموعه�های از مجموعه�ای S اگر .٧.٣.١ تعریف

توسط شده تولید -جبر σ و دهند مͬ نمایش σ(s) نماد با آنرا که است S شامل -جبر σ کوچͺترین

مͬ�شود. نامیده S

مͬ نامیده R از بورل -جبر σ ، R باز مجموعه�های زیر همه شامل -جبر σ کوچͺترین .٨.٣.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده بورل مجموعه�های -جبر σ این اعضای و دهیم مͬ نمایش B(R) نماد با که شود

مانند زیرمجموعه�ای X روی بورل میدان ͷی باشد. ناتهͬ مجموعه�ای ͷی X کنیم فرض .٩.٣.١ تعریف

مͬ�شود: صدق زیر شرایط در که است P(X) از B

; ∅ ∈ B (الف)

;X − E ∈ B آنگاه E ∈ B اگر (ب)

.
∪∞

n=١ En ∈ B آنگاه ١ ≤ n ≤ ∞ برای En ∈ B اگر (ج)

است. X از P(X) توانͬ مجموعه ، X ناتهͬ مجموعه ͷی روی بورل میدان برای مثال ͷی .۶.٣.١ مثال

هر برای که زمانͬ مͬ�شود ٢٨نامیده محدب مجموعه ، بردار n از متشͺل S مجموعه .١٠.٣.١ تعریف

: باشیم داشته λ ∈ [٠,١] و x, y ∈ S

(١ − λ)x+ λy ∈ S.

٢٨Convex

٧



٢ فصل

اندازه�پذیر فضاهای روی اندازه�پذیر توابع

فازی اندازه�های ١.٢

نامنفͬ مجموعه�ای تابع ͷی µ :
∑

−→ [٠,∞] و X زیرمجموعه�های از -جبری σ ،
∑

کنیم فرض

: مͬ�کنیم استفاده زیر قراردادهای از متن این کل در باشد. یافته توسعه مقدار حقیقͬ

sup
x∈∅

{x|x ∈ [٠,∞]} = ٠,

inf
x∈∅

{x|x ∈ [٠,١]} = ١,

٠ ×∞ = ∞× ٠ = ٠,

١
∞

= ٠,

∞−∞ = ٠,

∑
i∈∅

ai = ٠.

است. حقیقͬ اعداد از دنباله ͷی {ai} که

،
∑

عناصر و اندازه�پذیر فضای ͷی (X,
∑

) آنگاه باشد� X روی -جبر σ ͷی
∑

اگر .١.١.٢ تعریف

مͬ�شود. نامیده اندازه�پذیر مجموعه�های

تابع (X,
∑

) روی اندازه ͷی باشد. اندازه�پذیر فضای ͷی (X,
∑

) کنیم فرض .٢.١.٢ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در طوریͺه به است µ :
∑

−→ [٠,∞]

٨



;µ(∅) = ٠ (الف)

آنگاه: باشد مجموعه�ها از مجزا دنباله�ای {Ej}∞j=١ ⊆
∑

اگر (ب)

µ(
∞∪
j=١

Ej) =
∞∑
j=١

µ(Ej).

ͷی
∑

مجموعه، ͷی X آن در که مͬ�شود نامیده اندازه فضای ͷی (X,
∑

, µ) تائͬ سه .٣.١.٢ تعریف

است.
∑

روی اندازه ͷی µ و X در -جبر σ

: اگر تنها و اگر مͬ�شود نامیده فازی اندازه�ی µ .۴.١.٢ تعریف

؛ (١∅ در صفر به کردن (میل µ(∅) = ٠ صورت این در ∅ ∈
∑

اگر (الف)

؛ ( (یͺنوایی µ(E) ≤ µ(F صورت( این در E ⊆ F و F ∈
∑

، E ∈
∑

اگر (ب)

صورت این در
∪∞

n=١ En ∈
∑

و E١ ⊆ E٢ ⊆ ... ،{En} ⊆
∑

(پ)

؛ پایین) (پیوستگͬ limn µ(En) = µ(
∪∞

n=١ En)

صورت این در
∩∞

n=١ En ∈
∑

و µ(E١) ≤ ∞ ،E١ ⊇ E٢ ⊇ ... ، {En} ⊆
∑

(ت)

. بالا) (پیوستگͬ limn µ(En) = µ(
∩∞

n=١ En).

اگر تنها و اگر مͬ�شود نامیده ( (X,
∑

) (روی بالا یا پایین ٢ پیوسته�ی نیم فازی اندازه�ی µ تعریف١.٢.۵.

دوی هر سادگͬ برای کند. صدق (ت) و (ب) و (الف) یا (پ) و (ب) و (الف) شرایط در ترتیب به µ

مͬ�گوییم. پیوسته نیم فازی اندازه�ی را آنها

و X ∈
∑

اگر تنها و اگر ٣است منظم µ پیوسته�ی، نیم فازی اندازه�ی یا فازی اندازه�ی .۶.١.٢ تعریف

باشد. µ(X) = ١

روی پیوسته) نیم فازی اندازه�ی فضای (یا ۴ فازی اندازه�ی فضای را (X،
∑
،µ) فضای .٧.١.٢ تعریف

اندازه�پذیر فضای روی پیوسته) نیم فازی اندازه�ی (یا فازی اندازه�ی µ اگر گوییم، (X،
∑
) اندازه�پذیر فضای

١Vanishing at ∅
٢Semicontinuous
٣Regular
۴Fuzzy measure spase

٩



باشد. X ∈
∑

و (X،
∑
)

خاصیت معمولͬ، اندازه�ی ͷی با مقایسه در حلقه، نیم روی پیوسته) نیم فازی (اندازه�ی فازی اندازه�ی

. مͬ�کند حفظ را گرائیدن صفر به و پیوستگͬ یͺنوایی، خاصیت تهͬ مجموعه�ی روی امˁا ندارد، جمعͬ

: E ∈
∑

هر برای یعنͬ باشد، (X،
∑
) روی مستقیم۵ اندازه�ی ͷی µ اگر .١.١.٢ مثال

µ(E) =

{
١ اگر x٠ ∈ E;

٠ اگر x٠ /∈ E;

اندازه�ی که است احتمال اندازه�ی ͷی مجموعه�ای، تابع این است. X در ثابت ی نقطه ͷی x٠ آن در که

مͬ�باشد. نیز منظم فازی

. است. فازی اندازه�ی ͷی معمولͬ اندازه�ی هر حلقه، نیم ͷی روی کلͬ طور به

تعداد |E| آن در که µ(E) = ( |E|
n
)٢ و

∑
= P(X) ، X = {١,٢, ..., n} کنید فرض .٢.١.٢ مثال

باشد. است، E به متعلق که است نقاطͬ

.µ(X) = ١ و µ(∅) = ٠ است، منظم فازی اندازه�ی µصورت این در

. است برقرار طبیعͬ طور به پایین) و بالا (از پیوستگͬ است، متناهͬ فضای X چون و

(X،
∑
) روی پیوسته و نامنفͬ یافته، توسعه مقدار حقیقͬ مجموعه�ای تابع دو µ٢ و µ١ اگر .١.١.٢ لم

: باشند شده تعریف E ∈
∑

هر برای زیر صورت به µ١ × µ٢ و µ١ + µ٢ و باشد

(µ١ + µ٢)(E) = µ١(E) + µ٢(E),

(µ١ × µ٢) = µ١(E)× µ٢(E),

پیوسته) نیم فازی اندازه�ی (یا متناهͬ µ٢ و µ١ اگر مͬ�باشند. پیوسته نیز µ١×µ٢ و µ١+µ٢ صورت این در

. هستند چنین نیز µ١ × µ٢ و µ١ + µ٢ آنگاه باشند

.
∑

= P(X)و X = X٠ ×X٠ ، X٠ = {١,٢, ...} مͬ�کنیم فرض .٣.١.٢ مثال

مͬ�کنیم، تعریف E ∈ P(X) هر برای

µ(E) = |ProjE|
۵Direct measure

١٠



ProjE = {x|(x, y) ∈ E}

برای اگر واقع در نیست. پیوسته بالا از امˁا مͬ�کند، صدق فازی اندازه�ی (پ) و (ب) ، (الف) شرایط در µ

، n = ١,٢, ... هر

En = {١} × {n, n+ ١, ...},

. µ(
∩∞

n=١ En) = ٠ و
∩∞

n=١ En = ∅ امˁا µ(En) = ١ و E١ ⊃ E٢ ⊃ ... آنگاه

. مͬ�باشد پایینͬ پیوسته�ی نیم فازی اندازه�ی ͷی µ مجموعه�ای تابع پس

X = (−∞,∞) روی که باشد یافته توسعه مقدار حقیقͬ و نامنفͬ تابعͬ f(x) کنید فرض .۴.١.٢ مثال

اگر است. شده تعریف

µ(E) = sup
x∈E

f(x), ∀E ∈ P(X)

پس ندارد. را (ت) شرط امˁا مͬ�کند، صدق فازی اندازه�ی تعریف (پ) و (ب) (الف)، شرایط در µ آنگاه

. مͬ�باشد (X,P(X)) روی پایینͬ پیوسته�ی نیم فازی اندازه�ی ͷی µ

اگر باشد. قبل مثال در شده داده فضای همان (X,P(X)) اندازه�پذیر فضای کنید فرض .۵.١.٢ مثال

که شود تعریف طوری E ∈ P(X) هر برای f : X −→ [٠,١]

inf
x∈X

f(x) = ٠, µ(E) = inf
x/∈E

f(x);

است. منظم و بالایی پیوسته�ی نیم فازی اندازه�ی ، µصورت این در

اندازه�پذیر توابع ٢.٢

اندازه (یا فازی اندازه µ : F −→ [٠,∞] ،X ∈ F اندازه�پذیر، فضای (X ،F) فرضمͬ�کنیم بخش این در

باشد. (−∞,∞) روی بورل میدان B و پیوسته) نیم فازی

خلاصه بطور (یا -اندازه�پذیر F ، X روی f : X −→ (−∞,∞) حقیقͬ مقدار با تابعͬ .١.٢.٢ تعریف

باشیم: داشته B ∈ B بورل مجموعه هر برای اگر تنها و اگر است اندازه�پذیر)

f−١(B) = {x|f(x) ∈ B} ∈ F.

١١


