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چیده

کسری مرتبه جزئ دیفرانسیل معادلات عددی حل پایان�نامه، این در اصل هدف
م�باشد: هار موج از استفاده با زیر شل�های به کرانه�ای و اولیه شرایط با خط

: زمان - کسری دیفرانسیل معادله

CDα
t y(x, t) = F (x, t, y(x, t),

∂y(x, t)

∂x
,
∂٢y(x, t)

∂x٢ , · · · , ∂
ny(x, t)

∂xn
) ; x, t ≥ ٠ ,

زیر: صورت به ٠ < α ≤ ١ با کرانه�ای و اولیه شرایط آن در که

y(x,٠) = f١(x) ,
∂iy(٠, t)
∂xi

= gi(t) ; i = ٠,١, · · · , n− ١ ,

است: زیر شل به ١ < α ≤ ٢ که حالت در و

y(x,٠) = f١(x) ,
∂y(x,٠)
∂t

= f٢(x) ,

∂iy(٠, t)
∂xi

= gi(t) ; i = ٠,١, · · · , n− ١ .

: انم - کسری دیفرانسیل معادله

CDβ
xy(x, t) = F (x, t, y(x, t),

∂y(x, t)

∂t
,
∂٢y(x, t)

∂t٢
, · · · , ∂

ny(x, t)

∂tn
) ; x, t ≥ ٠ ,

زیر: صورت به ٠ < β ≤ ١ با کرانه�ای و اولیه شرایط آن در که

y(٠, t) = g١(t) ,
∂iy(x,٠)
∂ti

= fi(x) ; i = ٠,١, · · · , n− ١ ,

ب



پ ١

است: زیر شل به ١ < β ≤ ٢ که حالت در و

y(٠, t) = g١(t) ,
∂y(٠, t)
∂x

= g٢(t) ,

∂iy(x,٠)
∂ti

= fi(x) ; i = ٠,١, · · · , n− ١ ,

از کاپوتو زمان - کسری مشتق CDα
t y(x, t) مجهول، تابع y(x, t) آن�ها در که

است. β > ٠ مرتبه از کاپوتو انم - کسری مشتق CDβ
xy(x, t) و α > ٠ مرتبه

صورت: به را مسأله جواب شده، ارائه روش در

HT
m×m(x).Cm×m.Hm×m(t) .

موج پایه ماتریس Hm×m(t) و مجهول ماتریس Cm×m آن در که م�زنیم تقریب
عملیات ماتریس از استفاده و هار موج خواص از استفاده با سپس است. هار
لیاپانوف نوع ماتریس یمعادله حل از Cm×m ماتریس موجهار کسری انتگرال

م�آید. دست به

دیفرانسیل معادلات کسری، انتگرال و دیفرانسیل حساب کلیدی: واژه�های
ریمان مشتق و انتگرال لتنیوف، - گرانوالد مشتق و انتگرال کسری، مرتبه جزئ
موج ،انم - کسری مشتق ،زمان - کسری مشتق کاپوتو، مشتق لیوویل، -

هار.
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۴ فارس به انگلیس نامه واژه ب



مقدمه

گسترش دلیل شد. معرف ١٩ قرن اواسط در کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب
طبیع پدیده�های از برخ واقع مدل�سازی که است این کسری حساب از استفاده

داد. شرح کلاسی مدل�های توسط نم�توان را
وسیع طور به فیزی سیستم�های در کسری جزئ دیفرانسیل معادلات از استفاده
پدیده�های برای مناسبی مدل معادلات نوع این است. نظر مورد اخیر دهه�های در
غیره و انتشار فرایند�های میرایی، قوانین مثل زمینه�هایی در گوناگون، فیزی
و شریان علم ،تروشیمال الترومغناطیس�ها، شامل دیر کاربرد�های است.
مؤثرتر حل روش�های تحقیق به بیشتری توجه اخیراً لذا است. فراکند تئوری�های
نوع این برای عددی یا تحلیل دقیق، یا تقریبی جواب ی تعیین برای بهتر و

است. شده معطوف معادلات
جزئ دیفرانسیل معادلات حل برای تکنی�ها برخ هدف این به رسیدن منظور به
تجزیه روش شده استفاده روش�های مرسوم�ترین است. شده پیشنهاد کسری مرتبه
(HPM) و (HAM) هموتوپی اختلال و آنالیز روش ،[١-۶] (ADM) آدومیان
جزئ دیفرانسیل تبدیل روش و [١٢-١١] (V IM) ١ وردش تکرار روش ،[١٠-٧]

است. [١-١٣۴] (FPDTM) کسری
پیشنهاد کسری جزئ دیفرانسیل معادلات عددی حل برای کم روش�های اما

کرد: اشاره زیر موارد به م�توان جمله آن از است. شده
معادلات تا کرد استفاده لاپلاس تبدیل روش از ١٩٩٩ سال در [١۵] ٢پودلوبن
کند. حل عددی طور به لیوویل٣ - ریمان مشتقات تعریف با را کسری دیفرانسیل

١Variational
٢ Podlubny
٣ Riemann - Liouville

چ



ح مطالب فهرست

او کار این برای که را ثابت ضرایب با کسری جزئ دیفرانسیل معادلات همچنین و
روش از استفاده که حالت در آورد. دست به گرین تابع از تعمیم�یافته تعریف ی
در [١۶] تاجران۵ و میرچارت۴ باشد، ممن غیر کسری گرین تابع یا لاپلاس تبدیل
معادلات جوابعددی آوردن دست به برای را متناه روشتفاضلات ٢٠٠۶ سال
توابع با مواجهه در کردند. پیشنهاد بعدی دو فضای در کسری جزئ دیفرانسیل
را جدیدی عبارات ٢٠٠٧ و ٢٠٠۶ سال�های در [١٨-١٧] یوماری۶ مشتق�ناپذیر،
برد. کار به اصلاح�شده لیوویل - ریمان تعریف و کسری تیلور سری�های برای
به را ترتیبی عملر تقسیم طرح ٢٠٠٨ سال در [١٩] ایشان هماران و بومرا٧
آن�ها کنند، حل عددی طور به را کسری انتشار - واکنش معادلات تا بردند کار

کردند. تعریف لوی٨ تعمیم�یافته نمایش با را کسری مشتقات
موج روش به حل، مختلف روش�های میان از که است تعجب�آور حدودی تا
حل برای موج روش [٢-٢٠۵] مقاله چند در تنها است. نشده زیادی توجه
معادلاتدیفرانسیل حل به [٢۶-٢٧] در تنها و است. شده اعمال معادلاتکسری
موج توابع منظور این برای است. شده پرداخته موج روش به کسری جزئ

است. شده استفاده سینوس و لژاندر١١ چبیشف١٠، هار٩،
چند�جمله�ای�های پالس[٢٩-٢٨]، بلاک- والشو توابع چون مختلف متعامد توابع
[٣٣] فوریه سری�های ،[٣٢-٣١] چبیشف و لژاندر چندجمله�ای�های ،[٣٠] لاگر
را دیفرانسیل معادلات م�توان آن�ها کم به که دارد وجود [٣۴] هار توابع و
و آسان محاسبه�ی آن، مزایای از کرد. تبدیل جبری معادلات دستگاه ی به
صحیح، مرتبه�های بر علاوه م�تواند و است وسیع کاربرد دامنه و کامپیوتری

کند. حل نیز را غیرصحیح مراتب با جزئ دیفرانسیل معادلات
امروزه است. موج�ها نظریه از استفاده كاربردی، ریاضیات در تحول جدیدترین

۴ Meerschaert
۵ Tadjeran
۶Jumarie
٧ Baeumera
٨Levy
٩Haar
١٠Chebyshev
١١Legendre



خ مطالب فهرست

از كلاسیك نظریه�های جایزین تقریب، موج مدل�های و موج�ها جدید نظریه
،زلزله�شناس در مختلفكاربردی مسائل برایحل فوریه نظریه روشكلاسیك جمله
كامپیوتر، بینایی و تصویر پردازش مخابرات، سیستم�ها، در سینال�ها پردازش
و ژنتیك ،جرم�شناس مان�یابی، و تقریب نظریه مانیك، كوانتوم و بنیادی ذرات
ابزار ی عنوان به موج آنالیز واقع در است. شده فیزیك و مهندس ،پزش
بزرگ محاسبات پیچیدگ از زیادی حد تا فوریه سریع تبدیل مانند تواند م عددی
به را متراکم های ماتریس ضریب، هموار تغییر با که ترتیب بدین باهد، مقیاس

آورد. در باشد، محاسبه قابل سرعت به که تنک شل
جزئ دیفرانسیل معادلات عددی حل برای هار موج خانواده پایان�نامه این در
به م�توان را موج این انتخاب علل م�گیرد. قرار استفاده مورد خط کسری

کرد: بیان زیر صورت
موج و مقیاس توابع بودن متعامد -١

موج و مقیاس توابع توسط شده ساخته زیرفضاهای بودن متعامد -٢
موج و مقیاس توابع محمل ٣-فشردگ

مقیاس. تابع تقارن -۴
حقیق آنالیز از مقدمات اول، فصل در م�باشد. فصل ۴ بر مشتمل پایان�نامه این
به دوم، فصل در م�گردد. ارائه م�باشند، بعدی فصل�های نیاز مورد که عددی و
انتگرال و مشتق مفاهیم و م�پردازیم کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب معرف
همچنین و کاپوتو کسری مشتق و لیوویل ریمان- و لتنیوف - گرانوالد کسری
بیان آن�ها خواص ذکر با را کاپوتو و لیوویل - ریمان کسری جزئ مشتق مفاهیم
و م�کنیم معرف را هار موج و موج�ها نظریه نیز سوم فصل در م�کنیم.
معادلات عددی حل چهارم، فصل در و م�کنیم بیان را آن پیدایش ضرورت
ارائه با و کرده بیان را هار موج از استفاده با کسری مرتبه جزئ دیفرانسیل

م�دهیم. قرار ارزیابی مورد را روش عددی مثال�های



١ فصل

نیازها پیش

حقیق آنالیز در پایه مفاهیم ١.١

م�پردازیم، حقیق آنالیز قضایای و مفاهیم تعاریف، از برخ بیان به فصل این در
.[٣۵-٣٧] است نیاز مورد بعدی فصل�های در که

با را X (زیرمجموعه��های X زیر�مجموعه�های از A ناته خانواده .١.١.١ تعریف
ی باشد، بسته متمم و متناه اجتماع�های تحت که را م�دهیم) نشان ٢X نماد
هرگاه م�شود نامیده جبر ی A ⊆ ٢X یعن گویند. X روی مجموعه�ها از جبر

. E ∈ A هر برای EC ∈ A و
n∪

k=١
Ek ∈ A که دهد نتیجه E١, E٢, ..., Ek ∈ A

شمارش�پذیر اجتماع�های تحت هرگاه گویند σ−جبر ی را جبر .١.٢.١ تعریف
.
∞∪
k=١

Ek ∈ A آن�گاه Ek ∈ A ،k ∈ N هر برای اگر یعن باشد. بسته نیز

را µ : A −→ R
∪
{±∞} تابع باشد. σ−جبر ی A ⊆ ٢X اگر .١.٣.١ تعریف

باشند: برقرار زیر روابط هرگاه گویند اندازه ی
، µ (ϕ) = ٠ .١

،E ∈ A هر برای ،µ (E) ≥ ٠ .٢
آن�گاه: باشند A در مجزا مجموعه�های از دنباله ی {Ek}∞k=١ اگر .٣

µ(

∞∪
k=١

Ek) =

∞∑
k=١

µ(Ek) . (١.١)

١



٢ نیازها پیش .١ فصل

هرگاه گویند بیرون اندازه ی را µ∗ : ٢X −→ R
∪

{±∞} تابع .١.۴.١ تعریف
باشیم: داشته

، µ∗ (ϕ) = ٠ .١
،E ⊆ X هر برای ، µ∗ (E) ≥ ٠ .٢

،E١ ⊆ E٢ هرگاه µ∗ (E١) ≤ µ∗ (E٢) .٣
آن�گاه: باشد X در مجزا مجموعه�های از دنباله ی {Ek}∞k=١ اگر .۴

µ∗(

∞∪
k=١

Ek) ≤
∞∑
k=١

µ∗(Ek)

.

مجموعه هر برای هرگاه نامند ∗µ−اندازه�پذیر را E ⊆ X مجموعه .١.۵.١ تعریف
باشیم: داشته A ⊆ X دلخواه

µ∗ (A) = µ∗
(
A
∩
E
)
+ µ∗

(
A
∩
EC

)
(٢.١)

است. X به نسبت E متمم EC آن در که

مجموعه�ای F میدان روی (خط فضای (یا برداری فضای ی .١.۶.١ تعریف
و برداری جمع عمل دو آن در و نامند بردار را آن اعضای که است V مانند

شده�اند: تعریف زیر شرایط با اسالر ضرب
داریم: α, β ∈ F و x, y, z ∈ V هر برای

م�شود: تعریف چنین برداری جمع عمل الف)

+ : V × V −→ V

(x, y) −→ x+ y

صدق زیر شرایط در که است. x + y بردار با متناظر x, y بردار جفت هر یعن
م�کند:



٣ نیازها پیش .١ فصل

، x+ y = y + x .١
، x+ (y + z) = (x+ y) + z .٢

، x ∈ V هر برای x+٠ = x طوریه به دارد وجود V در ٠ فرد به منحصر بردار .٣
معکوسجمع نام به دارد وجود −x ∈ V فرد به منحصر بردار x ∈ V هر برای .۴

. x+ (−x) = ٠ که V

م�شود: تعریف زیر صورت به اسالر ضرب عمل ب)

. : F × V −→ V

(α, x) −→ αx

م�کند: صدق زیر شرایط در و است αx بردار با مرتبط (α, x) جفت هر یعن
،α (βx) = (αβ)x .١

، ١.x = x .٢
،α (x+ y) = αx+ αy .٣
. (α+ β)x = αx+ βx .۴

روی نرم باشد. مختلط یا حقیق خط فضای ی X کنید فرض .١.٧.١ تعریف
هرگاه: ،∥.∥ : X −→ R صورت به است تابع ،X

، ∥x∥ = ٠ اگر تنها و اگر x = ٠ و ∥x∥ ≥ ٠ ، x ∈ X هر ازای به .١
، ∥αx∥ = |α|.∥x∥ ، x ∈ X و α ∈ R(یاC) هر ازای به .٢

. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ، x, y ∈ X هر ازای به .٣

دار خط�نرم فضای را آن روی شده تعریف ∥.∥ نرم با خط فضای .١.٨.١ تعریف
گویند.

داشته x, y ∈ X هر برای و باشد نرم�دار خط فضای ی X اگر .١.٩.١ تعریف
بوسیله شده تولید متر d) گویند X روی متر ی d به ،d(x, y) = ∥x − y∥ باشیم

است. متری فضای ی نرم�دار فضای هر بنابراین است). نرم



۴ نیازها پیش .١ فصل

x ∈ X به همرا X نرم�دار خط فضای در را {xn}∞n=٠ دنباله .١.١٠.١ تعریف
هرگاه: گویند

lim
n→∞

∥xn − x∥ = ٠ . (٣.١)

١کش دنباله ی X نرم�دار خط فضای در را {xn}∞n=٠ دنباله .١.١١.١ تعریف
هرگاه: گویند

∀ε > ٠ , ∃N , ∀m,n (m,n > N =⇒ ∥xn − xm∥ < ε) . (۴.١)

، lim
x→x٠

f(x) = f(x٠) اگر است پیوسته x٠ نقطه در f تابع گویند .١.١٢.١ تعریف
معادل: طور به

∀ε > ٠ , ∃δ > ٠ , ٠ < |x− x٠| < δ =⇒ |f(x)− f(x٠)| < ε . (۵.١)

فاصله این روی است، شده تعریف [a, b] فاصله روی که را f تابع .١.١٣.١ تعریف
باشد داشته وجود δ > ٠ مانند عددی ε > هر٠ برای هرگاه گویند، مطلق پیوسته
با مشترک نقطه�ی که فاصله�هایی از {(xi, x′i)} باپایان دسته هر برای که به�طوری

باشیم: داشته م�کنند، صدق
n∑

i=١
|xi − x′i| < δ نامساوی در و ندارند هم

n∑
i=١

|f(xi)− f(x′i)| < ε . (۶.١)

زیر صورت به ∥.∥c نرم باشد، پیوسته [a, b] بر f کنید فرض .١.١۴.١ تعریف

١Cauchy
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م�شود: تعریف

∥f∥c = sup
a≤x≤b

|f(x)| = max
a≤x≤b

|f(x)| . (٧.١)

در کش دنباله هر هرگاه گویند، کامل را X دار نرم خط فضای .١.١۵.١ تعریف
باشد. X از عنصری به همرا X

گویند. باناخ٢ فضای را کامل نرم�دار خط فضای ی .١.١۶.١ تعریف

م�باشد: زیر متری با مختلط اعداد فضای باناخ، فضای ساده�ترین .١.١.١ مثال

∀x, y ∈ C, d(x, y) = |x− y| . (٨.١)

C [a, b] با که [a, b] بازه روی بر پیوسته توابع همه فضای دیر مثال عنوان به و
م�باشد: باناخ فضای ی زیر ماکسیمم نرم به نسبت م�شود داده نمایش

∥f∥ = max
x∈[a,b]

|f(x)| . (٩.١)

اندازه�پذیر توابع تمام از متشل فضای ،١ ≤ p < ∞ برای .١.١٧.١ تعریف
:عبارت به گویند، Lp [a, b] فضای باشد،

∫ b
a |f(x)|p <∞ که f : [a, b] −→ C

Lp [a, b] =

{
f | f : [a, b] −→ C, اندازه�پذیر� f,

∫ b

a
|f(x)|p <∞

}
. (١٠.١)

است. کامل فضای ی Lp[a, b];١ ≤ p <∞ فضای .١.١.١ قضیه

٢Banach
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است: باناخ فضای ی زیر نرم با و است برداری فضایی Lp[a, b]

∥f∥p =
(∫ b

a
|f(t)|pdt

) ١
p

. (١١.١)

:یعن ،L٢[a, b] خاص حالت در

L٢ [a, b] =

{
f | f : [a, b] −→ C, اندازه�پذیر� f,

∫ b

a
|f(x)|٢ <∞

}

است. باناخ فضای ی ∥f∥٢ =
(∫ b

a |f(t)|٢dt
) ١

٢ نرم با

سری گویند باشد، X نرم�دار فضای در دنباله�ای {xn}∞n=٠ اگر .١.١٨.١ تعریف

این در و باشد همرا x به sn =
n∑

i=٠
xi دنباله هرگاه است x به همرا X در

∞∑
n=٠

xn

.
∞∑
n=٠

xn = x م�نویسیم صورت

.
∞∑
n=٠

∥xn∥ <∞ هرگاه: گویند مطلق همرای را
∞∑
n=٠

xn سری

همرای سری هر اگر تنها و اگر است باناخ X نرم�دار فضای .١.١٩.١ تعریف
باشد. همرا فضا، این در مطلق

ضرب فضای ی را مختلط اعداد میدان روی X خط فضای .١.٢٠.١ تعریف
که باشد داشته وجود چنان < ., . >: X ×X −→ C چون تابع هرگاه نامند داخل

باشیم: داشته ،α ∈ C و x, y, z ∈ X هر برای
، x = ٠ اگر تنها و اگر < x, x >= ٠ و < x, x >≥ ٠ .١

،< x+ y, z >=< x, z > + < y, z > .٢
،< αx, y >= α < x, y > .٣

است. مختلط اعداد در مزدوج عمل بالایی خط که ،< x, y >= < y, x > .۴

نامند. y و x داخل ضرب را < x, y > تابع آنگاه

برای داخل ضرب توسط شده القا نرم داخل ضرب فضای برای .١.٢١.١ تعریف
م�شود. تعریف ∥x∥ =< x, x >

١
٢ به�صورت x ∈ X
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ضرب فضای در x, y ∈ X هر برای شوارتز٣: - کش نامساوی .١.٢.١ قضیه
داریم: ،X داخل

| < x, y > | ≤ ∥x∥∥y∥ . (١٢.١)

،X داخل ضرب فضای در x, y ∈ X هر برای مثلث: نامساوی .١.٣.١ قضیه
داریم:

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ . (١٣.١)

است: داخل ضرب فضای ی زیر داخل ضرب با L٢[a, b] فضای .١.٢.١ مثال

∀f, g ∈ L٢[a, b] , < f, g >=

∫ b

a
f(t)g(t)dt . (١۴.١)

ی [a, b] روی ω وزن تابع به نسبت زیر داخل ضرب با L٢[a, b] فضای همچنین
است: داخل ضرب فضای

∀f, g ∈ L٢[a, b] , < f, g >ω=

∫ b

a
ω(t)f(t)g(t)dt . (١۵.١)

آن� باشند، f, g ∈ Lp ،p ≥ ١ کنید فرض :۴مینکوفس نامساوی .١.۴.١ قضیه
داریم: و دارد تعلق Lp به نیز f + g گاه

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p . (١۶.١)

٣Cauchy - Schowarz
۴Minkovsky
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هرگاه گویند، هیلبرت را داخل ضرب با همراه H برداری فضای .١.٢٢.١ تعریف
کامل نرم�دار برداری فضای ی ∥x∥ =< x, x >

١
٢ داخل ضرب از ناش نرم با H

باشد. (باناخ)

است: هیلبرت فضای ی زیر داخل ضرب با L٢[a, b] .١.٣.١ مثال

∀f, g ∈ L٢[a, b] , < f, g >=

∫ b

a
f(t)g(t)dt . (١٧.١)

تابع آن�گاه باشد، L٢([a, b]× [a, b]) در تابع u(x, y) اگر .١.٢٣.١ تعریف

∥u∥٢ = (

∫ b

a

∫ b

a
|u(x, y)|٢dxdy)

١
٢ , (١٨.١)

است. نرم ی

نشان L[f(t)] با را [٠,+∞) بازه�ی روی f تابع لاپلاس تبدیل .١.٢۴.١ تعریف
م�شود: تعریف زیر صورت به و داده

L[f(t)] =

∫ ∞

٠
e−stf(t)dt = F (s).

f تابع صحیح مرتبه مشتق لاپلاس تبدیل لاپلاس، تبدیل مهم ویژگ�های از ی
م�باشد:

L{f (n)(t)} = snF (s)−
n−١∑
k=٠

sn−k−١f (k)(٠) = snF (s)−
n−١∑
k=٠

skf (n−k−١)(٠) .

(١٩.١)

م�شود: تعریف زیر شل به g و f تابع دو پیچش .١.٢۵.١ تعریف

(f ∗ g)(t) =
∫ t

٠
f(t− x)g(x)dx . (٢٠.١)
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داریم: همواره
i) f ∗ g = g ∗ f ,

ii) f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h ,

iii) ١ ∗ f =
∫ t

٠ f(x)dx .

م�شود: بیان زیر صورت به تابع دو پیچش لاپلاس

L[f(t) ∗ g(t)] = L[f(t)]L[g(t)] = F (s)G(s) . (٢١.١)

دامنه از نقاط مجموعه بستار از است عبارت تابع ی محمل .١.٢۶.١ تعریف
f تابع محمل اگر دیر، عبارت به باشد. غیر�صفر نقاط آن در تابع مقدار که تابع

آن�گاه: شود، داده نشان supp(f) با

supp(f) = {x : f(x) ̸= ٠} (٢٢.١)

با بازه�های در f تابع هرگاه گویند فشرده محمل دارای را f تابع .١.٢٧.١ تعریف
صفر مقدار دارای مذکور بازه� خارج در و باشد متناه مقدار دارای ،متناه اندازه

باشد.

تعامد ٢.١

متمایز x, y ∈ X و بوده داخل ضرب فضای ی X کنید فرض .٢.١.١ تعریف
آن و < x, y >= ٠ باشیم داشته x ̸= y برای هرگاه گویند عمود y بر را x باشند،

م�دهند. نمایش x ⊥ y نماد با را
باشیم: داشته x, y ∈ A هر ازای به اگر

< x, y >=

 ٠ ; x ̸= y,

α > ٠; x = y.
(٢٣.١)
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گویند. متعامد را A ⊂ X آن�گاه

متعامد را A �مجموعه� ∥x∥ = ١ باشیم داشته x ∈ A هر برای اگر .٢.٢.١ تعریف
گویند. نرمال یا یه

گفته متعامد X داخل ضرب فضای از B و A فضای زیر دو .٢.٣.١ تعریف
باشد. عمود B بردارهای از ی هر بر A در بردار هر هرگاه م�شوند

و باشد X داخل ضرب فضای از یه متعامد زیرمجموعه A اگر .٢.١.١ قضیه
آن�گاه: ،y ∈ X

. است شمارش�پذیر {x ∈ A : < y, x ≯= ٠} .١
(۵ بسل (نامساوی . ∑

x∈A
|< y, x >|٢ ≤ ∥y∥٢ .٢

باشد، H هیلبرت فضای از یه متعامد زیرمجموعه ی A اگر .٢.٢.١ قضیه
همراست. جملات، ترتیب از مستقل ∑

x∈A
< y, x > x سری آن�گاه

X از زیرمجموعه�ای A و داخل ضرب فضای ی X کنید فرض .٢.۴.١ تعریف
از بردارهایی همه مجموعه م��شود، داده نشان A⊥ با که ،A متعامد متمم باشد،

دیر: عبارت به هستند. عمود A بر که م�باشد X

A⊥ = {y ∈ X : < x, y >= ٠, ∀x ∈ A} . (٢۴.١)

هرگاه: گویند کامل را A

A⊥ = {٠} . (٢۵.١)

از یه متعامد زیرمجموعه ی A و داخل ضرب فضای ی X اگر .٢.۵.١ تعریف
y ∈ X هر ازای به هرگاه گویند X برای یه متعامد پایه ی را A آن�گاه باشد، X

باشیم: داشته

y
.
=

∑
x∈A

< y, x > x . (٢۶.١)

۵Bessel
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م�باشد. جا همه تقریباً مفهوم به .= آن در که

داخل ضرب فضای از متناه بعد با زیرفضا ی A کنید فرض .٢.۶.١ تعریف
x ∈ A یتای بردار ،A روی بر y متعامد تصویر ،y ∈ X بردار هر برای باشد. X

:یعن باشد، م y به بردار نزدیترین که است

∥y − x∥ = min
z∈A

∥y − z∥ . (٢٧.١)

داخل ضرب فضای ی از متناه بعد با زیرفضایی A کنید فرض .٢.٣.١ قضیه
صورت این در باشد، A روی y متعامد تصویر x, y ∈ X کنید فرض و باشد. X

است. عمود A در بردار هر بر y − x بردار

X داخل ضرب فضای از متناه بعد با زیرفضا ی A کنید فرض .٢.۴.١ قضیه
و x ∈ A که ،y = x+ z صورت به یتا طور به م�توان را y ∈ X بردار هر باشد.

:یعن نوشت. م�باشد، z ∈ A⊥

X = A⊕A⊥ . (٢٨.١)

کنید فرض باشد، A روی آن قائم تصویر x و X به متعلق y کنید فرض اثبات.
آن�گاه: ،z = y + x

y = x+ (y − x) = x+ z.

است. A⊥ به متعلق z بنابراین است. عمود A بردار هر بر z قبل، قضیه طبق

باشد. H هیلبرت فضای از یه متعامد زیرمجموعه ی A اگر .٢.۵.١ قضیه
معادلند: هم با زیر شرایط آن�گاه

( پارسوال۶ (اتحاد . ∑
x∈A

|(y, x)|٢ = ∥y∥٢ داریم: y ∈ H هر ازای به .١

است. کامل A .٢

۶Parseval


