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#�&�

� )[��)4 ��'> # de( Pk�l] �% ��	� ��*� !�����

relatively weakly compact �

relatively sequentially weakly compact �

Eberlien-Smulian �	

Krein-Smulian ��



�� ������ ��� *� #$%

����� ���
�� 	�

������ �� ���	
 �� F ���� ��� A ������ ���� �*�*� +��,-

A×A −→ A
(x, y) �−→ x · y

������ ����� α ∈ F � x, y, z ∈ A �
 ���� ����
 5����� �(G ��

x · (y · z) = (x · y) · z  !

x · (y + z) = x · y + x · z  "

(x+ y) · z = x · z + y · z  $

#α(x · y) = (αx) · y = x · (αy)  P

����� � ���� �� A ����
 5�� ��� ���� � � (G �� F ���� ��� A �(G �*�*� +��,-

������ ����� x, y ∈ A �
 ���� �C���/� ��� �����

‖x · y‖ ≤ ‖x‖‖y‖.

#�����.� �� *���� �(G �� �A 5��� +��, (A, ‖ · ‖) ����� �(G ����
 �*�*� +��,-

F ���� ��� ������ ���� �� X � F ���� ��� �(G �� A ��, 6��  *�*� +��,-

X ���� A×X 7� (a, x) �−→ a · x ����� ����
 5����� �� WM L��−A �� �� X #���

��, X? ��7 %���� �� �, ���D ��� ��G��

Banach algebra ��

Left A-module ��



�+ ������ ��� *� #$%

5��� X ��� ./0 ����� �� 5x �−→ a · x ����� 5a ∈ A �
 ����  !

5��� A ��� ./0 ����� �� 5a �−→ a · x ����� 5x ∈ X �
 ����  "

������ ����� 5x ∈ X � a�, a� ∈ A �
 ����  $

a� · (a� · x) = (a�a�) · x,

#����� WM .'�� R�B �� (a, x) �−→ a · x �����

7� 5(a, x) �−→ x · a ���� � �� �� 
 5� � �� � �� �&�� L��−A �� �� X 5� ��E � ��D � �

����� 5 $K Y�� ��G �� � �, X? >�� ��  "K �  !K L��1� %���� �� X ���� A×X

5x ∈ X � a�, a� ∈ A �
 ��7� �� �����

(x · a�) · a� = x · (a�a�),

#��� WM L��−A �
 � �&�� L��−A �
 X ����
 5����� �� L����−A �� �� X

��, X? ��7 Y�� �� 5x ∈ X � a�, a� ∈ A �
 ��7� �� .'�� �����B @��F	


a� · (x · a�) = (a� · x) · a�

����� ������ ���� �� X � F ���� ��� ����� �(G �� A ��, 6�� /*�*� +��,-

WM L��−A �� X ����
 ����� ����� WM L��−A �� �� X #��� F ���� ���

������ ����� x ∈ X � a ∈ A �
 ���� �C���/� 5��� ����� ��G� k > � � ���

‖a · x‖ ≤ k‖a‖‖x‖.

����� ����� L����−A �� X #��, ;��1� �� ����� �&�� L��−A ����.� ���E� ��D ��

x ∈ X � a, b ∈ A �
 ���� � ��� ����� WM L��−A � ����� �&�� L��−A 5X ����


Right A-module ��

A-bimodule ��



�� ������ ��� *� #$%

������ �����

a · (x · b) = (a · x) · b

�� �� X #��� ����� L����−A �� X � ����� �(G �� A ��, 6�� 0*�*� +��,-

#��� *���� ���� �� X ����
 ����� L����−A *����

<��? @���� 5��� L����−A *���� �� X � *���� �(G �� A ��, 6�� 1*�*� "�9�

#�&� L�� ��−A *���� �� X ′ ��7 .'�� L�	3� ��

< a · f, x >=< f, x · a > (a ∈ A, x ∈ X, f ∈ X ′)

< f · a, x >=< f, a · x >

�
 ���� ����
 5�����.� �� ����G >�� 7� �� (I,≤) N��� �Z [\G �2 3�	4� 5*�*� +��,-

#d� ≤ d� � d� ≤ d� �C���/� ��� ����� ��G� d� ∈ I �� d�, d� ∈ I

����� X �� ����� �� 5X �2 3�	4� �� I ����G >�� 7� �2 3�	4� 7� ψ J��� 6*�*� +��,-

���� �� 7� (eα)α∈I ��� #eα = ψ(α) �A �� �, ��
�.� ��E� (eα)α∈I �� �� �A � ���.�

α ∈ I �
 ���� �C���/� ��� ����� ��G� M > � ����
 5���.� ����� �����, 5�����

#‖eα‖ ≤M ����� �����

#��� ����G >�� 7� �3�	4� (I,≤) � ����� ���� �� X ��, 6�� �7*�*� +��,-

α� ∈ I �� � ��G�� ε > � �
 ��� � �� ��
 �� ��� ���	
 x ∈ X � � �� (eα)α∈I ⊆ X �� �

#‖eα − x‖ < ε ����� ����� α� ≤ α �
 ���� �C���/�

upward directed ��

Net ��



�4 ������ ��� *� #$%

O�� �� �� (eα)α∈I ⊆ A �����, ��� 5��� *���� �(G �� A ��, 6�� ��*�*� +��,-

������ ����� a ∈ A �
 ���� ����
 ����� A �����, .(��]�

aeα
‖·‖−→ a , eαa

‖·‖−→ a

#��� �A -�� ����� A′′ � *���� �(G �� A ���, 6��  ��\��A R�BK ��*�*� +��,-

�� � � ,. � ; �� 1 � � �7 <�� ? � � �� �, ♦ : A′′ × A′′ −→ A′′ . / 0 �� �� 
� �� � �

< F�G, f >=< F,G.f > (F,G ∈ A′′, f ∈ A′)

< F♦G, f >=< G, f.F > (F,G ∈ A′′, f ∈ A′)

�A �� �,

< G.f, x >=< G, f.x > (x ∈ A)

< f.F, x >=< F, x.f > (x ∈ A)

#����.� A′′ ��� \��A -�� � L�� R�B N���� �� �� ♦ � � ��
R�B

#��)
 *���� \�� (A′′, ♦) � (A′′,�) ��
�(G 5��� *���� �(G �� A ��� ��*�*� �	-

�� \��A -�� � L�� ��
 R�B ����
 ����� �	 �\��A �^�� �� A *���� �(G � *�*� +��,-

#���� _(/�� �


5 � �� � WM L� � −A *� �� � Y � X 5*� �� � � ( G � � A  � � , 6� � �/*�*� +��,-

�����
 ����� WM .'��−A .�H��	
 �� T : X −→ Y .�H��	


< T, a · x >= a· < T, x > (a ∈ A, x ∈ X)

Arens Product ��

Arens Regular ��



�# ������ ��� *� #$%

��E � AB(X, Y ) � � �� Y ��� � X 7� �� ��� , WM .'��−A .�H ��	
 -�	 � �2 3�	4�

#��
�.�

�� Y ���� X 7� �����, .'��−AK �&�� .'��−A .�H��	
 -�	� �2 3�	4� ���E� ��D ��

#��
�.� ��E�  AB(X, Y )A K B(X, Y )A ��

5 � �� � WM L� � −A *� �� � Y � X 5*� �� � � ( G � � A  � � , 6� � �0*�*� +��,-

� ��)� ��
��� ��7 N���� �� Im(T ),Ker(T ) ��� �
 �������.�����`9 �� T ∈A B(X, Y )

#���� Y � X ��� �	��

T 5��� �� �� �� T ∈A B(X, Y ) ��� +(a ;��1� <�B��b� �� �G�� �� �1*�*� 2:�;�

#SoT = IX �C���/� ��� ��G�� S ∈ B(Y,X) ��� ���� � ��� �&� .�����`9

X 5�� � WM L��−A *� �� � �� X � *� �� � � (G �� A � �, 6�� �5*�*� +��,-

���� � � σ ∈A B(Y,X) � Z, Y WM L��−A *� �� � � 
 ��� � �� ��
 � � �� ���� � � ,c �� ��

�C���/� ��� ����� ��G� ρ ∈A B(Z,X) ����� 5θ ∈A B(Y, Z) .�����`9 � ������

#ρoθ = σ

#��� ��� � � WM L��−A *��� � �� X � *��� � �(G �� A ��, 6�� �6*�*� <��=�

# a · x �= � �C���/� �� � ��G�� a ∈ A �=�3 x ∈ X �b? � � �=�3 �
 ��� � .�1 �K

�� � ��G�� φ ∈A B(B(A, X), X) �=�3 ��� ��� � � ��� �&� �� �,c �� X <��? @�� ��

<��? �� �, �&� .'��−A .�H��	
 ι : X −→ B(A, X) �A �� �, 5φoι = IX �C���/�

����.� ;��1� ��7

ι(x)(a) = a · x (a ∈ A, x ∈ X)

Admissible �	

injective ��



�! ������ ��� *� #$%

� )[�)9 ���Q2 Pk l] �% ��	� ��*� !�����

f : X −→ Y � L�� ��−A *���� Z, Y,X � *���� �(G �� A ��, 6�� �7*�*� +��,-

����, �'�(�� <��? @�� �� 5���� .'��−A ��
.�H��	
 g : Y −→ Z �

∑
: � −→ X

f−→ Y
g−→ Z −→ �

#��� ���9 g � �� �� �� f 5Ker(g) = Im(f) ����
 �&��� _�a�  !

��� ����� ��G� F : Y −→ X �����, � ./0 ����� ����
 �&� .�����`9  "

#Fof = IX �C���/�

��� ����� ��G� F : Y −→ X .'��−A .�H��	
 ����
 �&��� ����C�  $

#Fof = IX �C���/�

����� ������ ������� �
����� �	�

��
 ����� Y ′ � X ′ � K ���� ��� ����� ��
��� Y � X ���, 6�� �*�*� +��,-

�./0�� �1��� 5y ∈ Y � x ∈ X �
 ���� #���� ���A

x⊗ y : X ′ × Y ′ −→ K

(f, g) �−→ f(x)g(y)

�?��3 ./0 ��
 N�,�� -�	� ���� � �����.� �� .���]� ���)��� R�B �=�3 ��

�<��? �� � �����.� Y � X ��(G ���)��� R��:?�O �� .���]� ��
R�B

X ⊗ Y = span{x⊗ y : x ∈ X, y ∈ Y }
exact ��

split ��

Elementary tensor product ��


