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کارمالاخلاقامام।جاد(عൎه�اॼسلام) ଯیدهایازدعایච໋

بࢂඟدانوࠫم࢙مراනଘرଌناࠫمالୀسان. وردگارا،ख़ୀمدوآلاوభود॥່توا৷ماৣمراଘکامන෪رଌنଥభا৷مانୀسانوඇ൜࣒مراනرଌن൜ن້اردهو່جامඇඓ࣎مراනرଌنඇඓھا
दدرتਟیاষھاশࢌ،ଽࠫمل५༙دیازૼنໆرزدها॥تاصلاح با اමاف،ઍॡون�دارو رॐ࢟تਟی�پایاষࢌاز৯ච໋د با ඇ൜࣒مرا ষیࢆوඟ໋دانو با੪ॸفऒودتඇඓ࣎مرا وردگارا،

່ما.
وජ໑اଘکاری່دایमیاक़تازૼنऒభوا॥تਗی�ਣیوادار૽نوభایامࠫم່اࣆਠی ज़ࡰ࠸وॿمਗی�ندঅفاশࢌ່ما وردگارا،ख़ୀمدوآلاوభود॥່تواड़وریرااঘ࣎مامଘآ৩ھا
່ماوସتࣄࡑشوभඟ໋تارධروऒودീাندین૰نوଘࣅبادتخاॸصज़ࡰ࠸وॿمداروࣅبادৠمرابا মࡑشଘหکاریୀایآৣمآ່یده�ایඳැردازموਟی�ষیازم૽نوଘૼنروزیوਬࣣعࠝطا

ࠡࡆبوହوربالن૰ن.
ਗی�মࡑیऒஅودمঙଘمانग़قدارऒوارم૽نوସଽتظاଽیୀام৮دیدارਗی�سازیঙଘمانا৯دازه ජ໑ه وردگاراख़ୀمدوآلاوభود॥່توଽଘا৯دازه�ایঃیانජ໑دمජ໑ا

அࡶࡪمୀایૼنऒواریباਣੜی৮دیدآور.
باඵزࠩوضنൊ࣒موازراهऑقෙه�ঃندඟ໋دموازآنඵැرونوموඇඓଘࢌ॥భت ෙه�ঃندॴوموآنرا وردگاراख़ୀمدوآلاوభود॥່توফنان૽نازগداশࢌشاീীه
دਣേॷی।ࡈتوଘૼنرویآوردیاࣺمو گاهࠫمඟ໖اگاهਭࣜطانॴود،அازآنૢه ৽دهوآࠫૼنଘذردথی�ਗوراهطاࠥتభمࠫیਗگا ഹঘห࣒موൊنآنభموলتیا॥د

بඵ෬ر. ख़حࢇموپایدارඟ໋ددجاৣمرا

وردگارا،आصਠൎیراජ໑دمز८تداষندభૼننఴذارمࢂඟآنૢهاصلاࣹشਣیوعادتീাฬندیراජ໑دمໆرزিمඅندباینఴذارمࢂඟآنૢهষیࢁشسازیوऒویീাندیده�ای
کامشਣی. راభૼنऩฬصنఴذارمࢂඟآنૢه

دਣേॷی اඇൕંنانو ଘ دیصاॺحانرا و ख़࡛ࢴتඵෲ൝ৎرده ଘ دऒواਘیໆرইشانرا و భبارهૼنଘدوਠণیبدل૽نوࣹسد دਣേॷی।ࡈتدേॷنانرا ॥່تو ख़مدوآلاوభود ୀ وردگارا
کانراଘیاریودوਠণیॠداراඅندگانراଘدوਠণیواपیঃبدل່ما. کانراଘدوਠণیودرभتاریऒوীشانراऒଘورभتاریوऒوارඟ໊دنେد৾ େد৾

ࡣت اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،بازকم೯دا

৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

آ�



චاری... ণپاس໋�
ণپاسوণتاীشਟیඅඖھا೯دایراໆزا॥تاিسانراآ່یدواॶماءراଘویৎعൎ࣓م৶ࢤود،ଘزورع࢙موادبیارا॥توଘواॢهآنหجॹقدঃඟ໊ناหୀرکاو৩ھاد،اواଌنآশࢌฬزل

ଘر१ولخاৠمراا້اءآغاز৶ࢤودوق࢙مرادণ࣎ما१ଢوজندऒوীش້ارداد.حਖ࣓ൊیاৗوارগداশࢌऒوীشراୀࠫࢤومکاناتหبانඟ໋داষیدووਮࣜضേ࣓ࠫمراૡঙభهड़وओودات৮دیدارساࣾت.
حالباਮࣜضوࣅناশࢌ೯داو৯درॐمانड़وरق୶ଘو৬دوଌناଌنرسا॰ଔدهام،ऒୀودواࣿبਗیداৣماز৳ماਗیସ୍ای່భجامرساষیدناଌنय़ࢯمازໆرૡࣼهذلوग़ࡁ౮ජࢾشان

اଌنوओودਗیداৣم່اୃازوانیانૼنا॥ت،وฮیاঃیدوارمජ໑اࢋاංඖنانواනළرامජ໑اୀسا৯د. ෙهୀدهام،لพ়ࢁඟوदدردایراਗی৶مام.با
ঙࢠൾنازاণتاد່زاଡ،ارേ॒ندوБЗرদوارمপناب ঙاهوज़وقૼنরودها৯دوଘخاජໍ৳مامतداکاریوزॐما়شان،ণپاسࢂචارم. گا່ଡز৯دمൕঙࣂه ازخاৗوادهସ୍مઍआଘوصঙࢡඥرو৾
اণتادوభز৯دਛیالࢉویاخلاقورभتارمরودها৯د،وপنابآ༚یدනراॐمدزୌهوপنابآ༚یدනرख़یداਏ࡛।یభاجاماଌناय़ජ໑ࢯمජ໑ا یدخامభکلاسభس، آ༚یدනرषख़ࢤود
یاری৶ࢤودها৯دوඵزازاسایدБЗرদوارপنابآ༚یدනرअصارਕی،ا༚یدනرخࢌوآ༚یدනرعਚیࠠفاریਲ਼ࣤولزॐ࢟ت৶ࢤودها৯دوداوریاଌنرساଔراୀ࠱ھدهभඟ໋ها৯د،ঙࢠൾن
از৳مامدوণتاৣمਟیدل၁گॺࡗظاتباকمরودিشانऒواকم॰د،لพ়ࢁඟوदدردایراমجاਗیآورموୀایاীشانسلاਠঃیوड़وनࡺࢹترااز೯داو৯دঃنانऒواণتارم.భپایان

اঃیدوارماଌنرساୀଔایاঔلૹنودوণتدارانداিشൈग़یدواपعॴود.
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چکیده
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گیرند. می قرار بررسی و مطالعه مورد تقریبی ریشه کمک به ایها جمله چند معادلات
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مقدّمه

فصل در که اولیه تعاریف و ها لم قضایا، بیان به است بخش دو شامل که اوّل فصل در باشد. می فصل چهار شامل نامه پایان این
پایه مفاهیم دوّم، بخش در و مختلط توابع در اي پایه مفاهیم فصل، این از اوّل بخش در پردازیم. می باشد، می نیاز مورد بعد هاي

شوند. می بیان حقیقی آنالیز در اي
مکان روي شرایطی اعمال با آنها خواص سپس محدودیت، بدون ایها چندجمله خواص باره در ابتدا است. بخش سه شامل دوّم فصل
اثبات و بیان براي نیاز مورد هاي لم به دوم بخش اند. شده مرور ایها چندجمله قطبی مشتق مورد در نامساویهایی همچنین ها، ریشه
را جدید هاي لم و اصلی نتایج اند. شده ارائه ایها جمله چند خواص مورد در جدیدي نتایج سوم دربخش دارد. اختصاص اصلی نتایج

نمود. مشاهده [56 ،55 ،18] در توان می
لم و نتایج اند. شده داده تعمیم Lp فضاي در دوم فصل در مهم نتایج از بعضی زیرا دانست دوم فصل ادامه توان می را سوّم فصل

کرد. مشاهده [19] در توان می را سوم فصل در شده ارائه جدید هاي
که نتایجی ابتدا قبل فصل دو مانند فصل این در است. شده بحث ضمنی و صریح بصورت ها ریشه مکان مورد در چهارم فصل در
مکان (رابطه دیاز قضیه و انستروم-کاکیا قضیه کشی، قضیه آنها مهمترین که است گرفته قرار بررسی مورد اند شده اثبات تاکنون
نتیجه ابتدا سوم بخش در دارد. اختصاص نیاز مورد لمهاي به دوم بخش باشند. می فیبوناچی) دنباله و اي جمله چند یک هاي ریشه
هست، نیز آنها بهبود موارد بعضی در بلکه شود می محسوب انستروم-کاکیا و کشی هاي قضیه تعمیم تنها نه که است شده اثبات اي
تعمیم آن در که است بخش این اصلی موضوع دومین ضمنی کرانهاي بهبود است. شده آورده دیاز قضیه بهبود براي اي نتیجه سپس
در ریشه یک وجود مورد در سرانجام است. گرفته قرار بررسی مورد ها اي جمله چند هاي ریشه براي موجود ضمنی کرانهاي بهبود و
نتایج این باشد. می باز سوال یک جواب واقع در که است شده بحث مختلط و حقیقی اي جمله چند معادلات تقریبی ریشه همسایگی

یافت. [57 ،22 ،21 ،20] در توان می را
از: عبارتند است شده استخراج رساله این از که مقالاتی
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1 فصل

پیشنیازها و مقدمات



به مربوط کتب در که نتایجی اثبات از شوند، می بیان رساله این در نیاز مورد هاي ولم ها وقضیه تعاریف نمادها، فصل این در
شود. می نظر صرف اند شده ثابت حقیقی آنالیز و مختلط آنالیز

مهم: هاي نماد از بعضی ابتدا
مختلط. اعداد مجموعه : C
حقیقی. اعداد مجموعه : R

مثبت. حقیقی اعداد مجموعه : R+

کنیم: می تعریف زیر بصورت را Pn مجموعه
Pn =

{
n∑

i=◦

aiz
i : an ̸= ◦

}
.

شوند: می تعریف زیر بصورت 2 پل و 1 فیبوناچی هاي دنباله دانیم می چنانکه

F◦ = ◦, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 ∀n ≥ 2, (1-1)
P◦ = ◦, P1 = 1, Pn = 2Pn−1 + Pn−2 ∀n ≥ 2. (2-1)

آنگاه باشند، x2 − x− 1 = ◦ دوم درجه معادله هاي ریشه β و α اگر همچنین
Fn =

αn − βn

α− β
, α =

1 +
√
5

2
, β =

1−
√
5

2
. (3-1)

کنیم: می تعریف زیر بصورت را -فیبوناچی (t, s) دنباله حال

شود: تعریفمی زیر بصورت -فیبوناچی (t, s) اعداد دنباله s و tمثبت حقیقی اعداد براي .1-0-1 تعریف
Ft,s,◦ = ◦, Ft,s,1 = 1, Ft,s,n = tFt,s,n−1 + sFt,s,n−2 ∀n ≥ 2. (4-1)

و فیبوناچی معمولی دنباله به t = s = 1 براي -فیبوناچی (t, s) اعداد دنباله که است واضح .2-0-1 توجه
گردد. می تبدیل پل اعداد دنباله به t = 2, s = 1 براي

پایه مفاهیم شامل دوم بخش و است مختلط توابع در اي پایه مفاهیم شامل اول بخش شود. می ارائه بخش دو در فصل این
میشود. نرمدار فضاهاي در اي

1Fibonacci
2Pell

2



مختلط توابع در بنیادي مفاهیم 1-1
بطوریکه باشد n درجه از اي جمله چند یک p(z) = a◦ + a1z + · · · + anz

n اگر .1-1-1 تعریف
a◦, a1, · · · , an ∈ C اگر همچنین گویند. حقیقی اي جمله یکچند را p(z) آنگاه ، a◦, a1, · · · , an ∈ R

گویند. مختلط اي جمله یکچند را p(z) آنگاه ،

پذیر مشتق z◦ یکهمسایگی در f هرگاه شود می گفته تحلیلی z = z◦ نقطه در f(z) تابع .2-1-1 تعریف
باشد. تحلیلی میدان این نقطه هر در هرگاه است تحلیلی یکمیدان در f تابع همچنین باشد.

جمله ضرایبچند دنباله در علامتها تغییر mتعداد فرضکنید علامتدکارت1): تغییر (قاعده .3-1-1 قضیه
k ≤ m آنگاه باشد p(z) = ◦ مثبتمعادله هاي ریشه تعداد k و p(z) = a◦+a1z+ · · ·+anzn حقیقی اي

است. زوج −mعددي k و

تعداد s و p(−z) حقیقی اي جمله چند ضرایب دنباله در ها علامت تغییر تعداد l کنید فرض .4-1-1 نتیجه
است. زوج عددي l − s و s ≤ l آنگاه باشد p(z) = ◦ معادله منفی هاي ریشه

دارد. یکریشه حداقل n درجه از ثابت غیر اي جمله چند هر جبر) اساسی (قضیه .5-1-1 قضیه

نیستند. متمایز لزوما که دارد ریشه n دقیقا n درجه از اي جمله چند هر .6-1-1 نتیجه

و باشند تحلیلی C بسته و ساده خم روي بر و درون g(z) و f(z) توابع اگر :(2 روشه (قضیه .7-1-1 قضیه
برابر باهم C درون f(z) + g(z) و f(z) توابع صفرهاي تعداد آنگاه |g(z)| < |f(z)| ، C روي z هر براي

هستند.

در ماکزیممی |f(z)| آنگاه باشد Dتحلیلی میدان در f(z) تابع اگر مطلق) قدر ماکزیمم (اصل .8-1-1 قضیه
باشد. ثابت f(z) تابع اینکه مگر کند، اختیار تواند Dنمی

f(z) ̸= ◦ ،D در z هر براي باشدو Dتحلیلی میدان در f(z) تابع اگر مطلق) قدر مینیمم (اصل .9-1-1 قضیه
باشد. ثابت f(z) تابع اینکه مگر کند، اختیار تواند Dنمی در مینیممی |f(z)| آنگاه

1Descartes
2Rouche
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znf(1
z
) ≡ f(z) هرگاه گویند خود-برگردان را n درجه از اکثر حد f(z)اي جمله چند .10-1-1 تعریف

باشد.
هستند. متقارن واحد دایره به نسبت f(z) هاي ریشه که است واضح

γ ∈ Rیک براي هرگاه گویند خود-معکوس را n درجه از اکثر حد f(z) اي جمله چند .11-1-1 تعریف
باشد. znf(1

z
) ≡ eiγf(z) ،

هر و x1, x2 ∈ X عضو دو هر براي هرگاه گویند محدب Xرا ⊆ Rn مجموعه .12-1-1 تعریف
باشیم: داشته t ∈ (◦, 1)

tx1 + (1− t)x2 ∈ X.

رابطه t ∈ (◦, 1) هر و x1, x2 ∈ Rn عضو دو هر براي هرگاه گویند محدب را f : Rn −→ R تابع همچنین
باشد: برقرار زیر

f(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2).

می آن محدب غلاف را S شامل محدب مجموعه کوچکترین باشد. S ⊆ C کنید فرض .13-1-1 تعریف
گویند.

محدب غلاف در ، ثابت غیر اي جمله چند تابع یک بحرانی نقاط همه ( 1 لوکاس (قضیه .14-1-1 قضیه
واقعند. آن هاي ریشه مجموعه

1Lucas
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دار نرم فضاهاي در بنیادي مفاهیم 2-1
روي نرم یک را ∥.∥ : X −→ R+ ∪ {◦} تابع باشد. برداري Xیکفضاي کنید فرض .1-2-1 تعریف

هرگاه: Xگویند
. ∥ x ∥= ◦ ⇐⇒ x = ◦ و ∥ x ∥≥ ◦ ، x هر 1-براي

. ∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ ، x, y هر براي -2
. ∥ αx ∥= |α| ∥ x ∥ ، α ∈ C و x هر 3-براي
گویند. دار نرم یکفضاي را ∥ . ∥ همراه Xبه

d(x, y) =∥ متریک با X هرگاه گویند باناخ فضاي یک را (X, ∥ . ∥) دار نرم فضاي .2-2-1 تعریف
باشد. همگرا آن در کشی دنباله هر که معنی این به باشد، متریککامل یکفضاي x− y ∥

شود: تعریفمی زیر بصورت ∥ p ∥q آنگاه ، p ∈ Pn و ◦ < q <∞ فرضکنید .3-2-1 تعریف
∥ p ∥q=

(
1

2π

∫ 2π

◦
|p(eiθ)|qdθ

) 1
q

.

بعلاوه
∥ p ∥◦= exp

(
1

2π

∫ 2π

◦
Log|p(eiθ)|dθ

)
و

∥ p ∥∞= max
|z|=1

|p(z)|.

شود: می ثابت همچنین .4-2-1 توجه
lim
q−→◦

∥ p ∥q=∥ p ∥◦

و
lim

q−→∞
∥ p ∥q=∥ p ∥∞ .

داریم: g و f پذیر اندازه تابع دو و 1 ≤ q ≤ ∞ براي (1 مینکوفسکی (نامساوي .5-2-1 قضیه
∥ f + g ∥q≤∥ f ∥q + ∥ g ∥q . (5-1)

باشند. خطی وابسته تابع دو اگر فقط و اگر است برقرار تساوي 1 < q <∞ براي
1Minkowski
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f پذیر پذیر اندازه تابع دو و 1
p
+ 1

q
= 1 بطوریکه 1 ≤ p, q ≤ براي∞ (1 هولدر (نامساوي .6-2-1 قضیه

g و
∥ fg ∥1≤∥ f ∥p∥ g ∥q .

باشند. خطی وابسته تابع دو که است برقرار وقتی تساوي

ضابطه با Λδ : Pn −→ Pn عملگر δ = (δ◦, δ1, · · · , δn) ∈ Cn+1 براي .7-2-1 تعریف
Λδp(z) =

n∑
i=◦

δiaiz
i

کند: حفظ را زیر خاصیت دو از یکی هرگاه گویند پذیرفتنی را
Dباشند. = {z ∈ C : |z| ≤ 1} در p(z) صفرهاي 1-همه
Dباشند. = {z ∈ C : |z| ≥ 1} در p(z) صفرهاي همه -2

باشد داشته وجود ◦ < λ < ثابت1 گاه هر گویند انقباضی را F : X −→ X نگاشت .8-2-1 تعریف
بطوریکه

∀x, y ∈ X; |F (x)− F (y)| < λ|x− y|. (6-1)

F : I −→ I و باشد حقیقی اعداد از بسته مجموعه زیر یک I اگر باناخ) ثابت نقطه (قضیه .9-2-1 قضیه
دارد. بفرد منحصر ثابت نقطه یک F آنگاه باشد، انقباضی یکنگاشت

1Holder
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2 فصل

ایها جمله چند مشتق درباره نامساویهایی



جمله چند خواص روسی شهیر (1921-1894)دانشمند چبیشف که است شده ریاضی آنالیز وارد زمانی از تقریب بهترین مفهوم
پیوسته تابع یک که کرد اثبات و بیان بار اولین براي وایرشتراس سرانجام کرد. می مطالعه دارند، انحراف پیوسته تابع یک با که ایهایی
خواص مورد در نتیجه اولین شود. تقریب یکنواخت بصورت ایها جمله چند از اي دنباله بوسیله تواند می متناهی بسته بازه یک در
یک مخصوص وزن روي اي مطالعه مندلیف است. روسی معروف شیمیدان [49] 1 مندلیف به منسوب ها اي جمله چند اکسترمال
نقاط ها منحنی که کرد مشاهده و نمود رسم ماده هر براي دقیقی نمودار وي داد. انجام شده حل ماده درصد از تابعی عنوان به محلول
و کرد جایگزین سهموي هاي قوس بوسیله را ها منحنی او نکرد. پیدا آنها معرفی براي اي ساده رابطه بطوریکه دارند کوچکی گره
می هم به ها منحنی که هایی گوشه این بداند خواست می وي کنند. نمی قطع را یکدیگر هموار بصورت ها کمان که نمود مشاهده

نمود: بیان زیر بصورت ریاضی زبان با توان می را مندلیف مساله اند. آمده بوجود گیري اندازه خطاي اثر در یا هستند واقعی رسند
بطوریکه باشد [a, b] بازه در دلخواه دوم درجه اي جمله چند یک x −→ p(x) اگر

max
x∈[a,b]

p(x)− min
x∈[a,b]

p(x) = L

است؟ چقدر [a, b] روي |p′(x)| بزرگی آنگاه
درجه اي جمله چند توابع داراي باید قوسها این آنگاه باشد مجاور قوس شیب ممکن مقدار بزرگترین از بیشتر قوس یک شیب اگر زیرا
تغییر سپس شود منطبق [−1, 1] بازه روي [a, b] بطوریکه مختصات محورهاي انتقال و قائم محور تغییر با باشند. متفاوت دوم
اي جمله چند یک x −→ p(x) اگر شود: می تبدیل زیر بصورت مساله |p(x)| ≤ 1 بطوریکه محورها انتقال و افقی محور

بطوریکه باشد دلخواه دوم درجه

∀x ∈ [−1, 1] : |p(x)| ≤ 1

است؟ چقدر [−1, 1] روي |p′(x)| بزرگی آنگاه
آنگاه کند، صدق فوق شرایط در p(x) اگر که کند ثابت توانست وي

∀x ∈ [−1, 1] : |p′(x)| ≤ 4.

است. برآورد بهترین که شود می داده نشان p(x) = 1− 2x2 اي جمله چند بوسیله
2 مارکف توسط n درجه هاي اي جمله چند براي مندلیف مساله تعمیم هستند. واقعی ها گوشه که دریافت مساله این حل با مندلیف

1Mendeleev
2Markov
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کرد ثابت وي است. شده بررسی [47]
کند صدق |p(x)| ≤ 1 رابطه در [−1, 1] در x هر براي و باشد n درجه از اي جمله چند یک p(x) =∑n

i=◦ aix
i اگر
آنگاه

∀x ∈ [−1, 1] : |p′(x)| ≤ n2. (1-2)

دهد. می نتیجه آنرا تساوي Tn(x) = cos (ncos−1x) چبیشف اي جمله چند و است ممکن مقدار بهترین آمده بدست کران
نامساوي Mn(x)در کران بهترین تعیین است. نموده بررسی k ≤ n براي را |p(k)(x)| بالاي کران مارکف برادر

نتیجه هاي صورت از یکی شود. می محسوب اي پیچیده بسیار مساله x ∈ [−1, 1] هر و n هر براي |p′(x)| ≤ Mn(x)

که کند می بیان برنشتاین

Mn(x) ≤
n√

1− x2
x ∈ (−1, 1).

تلیاکوسکی مثال عنوان به . هستند[50] مهم تقریب نظریه در ها قضیه از بعضی اثبات براي برنشتاین و مارکف نوع از نامساویهایی
دارند. اساسی نقش تقریب نظریه در ایها جمله چند مشتق نامساویهاي به مربوط اکسترمال مسایل نویسد: می [58] 1

مختلط ایهاي جمله چند قطبی مشتق و معمولی مشتق Mn(x)براي تابع موجود کرانهاي بهترین شود می تلاش فصل این در
شعاع به دایره روي p(x) تابع مطلق قدر ماکزیمم براي نتایجی بحث خلال در . گیرند قرار بررسی مورد k شعاع به اي دایره روي
شود. می شامل را اند شده اثبات تاکنون که نتایجی و ها قضیه اول بخش باشد. می بخش سه شامل فصل این اند. شده بررسی k
تعمیم تنها نه که است جدیدي نتایج شامل سوم بخش است. نیاز مورد اصلی نتایج اثبات براي که است هایی لم شامل دوم بخش

هستند. نیز ها آن بهبود موارد بعضی در بلکه شوند می محسوب اولیه نتایج

اولیه نتایج و قضایا 1-2
ریشه مکان روي بر شرایطی اعمال با سپس گیرند می قرار بررسی مورد شرطی هیچ بدون ایها جمله چند خواص ابتدا بخش این در
می قرار مطالعه مورد ها اي جمله چند قطبی مشتق خصوص در نتایجی ادامه در شود. می بررسی آنها خواص ها اي جمله چند هاي

گیرد.
1Telyakovskiy
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p(z)اي جمله خواصچند 1-1-2
است: زیر بصورت برنشتاین، نامساوي به معروف نتیجه اولین

آنگاه باشد n درجه از حداکثر اي جمله یکچند p(z) =∑n
i=◦ aiz

i اگر .1-1-2 قضیه
max
|z|=1

|p′(z)| ≤ nmax
|z|=1

|p(z)|. (2-2)

شود. می حاصل است، واقع مبدا در آن هاي ریشه ي همه که اي جمله چند براي تساوي و است نتیجه بهترین این

گرفت. نتیجه آن از توان می براحتی را (2-2) رابطه که نمود ثابت را زیر قضیه [15] برنشتاین 1930 سال در

نیست. Q(z)بیشتر درجه از p(z) درجه که باشند اي جمله چند Q(z)دو و p(z) فرضکنید .2-1-2 قضیه
برقرار |p(z)| ≤ |Q(z)| رابطه |z| = روي1 z هر براي و باشند واقع |z| ≤ 1 هايQ(z)در ریشه ي همه اگر

داریم: |z| = 1 هر براي آنگاه باشد
|p′(z)| ≤ |Q′(z)| (3-2)

کردند. ثابت را زیر نتیجه [45] 2 ونگ و 1 مالک 2-1-2 قضیه از تعمیمی عنوان به

نیست. Q(z)بیشتر درجه از p(z) درجه که باشند اي جمله چند Q(z)دو و p(z) فرضکنید .3-1-2 قضیه
برقرار |p(z)| ≤ |Q(z)| رابطه |z| = روي1 z هر براي و باشند واقع |z| ≤ 1 هايQ(z)در ریشه ي همه اگر

داریم: |β| ≤ 1 هر و |z| = 1 هر براي آنگاه باشد
|zp

′(z)

n
+ β

p(z)

2
| ≤ |zQ

′(z)

n
+ β

Q(z)

2
|. (4-2)

روي آن ماکزیمم با (R > 1) R شعاع به اي دایره روي اي جمله چند یک مطلق قدر ماکزیمم رابطه مورد در زیر قضیه
است. واحد دایره

R > 1 هر براي آنگاه باشد n درجه از اي جمله یکچند p(z) اگر .4-1-2 قضیه
max
|z|=R

|p(z)| ≤ Rn max
|z|=1

|p(z)| (5-2)

شود. می حاصل p(z) = λzn اي جمله چند براي تساوي و است ممکن نتیجه بهترین این و

است. مطلق قدر ماکزیمم اصل مستقیم نتیجه (5-2) نامساوي

1Malik
2Vong
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