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 فصل اول

 

 چكيده

بسياري ازپديده هايي كه در طبيعت وجود دارد را مي توان با استفاده از روابط رياضي و 

بسياري از معادلات به خصوص معادلات . معاادلات ديفرانسيل و مشتقات جزيي بيان كرد

در  تلاش هاي بسياري در سه دهه اخير. ديفرانسيل جزيي را نمي توان به صورت تحليلي حل كرد

يكي از . زمينه حل اين معادلات صورت گرفته است كه باعث پيشرفت روش هاي عددي شده است

در اين تحقيق سعي بر آن است كه ارتعاش يك نيم صفحه . اين روش ها، روش بدون مش است

در ابتدا، به بيان تاريخچه . بررسي شود 1MLPGبينهايت تحت تاثير يك بار متحرك، با روش 

در فصل دوم به بيان .مي پردازيم MLPGش هاي عددي بدون مش بخصوص روش كوتاهي از رو

به بيان كارهاي انجام شده در  در فصل سه و در ادامه آن مي پردازيم MLPGخلاصه اي از روش 

تحليل ارتعاش يك نيم صفحه تحت اثر يك بار متحرك و شرح مختصري از انواع موج و ويژگي 

چهار به حل مسئله يك تير ساده و يك نيم صفحه ي بينهايت  در فصل.هاي آن پرداخته مي شود

 .تحت يك بار متمركز متحرك مي پردازيم

 

 

                                                            
١ Meshless Local Petro Galerkin Method 
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 مقدمه

  

  MLPGتاريخچه روش  1- 1

، يك سيستم معادلات جبري براي كل دامنه، بدون استفاده از 1در روش هاي بدون مش

ت كه تمامي اين روش امروزه روش هاي بدون مش متفاوتي ابداع شده اس. مش به دست مي دهد

اين ويژگي ناشي از آن است كه دامنه و مرز مسئله با . ها داراي يك ويژگي مشترك هستند

  .استفاده از يك سري گره كه بصورت پراكنده در دامنه مسئله پخش شده است مشخص مي شود

براي 2بر ميگردد زماني كه لوسي 1970استفاده از روش هاي بدون مش به اواخر دهه 

 .]1[استفاده كرد SPH٣سازي پديده هاي نجومي از روش  شبيه

بوجود آمد كه مي توانست با استفاده از  1998در سال  5و ژو 4توسط اتلوري MLPGروش 

اين روش براي درون . ، براي تقريب ميدان به كار رودMLS٦فرم متقارن محلي معادلات و تقريب 

ضعيف معادلات نياز به ايجاد يك مش مشخص  يابي متغير هاي ميدان و براي انتگرال گيري فرم

   .]2[بر روي كل دامنه ندارد

در روش المان محدود توابع شكل با استفاده از المان ها ساخته مي شوند كه معمولا براي 

تمامي المان هاي مشابه از يك نوع تابع شكل استفاده مي شود مگر اينكه از مختصات محلي 

  .ي توان براي المان هاي مشابه توابع شكل متفاوت تعريف كرداستفاده شود كه در اين حالت م

                                                            
١ -Mesh free Methods 
٢ -Lucy 
٣ -Smooth particle hydrodynamic 
٤ -Atlury 
٥ -Zhu 
٦‐ Moving Least Square 
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عدم وجود مش باعث مي شود هيچ ناحيه مشخصي براي تخمين  در روش بدون مش،   

قرار گيري گره ها در  تابع شكل با توجه به موقعيت و. تابع ميدان در هر نقطه وجود نداشته باشد

. همچنين توابع شكل براي يك سري نقاط خاص ساخته مي شود .اطراف آن مي تواند تغيير كند

گره هايي كه در كل هندسه مسئله ريخته مي شود به وجود آورنده مش نيست بلكه از گره ها در 

در روش هاي بدون مش، مسئله اصلي عدم . متغير هاي ميدان استفاده مي شوددرونيابي تابع 

ث مي شود شرايط مرزي ارضا نشود به همين دليل ارضاي خاصيت دلتاي كرونكر مي باشد كه باع

روش بدون مش در حالت ايده ال بايد در هيچ مرحله  .بايد با روش ديگر شرايط مرزي ارضا شود

اي از حل، به مش احتياج پيدا نكند ولي در اكثر مواقع روش بدون مش ايده ال، داراي خطا مي 

با اين وجود، اين روش مزاياي  .ده مي كنيمبه ناچار از مش در بعضي از نواحي استفا باشد و

بسياري نسبت به روش هايي كه از المان استفاده مي كنند دارد كه مي توان به موارد زير اشاره 

  :كرد

مش مي شود كه اصلي ترين هزينه  درروش المان محدود بيشترين زمان كاربران صرف ايجاد- 1

 المانش هاي بدون مش به روش هاي مزيت اصلي رو .شامل مي شود پروژه شبيه سازي را

  .]3[محدود، عدم نياز به مش است

دقت  و تغيير شكل آن درحل مسائل با تغيير شكلهاي بزرگ، به علت اعوجاج المان ها - 2

 .]3[محاسبات بطور قابل توجه كاهش مي يابد

 درروش المان محدود شبيه سازي رشد ترك با مسيردلخواه بسيارپيچيده است كه در روش- 3

بدون مش به واسطه عدم وجود مش و ارتباط بين گره ها، به راحتي مي توان گره ها راحذف يا 

  .]3[اضافه كرد



٤ 

 

حل مسائل شكست باتوجه به پيش فرض محيط پيوسته براي المان ها كه قابليت شكست - 4

ندارند بسيار مشكل است ولي در روش بدون مش به علت عدم وجود مش، چنين مشكلي وجود 

  .]3[ندارد

در حالت كلي تفاوت اصلي، بين روش المان محدود و روش بدون مش در ساخت توابع    

  .]3[شكل و درون يابي تابع ميدان آن است
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    فصل دوم
 

هاي بدون مش روش  

هاي بدون مش در حل مسائل مكانيك همراه با  در اين بخش الگوريتم عمومي روش
  .شود ها شرح داده مي اساسي اين روش اصطلاحات

  هاي بدون مش اصلي روشمراحل  1-1- 2

تعريف دامنه :مرحله اول   

هايي كه  بوسيله مجموعه گرهشود و دامنه مسأله و مرزهاي آن  ابتدا بدنه جسم مدل مي 
سپس شرايط مرزي و شرايط بارگذاري در مدل مربوطه . شوند اند، ارائه مي روي آنها توزيع شده

دامنه بسته به دقت مورد نظر دارد ها در  چگالي گره در اين روش ها). 1- 2شكل ( شود مشخص مي
در مكانهايي است كه گراديان تر اغلب  ها معمولاً يكنواخت نبوده و توزيع متراكم توزيع گره و

  .جابجايي بيشتر باشد
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  هاي بدون مش مشخص كردن دامنه و شرايط مرزي در روش  1-2شكل 

  

)   تخمين تابع متغير ميدان(ها  درون يابي جابجايي:  مرحله دوم  

بدليل عدم استفاده از المان در روش بدون مش، هيچ ناحيه مشخصي براي تخمين متغير  

xندارد، لذا براي درونيابي متغير ميدان در روش بدون مش، در هر نقطه دلخواه ميدان وجود 
 ،

اي كوچك تعريف و متغير ميدان در آن ناحيه بطور محلي درونيابي  بايستي در همسايگي آن، ناحيه

xنقطه 1به اين دامنه محلي، دامنه پوشش. شود
 براي چند نقطه  2-2در شكل  .]4[گويند مي

شود كه ابعاد و شكل دامنه پوشش براي نقاط مختلف  دامنه پوشش نشان داده شده و مشاهده مي

  .تواند متفاوت باشد مي

                                                            
١  - Support domain 
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  دامنه پوشش براي چند نقطه در دامنه مسأله  2-2شكل 

  

  تشكيل دستگاه معادلات سيستم:  مرحله سوم

ر سيستم  به فرم ضعيف يا قوي و اعمال آنها به صورت بوسيله استفاده از معادلات حاكم ب 

عادلات محلي يا عمومي در دامنه مسأله و سپس تخمين متغير ميدان و جايگذاري در معادلات، م

  ).]4[رجوع شود به مرجع(آيند گسسته سيستم بدست مي

  حل معادلات عمومي روش بدون مش: چهارممرحله 

دستگاه معادلات مقادير ويژه و دستگاه  اعم از ي،براي هر دسته از دستگاه معادلات جبر

ها  اين روش از بعضي وجود دارد هاي استاندارد و متنوعي معادلات ديفرانسيلي، در رياضيات روش

به كار مذبور حل دستگاه معادلات براي هاي تكرار  روش به طور مستقيم و بعضي ديگر با استفاده از

  .ط مسئله بستگي داردبرده مي شود كه نوع انتخاب به شراي

  

  



 

٨ 
 

  دامنه پوشش  1-2- 2

xاي مانند در روش بدون مش دامنه پوشش نقطه
 هايي است كه  كننده تعداد گره مشخص

تواند شكل و  دامنه پوشش مي. گيرند در تخمين متغير ميدان در آن نقطه مورد استفاده قرار مي

  .اشدابعاد متفاوتي در نقاط مختلف داشته ب

  1دامنه تأثير 1-3- 2

ها در كل دامنه مسأله تغييرات شديد نداشته  مفهوم دامنه پوشش تا زماني كه چگالي گره

ها براي  باشد مناسب است، در غيراينصورت استفاده از دامنه پوشش باعث انتخاب نامتوازن گره

ها در يك  رهدر حالت حدي ممكن است تمام گ. شود ساخت توابع شكل در نقطه مورد نظر مي

براي اينگونه مسائل براي هر . طرف دامنه قرار گيرد و توابع شكل توليدي داراي خطاي زيادي شود

  .شود اي به نام دامنة تأثير آن معرفي مي گره دامنه

  

  دامنه تأثير براي چند گره  3-2شكل 

                                                            
١‐ Influence domain 
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Qxاي مانند  براي نقطه. شوند ابعاد دامنه تأثير مانند دامنه پوشش محاسبه مي
 هايي  تنها گره

براي . كنند كه دامنه تأثيرشان نقطه مزبور را در برداشته باشد در ساخت تابع شكل آن شركت مي

Qxبراي ساخت توابع شكل نقطه  3-2مثال در شكل 
 3شوند، ليكن گره  استفاده مي 2و1هاي  گره 

  .شود است، استفاده نميهرچند نزديك به نقطه مورد نظر 

تشكيل دستگاه معادلات سيستم 2- 2  

باقيمانده وزن ه معادلات به كار برده مي شودروش اي حل دستگارروشي كه در اين قسمت ب
  )رجوع شود ]4[لاعات بيشتر به مرجعبراي كسب اط.(دار است 

خص كه معادلات حاكم بر سيستم مش اين روش ساده و در عين حال قدرتمند در حالتي

اين روش فرم انتگرالي از معادلات را ارائه . تواند براي اكثر مسائل ميداني بكار برده شود باشد، مي

  .دهد مي

فرم قوي معادلات 1- 2- 2  

  :معادلات حاكم بر اجسام پيوسته در حالت كلي به فرم زير است   

)2-1                                   (                                                         iijij b u,    

كه در آن bتانسور تنش، 

uبردار نيروي حجمي خارجي و  

 انديس . بردار جابجايي است

  .را داشته باشند zو  yو  xمتناظر با متغيرهاي مستقل  3و2و1توانند مقادير  مي jو  iهاي 

حل معادله فوق با شرايط مرزي و بارگذاري مشخص منجر به حل دقيق مساله مورد نظر 

آل  حل معادلات در فرم قوي ايده. اين فرم از معادلات را فرم قوي معادلات سيستم گويند. شود مي

  ..است ولي متأسفانه براي مسائل كاربردي مهندسي اين امر سخت و پيچيده است
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فرم ضعيف علاوه بر پايداري . كنند هاي عددي از فرم ضعيف معادلات استفاده مي روشاغلب 

 .تر، مزاياي ديگري نيز دارد كه در بخش بعد به آنها اشاره خواهد شد بيشتر و جوابهاي دقيق

 

دار فرم ضعيف و روش باقيمانده وزن 2- 2- 2  

 uكه متغير ميدان مانند شود  در حل عددي مسائل ميداني معمولاً بدينگونه عمل مي   

  .شود تقريب زده مي  بوسيله يك تركيب خطي از توابع تخمين مناسب  

)2-2           (                                                                                  i

n

i
i

h cu 



1

  

ضرايب . در كل دامنه مساله صورت پذيرد 2يا عمومي 1اند به طور محليتو اين تخمين مي

جايگذاري مستقيم . آيند كه معادلات حاكم بر سيستم  ارضا شوند اي بدست مي به گونه مجهول 

رابطه فوق در معادلات ديفرانسيل سيستم همواره موجب توليد تعداد مورد نياز معادلات جبري 

يك روش براي توليد معادلات به تعداد ضرايب . شود افتن ضرايب مجهول نميمستقل براي ي

براي (.دار است مجهول، استفاده از فرم انتگرالي معادلات مانند روش تغييراتي و روش باقيمانده وزن

  )مراجعه شود ]4[كسب اطلاعات بيشتر به مرجع 

استفاده از معادلات مقيد 3- 2  

تواند هر تابع  بع امتحان به عنوان يك تخمين از تابع ميدان نميهمانگونه كه گفته شد، تا    

                                                            
١-  Local 
٢-  Global 
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. و شرايط مرزي اساسي است 1از جمله شرايط تابع تخمين، ارضاي شرايط سازگاري. دلخواهي باشد

به عبارت ديگر تابع تخمين در كل دامنه مساله بايد پيوسته بوده و مقدار تابع تخمين در مرز 

چنانچه تابع تخمين ميدان نتواند هريك از . تعيين شده باشد  از پيشاساسي مساله برابر مقادير 

دو روش . شود شرايط فوق را ارضا كند، شرايط مزبور به عنوان قيود در حل معادلات لحاظ مي

در اينجا روش . است 3و روش پنالتي 2اصلي براي اعمال قيدها در معادلات روش ضرايب لاگرانژ

 ) رجوع شود [4]براي اطلاعات بيشتر به مرجع(.شود مي استفاده MLPGپنالتي در فرمول بندي 

 

  ساخت توابع شكل در روش بدون مش  4- 2

هاي متعددي براي رسيدن به حل ضعيف مسائل مقدار  با انتخاب توابع تست مختلف، روش

و اكنون بايد تابع امتحان به عنوان تخميني از تابع ميدان به طريقي محاسبه . آيد مرزي بدست مي

براساس فرم ضعيف مورد استفاده و نحوه محاسبه تابع امتحان، . در معادلات جايگذاري شود

  .[4]هاي عددي متعددي براي حل مسائل ارائه شده است روش

تخمين تابع امتحان به طور عمومي در كل دامنه براي مسائل دو بعدي و سه بعدي به 

براي غلبه . سخت و گاه غيرممكن است خصوص با هندسه نامنظم و شرايط مرزي پيچيده بسيار

هايي  براين مشكل در روش المان محدود براي تخمين تابع ميدان، دامنه مسأله به زيردامنه

كه هندسه مسأله را با تقريب خوبي ) ها المان(غيرمتداخل و به هم پيوسته با شكل هندسي منظم 

از المانها تخمين زده شده و در سپس تابع امتحان و تست در هريك . شود پوشش دهد، تقسيم مي

تابع . شود اي المان در برگيرنده آن نقطه، درونيابي مي هرنقطه، تابع ميدان توسط مقادير گره

  .ها ضابطه دارد تخمين عمومي حاصله يك تابع قطعه به قطعه پيوسته است كه به تعداد المان
                                                            
١ -Compatibility 
٢- Lagrange Multipliers Method 
٣ -Penalty method 
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راي حل ضعيف معادلات روش المان محدود براي توليد توابع امتحان و تست و همچنين ب

  .نياز به مش دارد

هاي بدون مش موضوع مورد علاقه توسعه روش عددي است كه نه براي توليد توابع  در روش

هاي بدون  عموماً روش. امتحان و تست و نه براي حل ضعيف معادلات نيازي به مش نداشته باشد

د روش المان محدود استفاده مش از ايده تخمين يا درونيابي تابع امتحان به طور محلي مانن

ليكن به علت عدم وجود مش هيچ ناحيه مشخص از پيش تعيين شده برروي دامنه . كنند مي

ها بدون هيچ ارتباطي به  مسأله براي درونيابي تابع تخمين ميدان به طور محلي وجود ندارد و گره

ابع امتحان به طور محلي با هاي بدون مش عموماً ت در روش. اند صورت پراكنده در دامنه توزيع شده

دامنه پوشش يا (استفاده ازمقادير مجهول تابع ميدان در تعدادي گره در يك همسايگي محلي 

اين درونيابي كاملاً وابسته به مكان نقطه، . شوند نقطه مورد نظر درونيابي يا تخمين زده مي)  تأثير

  .نظر است ها از نقطه مورد ها در دامنه پوشش و فواصل گره تعداد گره

 nبرخلاف المان محدود كه تابع تخمين عمومي ميدان يك تابع قطعه به قطعه پيوسته با 

است و تا زمانيكه درون يك المان هستيم ضابطه حاكم بر تابع ) برابر تعداد المانها  n(ضابطه 

 تخمين براي تمام نقاط دروني آن المان يكسان است، در روش بدون مش عموماً براي هر نقطه

بنابراين تخمين ميدان كه در . بايد دامنه محلي مجزا ترسيم و تخمين ميدان جداگانه صورت پذيرد

هاي بدون مش در دامنه محلي  گرفت، در روش روش المان محدود در دامنه محلي ايستا صورت مي

گيرد و براي هر نقطه از دامنه يك ضابطه متفاوت حاكم بر تابع تخمين ميدان  متحرك صورت مي

  .است

نوشته ) 7-2(تابع امتحان و تست معمولاً به صورت تركيب خطي از توابع پايه مانند معادله 

براي محاسبه ضرايب مجهول، معادله فوق در يك روش درونيابي يا تخمين تابع بوسيله . شود مي
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ع شود كه در نهايت تاب استفاده مي) اي مقادير گره(ها  مقادير مجهول تابع ميدان در محل گره

  .شوند امتحان و يا تست به فرم زير تبديل مي
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ر مجهول توابع آزمون و به ترتيب مقدا ivو iuتابع تست،  vتابع امتحان،  uدر رابطه فوق 

  را توابع iqو  ipهاي شركت كننده در درونيابي يا تخمين توابع هستند و  تست در محل گره

  .نامند ام مرتبط با توابع امتحان و تست ميiشكل گره 

 

  هاي بدون مش شرايط توابع شكل در روش 2- 4- 2

ن و تست در دامنه مسأله و متعاقب آن توليد توابع شكل مهمترين و درونيابي تابع امتحا

تابع تخمين ميدان بايد حداقل شرايطي را دارا باشد . هاي بدون مش است ترين بحث در روش اصلي

تا در صورت جايگذاري در معادلات مورد نظر، امكان دستيابي به جواب قابل قبول وجود داشته 

  .باشد

  .است 1يك شرط اجباري براي توابع شكل كه بايد آنرا ارضا كند شرط افراز واحد
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آنها بهره جست در  نيز بايد داشته باشد تا بتوان در حل مسئله از توابع شكل شرايط ديگري 

  .زير تعدادي از اين شرايط آورده شده است

  .ها در دامنه مسأله باشد مبتني بر فرض توزيع دلخواه گره - 1
                                                            
١ -Partition of unity 
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 .بايد پايدار باشدتشكيل آن الگوريتم  - 2

 .مورد نياز را دارا باشند درجه ثباتتوابع شكل ايجاد شده بايد حداقل  - 3

در مقايسه با كل دامنه ) يا دامنه تأثير دامنه پوشش(دامنه براي درونيابي متغير ميدان  - 4

 .مسأله كوچك باشد

 .الگوريتم به لحاظ محاسباتي كارآمد باشد - 5

 .تابع شكل خاصيت تابع دلتاي كرونكر را ارضا كند - 6
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  .ده شده بوسيله توابع شكل در كل دامنه مسأله سازگار باشدتابع ميدان تخمين ز - 7

  .را ارضا كند 1تابع شكل شرط باز توليد ميدان خطي - 8
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اي ارضاي شرايط مرزي اساسي مورد نياز بر 6شرط . سه شرط آخر شرايط اجباري نيستند

لذا در . براي پيوستگي تابع ميدان تخميني در كل دامنه مسأله بيان شده است 7است و شرط 

توان آنها را بوسيله قيودي مستقيماً در روابط و  صورت عدم ارضاي هريك از شرايط فوق مي

بيان شده است و توابع شكل  2ردنيز براي ارضاي تست وصله استاندا 8شرط . معادلات اعمال كرد

اين شرط اجباري نيست زيرا بدون ارضاي . سازد هر تابع ميدان خطي را  بازتوليد كند را قادر مي

  .آن ماداميكه يك جواب همگرا توليد شود، توابع شكل قابل قبول هستند

  

  

                                                            
١- Linear field reproduction 
٢- Standard patch test 
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  ، سازگاريثباتبازتوليدي،  3- 4- 2

نكر از ويژگيهاي مهم توابع شكل است كه سه خاصيت فوق به همراه خاصيت دلتاي تابع كرو

در زير در خصوص اين . شود ارضاي آنها توسط توابع شكل توليدي از مزاياي آنها محسوب مي

  .شود مفاهيم توضيحاتي داده مي

  توابع شكل 1بازتوليدي -الف

همانگونه كه گفته شد، تخمين تابع ميدان معمولاً بوسيله تركيب خطي از توابع پايه صورت 

  .گويند گيرد، توانايي توابع شكل در توليد مجدد اين توابع پايه را خاصيت بازتوليدي مي يم

  

  ثبات - ب

را باز توليد كنند،  kاي تا درجه  اگر توابع شكل بتوانند هر ميدان بيان شده توسط چندجمله

معادله  چنانچه درجه. شود نشان داده مي CKهستند كه با نماد  K مرتبه ثبات توابع شكل داراي

لازم براي تخمين تابع ميدان در فرم  درجه  ثبات باشد حداقل m2ديفرانسيل حاكم برسيستم 

است كه توابع شكل توليدي در هر مسأله با توجه به درجه معادله  m2و در فرم قوي  mضعيف 

ز مورد نيا درجه ثباتحاكم بر سيستم و فرم معادلات مورد استفاده بايد توانايي ارضاي حداقل 

اين شرط براي اطمينان از همگرايي جواب حاصل از دستگاه معادلات . مسأله را داشته باشند

  .گسسته مورد نياز است

  

  

                                                            
١‐ reproduction 
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  سازگاري –ج 

در ) ساخته شده توسط توابع شكل(مفهوم سازگاري مرتبط با پيوستگي تابع تخمين ميدان 

و برروي دقت و همگرايي سازگاري و ثبات توابع شكل توليد شده هر د. كل دامنه مسأله است

  .گذارند جوابها اثر مي

  

  بازتوليدي روش عددي –د 

خاصيت بازتوليدي توابع شكل يك شرط لازم براي بازتوليدي روش عددي مورد استفاده    

عامل مهم ديگر در بازتوليدي روش عددي، روشي است كه براي توليد معادلات گسسته . است

روش عددي از اصول انرژي استفاده كند، تخمين تابع ميدان  اگر. شود سيستم از آن استفاده مي

همچنين روش . حاصل از توابع شكل بايد هردو خاصيت بازتوليدي و سازگاري را داشته باشد

اگر روش باقيمانده محلي . عددي بايد به درستي اجرا شود و شرايط مرزي اساسي نيز ارضا گردند

يازي به شرط سازگاري نيست و شرط اوليه براي همگرايي مورد استفاده قرار گيرد، ن MLPGمانند 

  .جواب، همان خاصيت بازتوليدي توابع شكل استفاده شده است
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توان  هاي ابداع شده براي توليد توابع شكل يا به عبارت ديگر تخمين تابع ميدان را مي روش

  :به سه دسته اصلي تقسيم كرد

  


