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چکیده:

بازگشت نخستین انتگرالهاي خواص برخی

ذاکله�بري پورقاسم زهرا

را بازگشت نخستین انتگرال�پذیري و بازیافت�پذیري مفهومهاي ابتدا پایان�نامه این در
مقدار حقیقی تابع براي سپس می�کنیم. بیان شده داده مسیر یک به نسبت

روي بازگشت نخستین انتگرال ،x ∈ [۰, ۱] هر براي می�دهیم نشان f : I −→ R
مطلق لزوماً پیوستگی این می�دهیم نشان مثالی با سپس است. پیوسته تابعی [۰, x]

نیست.

واژه: کلید
بازگشت. نخستین انتگرال بازیافتنی، بازگشت نخستین مسیر،

چ



Abstract:

Some Properties of First-Return Integrals

Zahra Pourghasem Zakelebari

In this dissertation, first we explain the concepts of first-
return recoverability and integralability for a real function
f : I −→ R with respect to a trajectory. Then, having
shown for each x ∈ [0, 1], the first-retun integral of f on
[0, x] is a continuous function of x. Then, we show by an
example that the continuity is not necessarily absolute.
Key words:
trajectory,first-return recoverable,first-return integral.
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پیشگفتار

و مشخص جهان پدیده�هاي اینکه بر مبنی داشت وجود باوري نوزدهم قرن اواخر در
شمسی منظومه�ي سیاره�اي حرکت ثبات نظریه�ي که بود باور این اساس بر و قطعی������اند.
راه به ریاضی مسابقه�ي یک 1887 سال در نروژ و سوئد پادشاه دوم، اسکار شد. نهاده بنا

بود این آن در شده مطرح سوالات از یکی انداخت.
نقاط این است. شده تشکیل دار جرم نقطه�ي دلخواه تعدادي از که داریم «سیستمی
هم به نقطه�اي دو هیچ که می�کنیم فرض می�کنند. جذب را همدیگر نیوتون1 قانون طبق
به�طور سري یک مقدار صورت به لحظه هر در را نقطه هر مختصات نمی�کنند. برخورد

باشند.» شده شناخته توابعی آن جملات که بنویسید همگرا یکنواخت
براي را مسئله کرد تلاش پوانکاره3 هنري بود. کرده مطرح وایرشتراس2 را سوال این
دلیل همین به نیست. آسانی این به کار که شد متوجه اما کند حل شمسی منظومه�ي
شامل برد کار به مسئله حل براي او که تکنیکی گرفت. نظر در را جرم�دار نقطه�ي سه
اشتراك است. تقاطع در جرمها از یکی حرکت مسیر با که بود حرکتی الگوي یک اعمال
می�کند. تعریف را زمان گسسته زیرمسیر یک حرکتی، الگوي این با جرم حرکت مسیر
یک اشتراك این واقع، در پرداخت. مسیر این روي جرم حرکت بررسی به پوانکاره
وقتی ولی شد جایزه برنده�ي پوانکاره می�دهد. تشکیل را بازگشتها» از«نخستین دنباله
مفهوم پوانکاره که شد موجب خطا این یافت. آن در خطایی فراگمن4 شد، منتشر اثرش
و اولیه شرایط مورد در کامل اطلاعات فقدان کند. درك را اولیه شرایط از تاثیرپذیري
باعث یکنواخت) همگرایی از بیش نقطه�به�نقطه (همگرایی سري همگرایی شرط همچنین
به باشیم. داشته جرمی سه سیستم حرکت از مدتی دراز پیش�بینی نتوانیم که می�شود
غیر همگرایی اگر اولیه شرایط از کامل اطلاعات فقدان وجود با که دریافت پوانکاره ویژه

1Newton
2Weierstrass
3Henri Poincare
4Phragmen
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که شد باعث ویژگی این و نیست دوره�اي اما است، بازگشتی جرم حرکت باشد، یکنواخت
در پوانکاره چرا که می�کند روشن اتفاقات این باشند. چگال بتوانند بازگشتها نخستین
نمی�توانیم ما می�آورد:« را تولستوي1 از قول نقل این خود روش» و «علم کتاب مقدمه�ي
باشیم داشته آنها از انتخابی باید ما بی�شمارند. تقریباً آنها چون دریابیم، را حقایق تمام
و باشد ما کنجکاوي حس تنوع�طلبی اساس بر فقط می�تواند انتخاب این آیا که ببینیم و
مطالعه�ي شود؟»بنابراین هدایت اخلاقی ویژه به و علمی ملزومات و منافع طبق بر بعد
به�طور ما که می�شود، منجر بازه یک روي شده تعریف حقیقی تابع هر موضعی رفتار
به بگیریم. نظر در هست دامنه کل از کمتر که را مشاهداتمان از تحدیدي طبیعی
آوریم، دست به تابع موضعی رفتار اساس بر را نتایجی می�خواهیم آنجایی�که از علاوه،
بازه�هاي دسته�ي در بازه� هر روي برتر نقطه�ي یک ما انتخاب که است این شرط حداقل
مطالعه�ي در که کنیم انتخاب را برتر نقطه�ي کدام ما اینکه باشد. دامنه از ناتباهیده
اساس بر ما اینجا در است. باز سؤال یک عنوان به باشد، مؤثرتر حقیقی تابع رفتار
ظهور از زیادي مدت چند هر می�دهیم. جواب سؤال این به پوانکاره معاصران کارهاي
پرداخته مشتق�پذیري در بازگشت نخستین مفهوم کاربردهاي بررسی به که مقاله اولین
مشتق�پذیري در تنها نه مفهوم این کاربردهاي بررسی به زیادي دانشمندان اما نمی�گذرد،
مقاله�ي براساس رساله این پرداخته�اند. انتگرال�گیري و پیوستگی تقریب�پذیري، در بلکه
حقیقی آنالیز قضایاي و مفاهیم به اول فصل در است. فصل چهار شامل و شده [6]تدوین
مفهوم بررسی به سوم فصل در می�پردازیم. احتمال نظریه�ي مفاهیم به دوم فصل در و
فصل این در ما می�پردازیم. آن به مربوط قضایاي و اصطلاحات برخی و بازگشت نخستین
نخستین تقریب�پذیري بازگشت، نخستین بازیافت�پذیري انتخاب، تابع چون مفاهیمی با
می�شویم. آشنا بازگشت نخستین مشتق�پذیري و بازگشت نخستین پیوستگی بازگشت،
زیادي قضایاي می�توان می�پردازیم. بازگشت نخستین انتگرال�گیري به چهارم فصل در
و آورده بازگشت نخستین انتگرال�پذیري حوزه�ي به لبیگ2 انتگرال�پذیري حوزه�ي از را

1Tolstoy
2Lebesgue
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F (x) = (fr) −
∫
[۰,x] f تابع که می�دهیم نشان اینجا در ما کرد. مقایسه باهم

مبحث در می�دانیم که حالی در نیست. پیوسته مطلقاً لزوماً ولی است پیوسته [۰, ۱] روي
تابع ،[a, b] دلخواه بازه�ي روي f بودن انتگرال�پذیر صورت در لبیگ، انتگرال�پذیري

است. پیوسته مطلقاً [a, b] روي F (x) =
∫
[a,x] f (t)dt



1 فصل

حقیقی آنالیز از مفاهیمی



5 حقیقی آنالیز از مفاهیمی .1 فصل

آن، به مربوط قضایاي و حقیقی آنالیز از اساسی تعاریف برخی بیان به فصل این در
می�پردازیم. داریم، نیاز آنها به کار ادامه�ي در که

اندازه نظریه�ي 1-1

زیرمجموعه�هاي از ناتهی دسته�اي C و ناتهی Xمجموعه�اي می�کنیم فرض .1-1 تعریف
باشد. X

متناهی اشتراکهاي تحت C اگر گوییم، X زیرمجموعه�هاي از نیم�حلقه یک را C .1
C مجزاي دوبه�دو اعضاي از متناهی اجتماعی با برابر C عضو دو هر تفاضل و بسته

باشد.

و متناهی اجتماعهاي تحت C اگر گوییم، X زیرمجموعه�هاي از حلقه یک را C .2
باشد. بسته تفاضل

متناهی اشتراکهاي تحت C اگر گوییم، X زیرمجموعه�هاي از نیم�میدان یک را C .3
باشد. C مجزاي دوبه�دو اعضاي از متناهی اجتماعی با برابر عضو هر مکمل و بسته

شمارش�پذیر اجتماعهاي تحت اگر Xگوییم، زیرمجموعه�هاي از یکσ-میدان را C .4
باشد. بسته مکمل و

سایر در آنها دکارتی حاصل�ضربهاي و R در بازه�ها از گوناگون دسته�هاي .2-1 مثال
گوناگون دسته�هاي همچنین هستند. حلقه�ها براي مناسبی الگوهاي اقلیدسی فضاهاي
ترتیب به مناسبی الگوهاي آنها اجتماع و آنها دکارتی حاصل�ضربهاي و شعاعها و بازه�ها از

هستند. σ-میدانها و نیم�میدانها براي

مجموعه�اي تابع یک باشد، مجموعه�ها از دسته�اي آن دامنه�ي که را تابعی .3-1 تعریف
می�نامیم.

از منظور باشد. زیرمجموعه�ها از دلخواه و ناتهی دسته�اي C می�کنیم فرض .4-1 تعریف
A هر براي به�طوري�که است، C دامنه�ي با µمانند مجموعه�اي تابعی C روي اندازه یک
از نامتناهی) یا (متناهی دنباله�اي ،{An, n ≥ ۱} هرگاه و ۰ ≤ µ(A) ≤ ∞ ،C در
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آنگاه ،(∪∞
n=۱An) ∈ C به�طوري�که باشد، C مجزاي دوبه�دو اعضاي

µ(

∞∪
n=۱

An) = Σ∞
n=۱µ(An).

گوییم. σ-جمع�پذیري را بالا خاصیت
کوچکترین Xباشد. زیرمجموعه�هاي از دلخواه دسته�اي C می�کنیم فرض .5-1 تعریف
به و می�نامیم C توسط شده تولید σ-میدان Xرا زیرمجموعه�هاي از C شامل σ-میدان
میدانهاي -σ تمام اشتراك σ(C) که است ذکر به لازم می�دهیم. نشان σ(C) صورت

است. C شامل
باشد. بازه�ها تمام دسته�ي C و (X = Rn (یا X = R می�کنیم فرض .6-1 تعریف
می�دهیم. نشان B با و می�گوییم بورل1 σ-میدان را C توسط شده تولید میدان -σ
گویا اعداد bو a آن در که (a, b) یا [a, b] یا [a, b) صورت به بازه�ها تمام دسته�ي
B مولد همگی باشد، گویا اعداد آنها انتهاي و ابتدا که شعاعهایی مجموعه�ي یا و هستند

اند.
توسط شده تولید -میدان σ توپولوژیک، فضاي یک در کلی به�طور .7-1 ملاحظه

می�دهیم. نشان B با و می�نامیم بورل σ-میدان را باز مجموعه�هاي
از σ-میدان) یا نیم�میدان حلقه، (نیم�حلقه، سازه�اي C می�کنیم فرض .8-1 تعریف
اگر گوییم، متناهی C روي را µ اندازه�ي باشد. C روي اندازه�اي µ Xو زیرمجموعه�هاي
{An, n ≥ مانند{۱ دنباله�اي اگر گوییم، σ-متناهی و µ(A) < ∞ ،C Aدر هر براي
.µ(An) < ∞ ،n هر براي و X =

∪∞
n=۱An �که باشد، داشته وجود C اعضاي از

زیرمجموعه�هاي از نیم�حلقه�اي H ناتهی، مجموعه�اي X می�کنیم فرض .9-1 تعریف
هر اندازه�ي که باشد داشته وجود C اعضاي از دنباله�اي و باشد C روي اندازه�اي µ و X
R را X می�توان الگو عنوان (به بپوشاند را X دنباله این و است متناهی آن جمله�ي
اندازه�ي ،X از A دلخواه زیرمجموعه�ي براي گرفت). نظر در بازه�ها نیم�حلقه�ي را H و

می�کنیم تعریف زیر صورت به Aرا خارجی
µ∗(A) = inf{Σn≥۱µ(In) : In ∈ H, A ⊆

∪
n≥۱

In}.

1Borel
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.µ∗(I) = µ(I) ،I ∈ H هر براي .1 .10-1 ملاحظه
آنگاه باشد، X زیرمجموعه�هاي از دلخواه دنباله�اي {An, n ≥ ۱} اگر .2

µ∗(

∞∪
n=۱

An) ≤ Σn≥۱µ
∗(An).

شود. رجوع [2] به برهان.
براي اگر گوییم، اندازه�پذیر ( µ (یا µ∗ به نسبت Xرا Aاز زیرمجموعه�ي .11-1 تعریف

باشیم Hداشته در I هر
µ(I) = µ∗(I ∩ A) + µ∗(I \ A).

اگر و اندازه�پذیرند H توسط شده تولید حلقه�ي عضو هر و H عضو هر .12-1 ملاحظه
داریم X از B دلخواه زیرمجموعه�ي براي آنگاه باشد، پذیر اندازه µ∗ به نسبت A

µ(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B \ A).

کنید. رجوع [2] به برهان.
Xشامل در σ-میدان یک µ∗ به نسبت اندازه�پذیر مجموعه�هاي دسته�ي .13-1 قضیه

است. µ با برابر H به µ∗ تحدید است. σ-میدان این روي اندازه یک µ∗ و H

کنید. رجوع به[2] برهان.
زیرمجموعه�هاي از نیم�حلقه�اي H اگر کاراتئودوري) گسترش (قضیه�ي .14-1 قضیه
H اعضاي از شمارش�پذیر تعداد به�طوري�که Hباشد، در اندازه�اي µ و X مجموعه�ي
σ-میدان روي اندازه یک به یگانه گسترشی µ آنگاه بپوشاند، را X متناهی اندازه�ي با

Xدارد. در H توسط شده تولید

کنید. رجوع [2] به برهان.
تابع µ و جعبه�ها) (یا بازه�ها مجموعه�ي H و (Rn (یا X = R اگر .15-1 تعریف
اساس ∗µ(بر به نسبت (Rn) یا R اندازه�پذیر زیرمجموعه�هاي باشد، حجم) تابع (یا طول
مجموعه�هایی چنین دسته�ي و می�شود نامیده لبیگ اندازه�پذیر اصطلاحاً ( 11-1 تعریف

می�نامیم. لبیگ σ-میدان را



8 حقیقی آنالیز از مفاهیمی .1 فصل

مجموعه یک از متشکل (X,A) زوج یک اندازه�پذیر فضاي یک از منظور تعریف16-1.
عضوي A عضو هر می�باشد. X زیرمجموعه�هاي از A مانند σ-میدان یک و X مانند

دارد. نام اندازه�پذیر

(X,A) آن در که ,X,A)است µ) سه�تایی اندازه، فضاي یک از منظور تعریف17-1.
است. A روي اندازه یک µ و اندازه�پذیر فضاي یک

می�گوییم باشند. اندازه�پذیر فضاهاي (Y,A′) و (X,A) فرضمی�کنیم تعریف18-1.
A′ ∈ A′ هر براي اگر است، (A′ و A به نسبت ) اندازه�پذیر f : X → Y تابع
و باشند مشخص مفروض σ-میدانهاي هرگاه پس این از .f−۱(A′) ∈ A باشیم داشته
باشد. برقرار شده یاد شرط اگر گوییم، اندازه�پذیر را f ساده طور به نباشد، تصریح به نیاز

است. اندازه�پذیر تابعی f آنگاه باشد، پیوسته و حقیقی تابعی f اگر .19-1 ملاحظه
[2]کنید. به برهان.

(X,A, µ)اندازه�ي فضاي اعضايAاز تمام براي که خاصیتی می�گوییم .20-1 ملاحظه
نقاطی مجموعه�ي اگر، تنها و اگر است، برقرار (a.s.) جا همه تقریباً است، شده تعریف

باشد. صفر ي µ اندازه�ي داراي و اندازه�پذیر نیستند، خاصیت آن داراي که

ریمان انتگرال 2-1

نشان |A| نماد با را A بورل مجموعه�ي لبیگ اندازه�ي رساله سراسر در بعد به این از
می�دهیم.

،[a, b] هم از جدا زیربازه�هاي از متناهی دسته�اي ،[a, b] روي P افراز .21-1 تعریف
،|Ik| > ۰ که است، {[xk−۱, xk) = Ik ⊆ [a, b] : ۱ ≤ k ≤ n, n ∈ N}مانند

می�دهیم نشان زیر نماد با را آن و ∪n
k=۱Ik = [a, b] و ۱ ≤ k ≤ n هر براي

P = (x۰ < x۱ < ... < xn).

.∥P∥ = max{|Ik| : Ik ∈ P} می�کنیم تعریف چنین را P افراز نرم1 اکنون
1Norm
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باشد. [a, b] بازه�ي روي افرازي P و حقیقی تابعی f می�کنیم فرض .22-1 تعریف
آنگاه باشد، P افراز از Ik زیربازه�ي از دلخواهی نقطه�ي tk ،۱ ≤ k ≤ n هر براي اگر
می�دهیم، نشان S(P , f ) نماد با را آن که f تابع و P افراز با متناظر ریمان مجموع

می�شود تعریف زیر صورت به
S(P , f ) = Σn

k=۱f (tk)|Ik|.

،ϵ > ۰ هر براي Aو مانند حقیقی عددي اگر است، ریمان انتگرال�پذیر f تابع می�گوییم
از tk انتخاب هر و Pϵ ⊆ P هر براي به�طوري�که باشد، داشته وجود P مانند افرازي
است یکتا وجود صورت در اي A چنین .|S(Pϵ, f )− A| < ϵ ،P افراز زیربازه�هاي

می�دهیم. نشان
∫
[a,b] fdx نماد با و fمی�نامیم تابع ریمان انتگرال را آن و

ناپیوستگی نقاط Eمجموعه�ي و کراندار [a, b]ي بازه بر f فرضمی�کنیم .23-1 قضیه
اگر، تنها و اگر است، ریمان انتگرال�پذیر f صورت این در ,a]باشد، b] بازه�ي روي f

باشد. صفر اندازه�ي داراي E مجموعه�ي

شود. [7]رجوع به برهان.

لبیگ انتگرال 3-1

مشخصه�ي تابع باشد، X دلخواه مجموعه�ي از زیرمجموعه�اي A اگر .24-1 تعریف
می�کنیم تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان χA با را A مجموعه�ي

χA =

 ۱ x ∈ A

۰ x ∈ Ac

که حقیقی، مقادیر و دلخواه دامنه�ي با است تابعی ،φ ساده�ي تابع .25-1 تعریف
اندازه�ي فضاي روي ساده تابعی φ می�کنیم فرض است. متناهی آن برد اعضاي تعداد
φ = Σn

i=۱aiχAi
نوشت می�توان باشد. an ،...،a۲،a۱ متمایز مقادیر با (X,A, µ)

هستند. مجزا Aiها که است روشن .Ai = {x ∈ X : φ(x) = ai} آن در که
به نسبت φ انتگرال اندازه�پذیرند. ها Ai بگوییم که این با است معادل φ اندازه�پذیري
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می�کنیم تعریف زیر صورت به را µ ∫اندازه�ي
X

φdµ = Σn
i=۱aiµ(Ai).

.۰×∞ = ۰ می�کنیم قرارداد

باشد (X,A, µ) اندازه�ي فضاي روي ساده تابعی φ می�کنیم فرض .26-1 تعریف
می�کنیم تعریف را A روي φ انتگرال است). ساده تابعی نیز φχA ، A ∈ Aبراي)∫

A

φdµ =

∫
A

φχAdµ = Σn
i=۱µ(Ai ∩ A)

آمده�اند. 25-1 تعریف در که هستند همانهایی Aiها آن در که

روي نامنفی و اندازه�پذیر تابعی f و اندازه فضاي یک (X,A, µ) اگر .27-1 تعریف
می�کنیم تعریف چنین را A ∈ A هر روي f انتگرال باشد. (X,A, µ)∫

A fdµ = sup{
∫
A φdµ : φ ≤ f و است نامنفی و ساده تابعی φ }.

اندازه�ا�ي فضاي (X,A, µ) می�کنیم فرض یکنوا) همگرایی (قضیه�ي .28-1 قضیه
(X,A, µ)روي صعودي و نامنفی اندازه�پذیر، توابع از دنباله�اي {fn, n ≥ ۱} و دلخواه
Xاست، روي µ اندازه�ي به نسبت انتگرال�پذیر تابعی f که ،limn→∞ fn = f و باشد

داریم ،n → ∞ وقتی
∫
X fndµ حد وجود صورت در آنگاه

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.

کنید. رجوع [2] به برهان.
اندازه�پذیر تابعی f و دلخواه اندازه�ا�ي فضاي (X,A, µ) می�کنیم فرض .29-1 قضیه
A = و Aباشد مجزاي دوبه�دو اعضاي از دنباله�اي {An, n ≥ ۱} و (X,A, µ) روي

داشت خواهیم صورت این در ،∪i≥۱Ai∫
A

fdµ = Σ∞
i=۱

∫
Ai

fdµ.

شود. رجوع [2] به برهان.
اندازه�پذیر تابع باشد. دلخواه اندازه�ا�ي فضاي (X,A, µ) می�کنیم فرض .30-1 تعریف
.
∫
A fdµ < ∞ اگر گوییم، انتگرال�پذیر ،A اندازه�پذیر مجموعه�ي روي را f نامنفی و
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از x هر براي ،f با متناظر باشد، دلخواه دامنه�ي با حقیقی تابعی f اگر .31-1 تعریف
می�کنیم تعریف زیر صورت به را f+ و f− توابع ،f دامنه�ي
f−(x) = max{−f (x), ۰}

و
f+(x) = max{f (x), ۰}.

داریم صورت این در
f = f+ − f−.

نوشت. نامنفی اندازه�پذیر تابع دو تفاضل صورت به می�توان را اندازه�پذیر تابع هر یعنی
اندازه�پذیر f اگر که است روشن .−(f+) = f− و |f | = f++f− داریم همچنین

اندازه�پذیرند. نیز f− و f+ آنگاه باشد،

X روي راکه f اندازه�پذیر تابع باشد. اندازه فضاي یک (X,A, µ) اگر .32-1 تعریف
صورت این در باشند. متناهی

∫
f− و

∫
f+ اگر گوییم، انتگرال�پذیر است، شده ∫تعریف

fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ.

انتگرال تعریف به باشد، R روي لبیگ اندازه�ي µ وقتی خاص حالت در .33-1 تعریف
نشان

∫
A fdm نماد با A روي را f لبیگ انتگرال A ∈ A هر براي و می�رسیم لبیگ

می�دهیم.


