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 تشکر

دریا   بای دانام از زحماات   نامه به سرانجام رسیده، وظیفاه خاود مای   اینک که به فضل خداوند این پایان

ها و زحماات فراوانشاان باا سامت اساتاد      به خاطر راهنمایی باشیو دکتر زعیم گرامی دکتر میمنی اناستاد

 راهنما و همچنین استاد اسکوئی با سمت مشاور تشکر کنم.
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  چکیده

اگار باه    رئوس باشد.مجموعه از یک زیر     ویک گراف همبند غیرجهتدار         فرض کنید 

-شناسااگر مای  کدرا یک   غیرتهی و متفاوت باشند، آنگاه         هاي ، مجموعه   ازاي هر رأس 

 نامیم.

هاي اساسی کدهاي شناساگر را بررسی خواهیم کرد، یاک کاران باالا باراي کدشناسااگر      در ادامه ویژگی

دهناد، بررسای خاواهیم کارد. همچناین      بدسات مای   هایی که این کران رامینیمم ارائه خواهیم داد و گراف

 کنیم، که یک توسیع از کدهاي شناساگر است.گر در گراف را معرفی میهاي نظارهسیستم

باشد و همچناین    هاي یک خانواده از زیرمجموعه 𝒮را در نظر بگیرید، فرض کنید   مجموعه متناهی 

برچسب را -𝒮مجموعه شناساگر یا -𝒮،    براي  باشد. 𝒮عضوي از     ي معین فرض کنید مجموعه

 کنیم: به صورت زیر تعریف می

 
𝒮
    {  𝒮     } 

𝒮 نامیم هرگاه به ازاي هر را یک سیستم شناساگر می    ، 
𝒮
 دو مجزا باشند.ها غیرتهی و دوبه    

اي از دوتاایی  مجموعاه ، {          }  مجموعه متناهی  را در نظر بگیرید.         گراف

گار در  را یک سیستم نظاره  است.           یک رأس و    اي که است به گونه           هاي 

 یک سیستم شناساگر باشد. {          }گوییم، اگر   

را بررسی خواهیم کرد، یک کاران باالا باراي    گر هاي نظارهسیستمهاي اساسی همچنین در ادامه ویژگی

 دهند، بررسی خواهیم کرد.هایی که این کران را بدست میمینیمم ارائه خواهیم داد و گراف گرنظارهسیستم

 

 هاي خطیگر، کدهاي شناساگر، گرافهاي نظارهنظریه گراف، سیستم کلمات کلیدی:
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 فصل اول -1

 نمادگذاری تعاریف و
 

 

 مقدمه -1-1

 پردازیم،می هانمادگذاري و نامهپایان این در نیاز مورد اولیه تعاریف بررسی به خلاصه طور به بخش این در

 ،[1]مرجاع   باا  مطاابق  نامهپایان این در رفته کار به تعاریف و هانمادگذاري. گرددمی گراف مفاهیم شامل که

 است.

 گراف -1-2

 نام مجموعههبي غیرتهی از عناصر مجموعه یک  است که          دوتایی   گراف  -1-2-1

 یاال  کاه  اسات   هاي غیرمرتب از رئوس مجزا یک مجموعه )نه لزوماً غیرتهی( از زوج  بوده و رئوس 

 دهیم.نمایش می     را با   هاي و مجموعه یال     را با   مجموعه رئوس  .شوندنامیده می

یک یال از گراف  {    }  اند. اگر به یکدیگر متصل  و   کند که رئوس بیان می {    }  یال 

   و     لاوه اگار عا ب واقعند.  بر یال   و رأس   رئوس مجاور هستند، همچنین رأس   و   باشد، آنگاه   

را  {    }  یال  هاي مجاور هستند.یال   و    واقع بر یک رأس مشترک باشند، آنگاه   هاي مجزا یال

 نیز نوشت.   و یا    توان به صورت می

 یم و نیز گراف بدون یال را گراف تهی گوییم.گویگرافی که تنها یک رأس داشته باشد را گراف بدیهی می

 دهناد. نماایش مای       نامند و باا  می  را مرتبه گراف   مجموعه رئوس گراف  اندازه -1-2-2

  درجاه رأس   دهند.نمایش می     نامند و با می  را اندازه گراف   هاي گراف مجموعه یال اندازه

طاور  یاا باه        واقعند و آن را با    رأس که بر   هاي گرافعبارت است از تعداد یال  در گراف 

 دهند.نمایش می     ساده 

  گراف نامیم. یک رأس از درجه صفر در براساس زوج یا فرد بودن درجه رئوس، رئوس را زوج یا فرد می

،  گراف در مینیمم درجه  نامیم.رأس از درجه یک را رأس پایانی مینامیم و همچنین یک را رأس ایزوله می

طور مشابه شود. ماکزیمم درجه هم بهنمایش داده می    δاست و با   مینیمم درجه در میان رئوس گراف 

 شود.نمایش داده می     شود و با تعریف می
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و           اگار  ،    نویسیم و می گوییممی  را زیرگراف از گراف   گراف  -1-2-3

 نامیم.می  فراگیر را زیرگراف   باشد، آنگاه           چنانچه در این تعریف  .         

از   منتظم( گوییم هرگاه براي هار رأس   - عبارتی )یا به   را منتظم از درجه   گراف  -1-2-4

 .      شیم داشته با  

( گراف    یک ) یک گراف کامل است هرگاه هر دو رأس از آن به یکدیگر متصل باشند. -1-2-5

  و تعداد یال     کامل، گراف منتظمی از درجه 
      

-نشان مای    است و آن را با  ⁄ 

 دهیم.

زیرمجموعااه   را بااه      هرگاااه بتااوان  ( گااوییم    بخشاای ) - را   گااراف  -1-2-6

صل کناد  مت   را به یک رأس از     از، یک رأس     هر یال در  طوري افراز کرد که           

  باشد.    و 

مجموعه رئاوس  زیر( با    ) منتظم - بخشی  -2یک گراف   اگر  بخشی گراف تهی است. -1گراف 

|  |باشد، آنگاه        |  |   برابر است با   ، زیرا اندازه |  |    |  |. 

 زیرمجموعاه  بخشای باا   - گراف     ( گوییم هرگاه   ) کامل بخشی - را   گراف  -1-2-7

 همچنین و     و       اگر کهباشد و همچنین این ویژگی را داشته باشیم             رئوس

|  |اگر  .       آنگاه                  آنگاه این گراف را با     
 دهیم.نمایش می 

، کاه در ایان        داشته باشایم    بخشی کامل، کامل است اگر و فقط اگر به ازاي هر  - یک گراف 

بخشای   - ، آنگااه گاراف        داشته باشایم    را خواهیم داشت. اگر به ازاي هر    صورت گراف کامل 

و    با زیرمجموعه رئاوس   بخشی کامل -2گراف  دهیم.نشان می      کامل، منتظم خواهد بود و آن را با 

|  | که در آن    |  | و    بخشای کامال، هماان     چندیک گاراف   دهیم.نمایش می      است را با   

  است.     بخشی کامل براي - گراف 

 گوییم.    ستاره را      گراف  -1-2-8

      باه        از  𝜙را یکریخت گوییم اگر نگاشت یک باه یاک      و    هاي گراف  -1-2-9

 :داریم          بنابراین به ازاي هر دو رأس  ها را حفظ کند.که مجاورتطوريهموجود باشد ب

      
 𝜙   𝜙       
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ناامیم  مای   از اعداد صحیح نامنفی را دنباله درجات رئوس گراف            دنباله  -1-2-11 

داشته باشایم    گذاري کرد که به ازاي هر طوري برچسب           را بتوان با   اگر رئوس گراف 

        . 

، یاک    گشات از      باشند. یک   رئوس )نه لزوماً مجزا( گراف   و    فرض کنید -1-2-11

  هاست که با رأس از رئوس و یال                             متناوب متناهی دنباله 

 .            هر براي          یابد و در آن پایان می  آغاز و به رأس 

،    گشت را بسته و اگار      ،    اگر گوییم. هاي طی شده( را طول گشت می)تعداد یال   

. توجه کنید که در یک گشات     گشت بدیهی فاقد یال است و در نتیجه  گوییم.گشت را باز می    

 ها تکرار شود.ممکن است رئوس و یال

برابرناد اگار و فقاط                        و                     گشت     دو 

  صورت آنها متمایزند.یر این؛ در غ     براي هر       و     اگر 

گشت را که در آن     گوییم. یک گذر می    گشت را که در آن یال تکراري نباشد،     یک 

در یک مسیر اگار فقاط رأس    بنابراین هر مسیر یک گذر است.گوییم. مسیر می    رأس تکراري نباشد، 

صاورت  اگر طول یک دور زوج باشد، دور را زوج و در غیر این گوییم.ابتدا و انتها یکسان باشند، آن را دور می

 گوییم.دور را فرد می

 دهایم. نمایش می   گوییم و با یک مسیر است را گراف مسیر می که  گراف از مرتبه  -1-2-12

 دهیم.نمایش می   گوییم و با که یک دور است را گراف دور می  گراف از مرتبه 

وجود داشته باشد. گراف   مسیر در     گوییم اگر یک همبند   را با رأس   رأس  -1-2-13

یک را همبند گوییم اگر هر دو رأس از آن همبند باشند. گرافی که همبند نیست را ناهمبند گوییم.   

 توان به صورت چند مؤلفه همبندي در نظر گرفت.گراف ناهمبند را می

، مینایمم طاول     و   ن دو رأس بای        را در نظر بگیرید. فاصله   گراف همبند  -1-2-14

 است.  در     

 داریم:        براي

 .   اگر و فقط اگر          ؛ و          داریم:   از رئوس       دوتاییهر براي  (1

              داریم:   از رئوس       دوتاییبراي هر  (2

                      داریم:  از رئوس        تایی براي هر سه (3
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و   اسات کاه شاامل رأس      از گاراف    هاي بساته رأس  ، همسایگی      مجموعه -1-2-15 

را قار           ، مجموعه        و    باشد. براي می  هاي بسته آن در گراف همسایگی

؛            طاوري کاه  است باه        گوییم که شامل همه رئوس می  و مرکز   از شعاع 

 .             است. بوضوح   همان فاصله در    

رئوسای در     و  شود و اگر هاي همبند آن تعریف میهمبند باشد، مفهوم فاصله در مؤلفهنا   اگر گراف

 .        توان گفت تعریف نشده است یا می       گاه باشند آن  هاي مجزا مؤلفه

.                برابار اسات باا      ، یک رأس از گراف همبند     خروج از مرکز  -1-2-16

خروج از        شعاع  . در گراف  دورترین رأس از  و  با فاصله بین  برابر است     رت دیگر بعبا

  است.  در میان رئوس گراف  مینیمم مرکز

 باشد.  ي رئوس دیگر داراي یک رأس متصل به همه   است اگر و فقط اگر 1داراي شعاع    گراف

بیشترین         است. بعبارت دیگر   ماکزیمم خروج از مرکز در میان رئوس گراف         قطر 

رکاز  ؛ و م           را رأس مرکازي گاوییم اگار      رأس  اسات.   فاصله بین هر دو رأس از گاراف  

را رأس محیطاای گااوییم اگاار   رأس  اساات.  زیرگااراف تولیااد شااده توسااط رئااوس مرکاازي         

 است.  زیرگراف تولید شده توسط رئوس محیطی        ؛ و محیط             

از  رأس گوییم.گراف بدون دور را جنگل می گوییم.گراف همبند بدون دور را درخت می -1-2-17

که درخت باشاد را یاک درخات      زیرگراف فراگیر از گراف  گوییم.ها را برگ میرختدرجه یک در د

 گوییم.می Gفراگیر از گراف 

 داراي یاک درخات فراگیار اسات.      هر گراف همبند مانند  گوییم.هر مؤلفه از جنگل را یک درخت می

 درخت هستند.         و ستاره     مسیرها 

گاري گاوییم اگار هار رأس در     ي احاطهرا یک مجموعه  از رئوس گراف   ي مجموعه -1-2-18

  متصل باشد.  حداقل به یک رأس از        

 دهایم. نماایش مای      γگاري گاوییم و باا    را عدد احاطه  گر هاي احاطهدر میان مجموعهمینیمم  اندازه

 است. مینیمم گري، مجموعه احاطه   γ اندازهگري از ي احاطهبنابراین مجموعه
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 و {           }   گاري  را باه هماراه دو مجموعاه احاطاه      شکل زیار، گاراف    -1-2-19 

گري از کاردیناالیتی مینایمم   ي احاطهمجموعه   کند. از آنجایی که را معرفی می {       }   

 .     γاست، بنابراین 

 

   و     گریبه همراه دو مجموعه احاطه   گراف:  1-2-1 شکل 
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 فصل دوم -2

 کدهای شناساگر
 

 

 مقدمه -2-1

کدهاي قضایاي مربوط به در ادامه پردازیم. می مفهوم کدهاي شناساگر مطالعه و تعریف به ما فصل این در

کنیم ها بررسی میهایی از گرافهمچنین در این فصل کدشناساگر را براي خانواده کنیم.را بیان می شناساگر

پردازیم. گراف دور، گراف مسیر، گراف کامال، گاراف   ها میو به بیان قضایاي مربوط به هریک از این خانواده

رفتاه در ایان   مطالب به کار  گیرند.هایی هستند که در این فصل مورد بررسی قرار میستاره و درخت، گراف

 است. [7]و  [6]،  [5]،[4]،  [3]، [2]جعامر با مطابق فصل

 کدهای شناساگر -2-2

  هااي  یک خاانواده از زیرمجموعاه   𝒮را در نظر بگیرید، فرض کنید   مجموعه متناهی  -2-2-1

مجموعاه  -𝒮،    باشاد. باراي    𝒮عضاوي از      ي معین باشد و همچنین فرض کنید مجموعه

 کنیم: برچسب را به صورت زیر تعریف می-𝒮ا شناساگر ی

 
𝒮
    {  𝒮     } 

𝒮 نامیم هرگاه به ازاي هر را یک سیستم شناساگر می    ، 
𝒮
 دو مجزا باشند.ها غیرتهی و دوبه    

. و    نباشاد، آنگااه     در  ،  𝒮  ، براي هر  توان دید که اگر به ازاي عضوي مانند به سادگی می

 دهند.نشان می  اند و یک مکان را براي ها مشابه  وجود داشته باشد، آنگاه این   در چند   طور اگر همین

هاي بسته مجازا داشاته   رئوس مجزا در گراف، همسایگیاگر و فقط اگر  اردیک گراف سیستم شناساگر د

 م.گوییباشند.گرافی که این خصوصیت را داراست جفت آزاد یا قابل شناسایی می

گاوییم،    از  شناساگررا یک کد       زیرمجموعه  یک گراف باشد.   فرض کنید -2-2-2

و همچناین باه ازاي هار جفات رأس                ، داشاته باشایم:          به ازاي هر اگر 

 گوییم.کد میرا کلمه  عناصر .                 ، داشته باشیم:               

    . گاوییم مجموعاه           پوشانند هرگاه داشته باشایم:  یکدیگر را می  و   گوییم رئوس 

اي از پوشیده شده باشد. مجموعه  توسط حداقل یک رأس از   پوشاند اگر هر رأس را می    مجموعه 

  . گاوییم کاد                دهایم و داریام:   نمایش مای       پوشاند با را می  کدها که کلمه

 .              کند اگر را مجزا یا جدا می   و    رئوس 
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گاوییم و باا   هاي کدشناساگر )در صورت وجود( را عدد شناسااگري مای  ، در میان مجموعهمینیمماندازه 

 است. مینیمم مجموعه شناساگري ،    اندازه شناساگر از دهیم. بنابراین کدنمایش می     

 کنیم؛شناساگر در گراف را بیان میشرط لازم و کافی براي وجود یک کددر لم زیر 

 :موجود است اگر و فقط اگر       کدشناساگر  یک گراف باشد.   فرض کنید -2-2-3

                               

یاک کدشناسااگر       را داشته باشایم آنگااه                 ،         اگر به ازاي هر  اثبات.

  خواهد بود.  براي گراف 

را               ،         باه ازاي هار   گیریم. اگار  براي اثبات عکس، عکس نقیض را در نظر می

  ، بنابراین هیچ کدي براي گراف                  ، داریم  داشته باشیم آنگاه به ازاي هر کد 

 ∎ وجود نخواهد داشت.

 هاي کامل داریم:بنابراین به عنوان مثال، چون در گراف
                

        
     

هاي کامل کدشناساگر وجود ندارد.در نتیجه براي گراف  

کرد.در ادامه چندین مثال در این زمینه را بررسی خواهیم   

 کد دارد.کلمه 5در این گراف مینیمم زیر را ببینید. کدشناساگر  گراف -2-2-3-1

                                    
 کدکلمه 5 با   گراف:  1-2-2 شکل 

  {         } 

        {       }         {       }         {       } 

        {       }         {       }         {         } 
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در ایان   مینایمم  کدشناسااگر  رأسای اسات.   15این گراف یک ستاره  گراف زیر را ببینید. -2-2-3-2

  کد دارد.کلمه 14گراف 

                            
 کدکلمه 14رأسی با  15ستاره :  2-2-2 شکل 

  {                                 } 

        {                                 }  

         { }         { }         { }         { }  

        { }         { }         { }         { }   

         {  }          {  }          {  }  

         {  }          {  }          {  } 

 گراف شکل زیر را ببینید.  -2-2-3-3

                            
 فاقد کدشناساگر   گراف:  3-2-2 شکل 

     {       }      {       }  

     {   }      {     }      {       }  

 این گراف کدشناساگر ندارد. -3-2-2 لم ، بنابراین بر اساس          که ییاز آنجا
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 دارد. کد کلمه 5در این گراف  مینیمم گراف زیر را ببینید. کدشناساگر -2-2-3-4

                   
 5 از اندازه مینیمم با کدشناساگر گراف:  4-2-2 شکل 

  {         } 

        { }         {   }         { }  

        {     }         { }         {     }  

        { }         {   }         { }  

 کد دارد. کلمه 3در این گراف  مینیمم گراف زیر را ببینید. کدشناساگر -2-2-3-5

                                    

 3 از اندازه مینیمم با کدشناساگر گراف:  5-2-2 شکل 

  {     } 

        { }         { }         { }         {   }  

        {   }         {     }         {   } 
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 قضایای کلی برای کدهای شناساگر -2-3

 کند؛اي تعریف میو عدد شناساگري رابطه |    |قضیه زیر بین 

 باشد. آنگاه:  یک گراف با کدشناساگر   فرض کنید  -2-3-1

| |  ⌈     |    |    ⌉ 

کادها نظیار   اي یکتا از کلماه مجموعه   با توجه به تعریف کدهاي شناساگر، به هر رأس از گرافاثبات. 

عضوي،   دانیم هر مجموعه است. از طرفی می  اي از کدها، زیرمجموعهشود. بوضوح این مجموعه کلمهمی

 زیر مجموعه دارد. لذا      بدون احتساب مجموعه تهی، 

|    |   | |    
 پس در نتیجه

| |  ⌈     |    |    ⌉ 
 ∎رسد. و اثبات به پایان می

 هاي فرد داریم:  ، براي    گراف مسیردر 
| |  ⌈     |     |    ⌉ 

 کند؛در یک گراف )در صورت وجود( معرفی می مینیمم قضیه زیر کران بالایی براي کدشناساگر

از گاراف همبناد و    مینیمم کدشناساگر  یک عدد صحیح باشد. اگر     فرض کنید  -2-3-2

 باشد، آنگاه:   رأسی   غیرجهتدار 

| |      

 :داریم -3-2-2 باشد. با توجه به لم  {          }     فرض کنید  اثبات.

                               

 دهیم قرار می
 

  اگار   دهیم کاه است. نشان می     مجموعه   لذا یک کدشناساگر براي .      

 باشد، آنگاه  از  دلخواه یک رأس

   
 
 { }  

           از رئوس       رئوس کنیم که براي این کار بررسی میاست.   نیز یک کدشناساگر براي 

 شود. پوشیده می  توسط   همبند است، رئوس   که گراف مجزاست. از آنجایی
 

  یاک کدشناسااگر از    

 کند، داریم:را از یکدیگر جدا می      است، لذا رئوس 

                             { }        { } 
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از یکدیگر جدا  نیز را           رئوس   طور مشابه، هبکند. را از یکدیگر جدا می      رئوس   لذا 

موجود          و        بنابراین تنها وضعیتی که ممکن است روي دهد حالتی است که کند. می

 (1-3-2 شکل ) در این حالت داریم: از یکدیگر مجزا نشوند.  باشد که توسط 

            { } 

 
 { }            که طوریبه  و   : رئوس  1-3-2 شکل 

 داریم:  و   ،  مجزا از   بنابراین به ازاي هر رأس 

          

   کند اگر و فقط اگررا از یکدیگر جدا می    و    رئوس   ،           به بیانی دیگر، به ازاي هر 
 کند. را از یکدیگر جدا     و    رئوس

  یک کدشناساگر براي  { }     اگر است که ماکزیمم درجه را دارد.   رأسی از   حال فرض کنید 

 ادعا .{ }             موجود است که      دو رأس صورت باشد که کار تمام است، در غیراین
هر رأس از        کنیم که هر رأس از است. بررسی می  یک کدشناساگر از  {  }     کنیم که می

 است:مجز             از

    هر رأس از{           } کند، زیرا جدا می       را از هر رأس از  { } 

             { }. 

    کند.جدا می   خودش را از 

    موجود  {  }          کند: اگر رأس را جدا نمی {  }          هیچ رأسی چون

بیشتر خواهد شد که این   از درجه رأس    ، آنگاه درجه رأس {  }             باشد که 

 تناقض است.

| |در نتیجه  .رسداثبات به پایان می بنابراین      .∎  

| | ،هاي ستارهبراي گراف آنها از اندازه مینیمم کدشناساگر هایی که گراف [4]است. در مرجع      

 اند.است، مورد بررسی قرار گرفته    


