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هاي بعد مورد نياز هستند، در فصل اول، به بررسي مفاهيم و قضاياي مقدماتي كه در فصل    
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  . كنيمها ثابت ميدر مورد بعد مدول
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  .دهيمافتد، پاسخ ميتساوي اتفاق مي (*)همچنين به اين سوال كه تحت چه شرايطي در 
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  مقدمه
 

  .باشدمي] ۴[و ] ٣[نامه برگرفته از مراجع مطالب اين پايان       

بعد مورد استفاده قرار هاي اريف و قضاياي مقدماتي كه در فصلدر ابتداي اين فصل تع       

  .شوند با اين وصف كه دانستن مفاهيم حلقه و مدول مفروض است ، بيان ميگيرنديم

  

  تعاريف و قضاياي مقدماتي -1- 1

                               
  .باشندمي ها، يكاني مدول يها جابجايي و يكدار و همه حلقه ي در اين پايان نامه همه

ݎሼي  ، مجموعهܯزيرمدول -ܴيك  ܤبا فرض اينكه  א ܴ ׷ ܯݎ ك :ܤሺبا  ሽ ܤ نمايش داده  ሻܯ

ሺெ݊݊ܣشود كه همان  مي
஻

ሻ ݊݊ܣهمچنين . استሺܯሻ ൌ ሺ૭:  .ሻܯ

نامند هرگاه  را اول مي ܯاز ܰ ل محضومدزير. باشدمدول - ܴيك  ܯفرض كنيد . 1.1تعريف     

ݎر براي ه א ݉و ܴ א ݉ݎ، چنانچه ܯ א ݉، آنگاه ܰ א ݎيا  ܯ א ሺܰ:  در اين حالت اگر. ሻܯ

ሺܰ: ሻܯ ൌ   .نامند مي ܯاول -ܲزيرمدولرا يك  ܰآنگاه  ܲ
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 .كنيماثبات لم زير ساده است و از بيان آن خودداري مي    

:ሺܰباشد، آنگاه  ܯمدول -ܴيك زيرمدول اول از  ܰهرگاه  .2.1لم       ܴآل اول يك ايده ሻܯ

  .است

اول  ܯاز  ܰمدول محض ردر اين صورت زي .صفر باشد مدول نا-ܴيك  ܯفرض كنيد  .3.1لم     

ܰكه  ܯاز  ܭمدول زير هراگر براي   تنها  و  راست اگ ه :ሺܰداشته باشيم  ܭ ሻܭ ൌ ሺܰ:   .ሻܯ

از  مدول دلخواهزيريك  ܭ هرگاه .باشد ܯيك زيرمدول اول  ܰابتدا فرض كنيد كه . اثبات    

ܰكه باشد به طوري  ܯ ه ௄، آنگاه ܭ
ே

ெمدول   رزي 
ே

 است و  

                             .ሺܰ: ሻܯ ൌ ݊݊ܣ ቀெ
ே

ቁ ك ݊݊ܣ ቀ௄
ே

ቁ ൌ ሺܰ:   ሻܭ

ݎحال فرض كنيد  א ሺܰ: ܰچون . ሻܭ ه ݔ پس يك عنصر، ܭ א به طوري كه  وجود دارد ܭ

ݔ ב ݔݎبنابراين . ܰ א ݎ است، لذا ܯيك زيرمدول اول ܰ  و از اينكه ܰ א ሺܰ: در نتيجه  .ሻܯ

ሺܰ: ሻܭ ك ሺܰ:   .ሻܯ

ܰكه  ܯاز  ܭفرض كنيد براي هر زيرمدول  حال ه :ሺܰداشته باشيم  ܭ ሻܭ ൌ ሺܰ: نشان  .ሻܯ

ݎ هر اگر براي. است ܯمدول اول يك زير ܰ كهدهيم   مي א ݔو  ܴ א داشته باشيم  ܰ\ܯ

ݔݎ א ܰ ، آنگاهܰ ه ܰ ൅ ݔܴ ك  .ܯ

:ሺܰبا توجه به فرض داريم  ሺܰ ൅ ሻሻݔܴ ൌ ሺܰ: ݔݎچون . ሻܯ א   لذا ،ܰ

ሺܰݎ  .                                  ൅ ሻݔܴ ൌ ܰݎ ൅ ݔݎܴ ك ܰ   

ݎبنابراين   א ൫ܰ: ሺܰ ൅ ሻ൯ݔܴ ൌ ሺܰ:   ז  .ሻܯ
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 .اول نداردهر مدول لزوما زيرمدول با توجه به مثال زير      

   .هيچ زيرمدول اولي ندارد ஶሻ݌ሺܼمدول -ܼ. 4.1 مثال    

ۃبه صورت  ஶሻ݌ሺܼهاي زيرمدول .اثبات     ଵ
௣೙ ൅ از  .يك عدد طبيعي است ݊جايي كه ، ۧ ܼ

ۃ௡ାଵܼ݌ داريم ،ܼي از حلقه ௡ାଵܼ݌آل اينكه براي ايده 1
൅1݊݌ ൅ ܼ ۧ ൌ 0 ك ۃ 1

݊݌ ൅   و  ۧ ܼ

ሺ݊݌൅1ܼሻܼሺ݌∞ሻ ് ௡ାଵܼ݌، چون 0 ቀ 1
൅1݊݌ ൅ ܼቁ ൌ 1

݌ ൅ ܼ ്  از آنجا كه  و همچنين 0

ۃ ଵ
௣೙శభ ൅ ܼ ۧ م ۃ ଵ

௣೙ ൅ ଵ چون ،ۧ ܼ
௣೙శభ ൅ ܼ ב ۃ ଵ

௣೙ ൅ زيرمدول - ܼهيچ  ஶሻ݌ሺܼ، لذا  ۧ ܼ

  ז .اول ندارد

نامند   را اوليه مي ܯاز ܳ مدول محضرزي .مدول باشد- ܴيك  ܯنيد فرض ك. 5.1تعريف    

ݎهرگاه براي هر  א ݔو  ܴ א ݔݎ، چنانچه ܳ א ݔ، آنگاه ܳ א ݎا ي ܳ א ඥሺܳ:  در اين حالت. ሻܯ

:ඥሺܳاگر  ሻܯ ൌ   .نامند  مي ܯي   اوليه-ܲرا يك زيرمدول  ܳآنگاه  ،ܲ

 .كنيممي نظر صرفاثبات لم زير نيز بديهي است و از بيان آن     

:ඥሺܳآنگاه  باشد، ܯمدول - ܴيك زيرمدول اوليه از  ܳهرگاه  .6.1لم       ܴاول  آلايدهيك  ሻܯ

  .است

ݎرا ثانويه گويند، هرگاه براي هر  ܯمدول غير صفر -ܴ .7.1تعريف      א ܯݎ ،ܴ ൌ يا عدد  ܯ

ܯ௡ݎموجود باشد به طوريكه  ݊ غير صفرمثبت صحيح  ൌ ૭.  در اين حالت اگرඥሺ૭: ሻܯ ൌ ܲ ،

  .نامند  ثانويه مي- ܲرا يك مدول  ܯآنگاه 

:ඥሺ૭ثانويه باشد، آنگاه -ܲيك مدول  ܯهرگاه . 8.1لم      ሻܯ ൌ   .است ܴآل اول   يك ايده ܲ
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ଶݎଵݎفرض كنيد  .اثبات     א ඥሺ૭: ଵݎو  ሻܯ ב ඥሺ૭: ,ଵݎ، براي هر ሻܯ ଶݎ א در اين صورت . ܴ

ଵݎوجود دارد به طوري كه  ݊ صحيح مثبت غير صفريك عدد 
௡ݎଶ

௡ܯ ൌ ሺݎଵݎଶሻ௡ א ሺ૭:  .ሻܯ

ଵݎپس 
௡ݎଶ

௡ܯ ൌ ૭ . ݎاز اينكه همچنينଵ ב ඥሺ૭:  ݇ يچ عدد صحيح مثبت غير صفرلذا ه ،ሻܯ

ଵݎ وجود ندارد به طوري كه
௞ א ሺ૭: ଵݎ ،݊از جمله براي  .ሻܯ

௡ ב ሺ૭: ଵݎاز اين رو  .ሻܯ
௡ܯ ് ૭ و 

ܯଵݎس پثانويه است،  ܯاز آنجا كه  ൌ ଵݎدر نتيجه . ܯ
௡ܯ ൌ   پس. ܯ

݋                              ൌ ଵݎ
௡ݎଶ

௡ܯ ൌ ଶݎ
௡ݎଵ

௡ܯ ൌ ଶݎ
௡ܯ.     

ଶݎاين بنابر א ඥሺ૭: :ඥሺ૭در نتيجه  .ሻܯ ሻܯ ൌ   .است ܴاول  آلايدهيك  ܲ

 پذير ناميده ميبخش ܯمدول -ܴ يك .صحيح باشد ي يك دامنه ܴفرض كنيد . 9.1 تعريف     

ݎ عنصر غير صفر ، هرگاه براي هرشود א ܯ داشته باشيم ،ܴ ൌ   .ܯݎ

  .، يك مدول ثانويه استپذيربخش ܯمدول -ܴبديهي است كه هر     

نامند هرگاه هر   را ضربي مي ܯمدول . مدول باشد-ܴيك  ܯفرض كنيد  .10.1 تعريف    

ه دضربي ضعيف نامي ܯهمچنين  .است ܴ آل  يدهايك  ܫكه  يجايباشد،  ܯܫزيرمدول آن به فرم 

واضح است  .است ܴ آلايدهيك  ܫي كه جايباشد،  ܯܫهرگاه هر زيرمدول اول آن به فرم  شود  مي

برقرار  اين مطلببا توجه به مثال زير عكس اما  .مدول ضربي، ضربي ضعيف است-ܴهر كه 

  .نيست

  .يك مدول ضربي ضعيف است اما ضربي نيست ܳمدول -ܼ .11.1مثال     

ܰپس . باشد ܳمدول اول غير صفر يك زير ܰفرض كنيد كه  .اثبات     ് فرض  همچنين .ܳ

ݔكنيد  א oو  ܰ\ܳ ് ݕ א د به نوجود دار ݏ‚ݎ‚݈‚݇در اين صورت اعداد صحيح غير صفر . ܰ

ݔه طوري ك ൌ ݇
ݕو  ݈ ൌ ݎ

ݔ݈ݎبنابراين . ݏ ൌ ݇ݎ ൌ ቀݎ
ቁݏ ݇ݏ ൌ ሺ݇ݏሻݕ א ݈ݎپس . ܰ א ሺܰ: ܳሻ .



6 
 

݈ܳݎ لذا ك ݈ܳݎ پس ،پذير است  بخش ܳمدول -ܼاز طرفي . ܰ ൌ ܳلذا . ܳ ൌ اين با  كه ܰ

 مي باشد ܳزيرمدول اول تنها  زيرمدول صفر بنابراين. در تناقض است ܰمدول محض بودن زير

ሺ૭ሻآنجا كه  و از ൌ ሺ૭ሻܼاز  ܫآلايدهبراي هر  از طرفي. ضربي ضعيف است ܳمدول -ܼلذا  ،ܯ،  

ܳܫداريم كه  ൌ ܼ است، لذا ܳزيرمدول محض  ܼ و چون ܳ ്  ܫآل از اين رو براي هر ايده ،ܳ

ܼ ،ܼاز  ്   ז .ضربي نيست ܳمدول - ܼبنابراين . ܳܫ

       .هر مدول دوري، ضربي است. 12.1 مثال     

ܯواضح است كه . مدول دوري باشد-ܴيك  ܯفرض كنيد . اثبات     ؆ ܴ
 ܴآلي از ايده ܫكه  ܫ

ோآل حال چون هر ايده. است
ூ

௃به صورت  
ூ

௃است پس  ܴآلي از ايده ܬاست كه  
ூ

ൌ .ܬ
ோ
ூ

و در   

  ז. يك مدول ضربي است ܯنتيجه 

௉ܵو  ܴ ي  حلقه اول آلايده يك ܲمدول،-ܴ يك ܯ فرض كنيد .13.1 تعريف     ൌ . باشد ܲ\ܴ

          :شود  رفي ميعبه صورت زير م ،ܲبه  نسبت  ܯܲاشباع  ،ሺܵ௉ሻܯܲمدول   زير در اين صورت

ሺܵ௉ሻܯܲ.                              ൌ ሼݔ א ݏ׌ :ܯ א ܵ௉ , ݔݏ א       ሽ ܯܲ

ݔ هر عنصر برايآنجا كه از  همچنين א .1 كه ، داريمܯܲ ݔ ൌ ݔ א 1و چون ܯܲ א ܵ௉،  پس

ݔ א   و است ܯܲشامل  ܯيك زيرمدول  ሺܵ௉ሻܯܲ ،يعني. ሺܵ௉ሻܯܲ

                                    .ܲ ك ሺܲܯ: ሻܯ ك ሺܲܯሺܵ௉ሻ:    ሻܯ

نامند   اول مجزا شده مي- ܲرا يك زيرمدول  ܯمدول - ܴاز  ܰاول - ܲزيرمدول . 14.1تعريف     

ܰاگر   تنها  و  اگر ൌ   .ሺܵ௉ሻܯܲ
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.݈ܿكه با  ܴي   كه بعد كرول كلاسيك حلقهشويم   يادآور مي              ݇. نمايش داده   ܴ ݉݅݀

.݈ܿشود نامتناهي است يا   مي ݇. ݀݅݉ ܴ ൌ هاي اكيدا   سوپريمم طول زنجير ݊كه  ي، جاي݊

.ሺ݈ܿ ܯمدول - ܴبعد كرول كلاسيك . است ܴي   هاي اول حلقه  آل  صعودي از ايده ݇. ݀݅݉ ، ሻܯ

ோي   بعد كرول كلاسيك حلقه
஺௡௡ ெ

ي   نوان مثال؛ بعد كرول كلاسيك حلقهبه ع. شود  تعريف مي 

برابر با بعد كرول كلاسيك  ܳمدول - ܼبرابر با يك است و بعد كرول كلاسيك  ܼاعداد صحيح 

௓ي   حلقه
஺௡௡ ொ

ൌ
௓

ሺ૭ሻ
ൌ    .باشد  برابر با يك است، مي كه  ܼ

݉݅݀كه با  ܯبعد مدول  .15.1 تعريف    ݉݅݀شود متناهي است و   نمايش داده مي ܯ ܯ ൌ ݊ ، 

  مي ܯي   هاي اول مجزا شدهزنجيرهاي اكيدا صعودي از زيرمدولطول سوپريمم  ݊كه  يجاي 

݉݅݀ يمگويميباشد و  ܯ ൌ هاي اول زنجير اكيدا صعودي از زيرمدوليك است، اگر داراي  ∞

  .باشد ݊مجزا شده با هر طول 

 عنصر براي هر محتوا نامند هرگاه را ܯمدول. مدول باشد-ܴيك ܯفرض كنيد  .16.1 تعريف    

ݔ א ݔداشته باشيم ܯ א ሻݔሺܥكه  جايي، ܯሻݔሺܥ ൌ :ܫሼځ ݔ א ,ܯܫ آلايده ازحلقهܴ است    .ሽܫ يك 

به و شود نمايش داده مي ሻܤெሺ݀ܽݎا ب ܯمدول -ܴاز  ܤراديكال زيرمدول  .17.1 تعريف    

شود، در صورتي كه هستند تعريف مي ܤكه شامل  ܯهاي اول زيرمدولي اشتراك همهصورت 

ሻܤெሺ݀ܽݎدر غير اين صورت . باشد ܤمدولي اول شامل داراي زير ܯ ൌ  .شودفرض مي ܯ

  .شودتعريف مي ܴهاي اول مدولي زيربه صورت اشتراك همه ܴ ݀ܽݎهمچنين 

 ܯدر ܤدر اين صورت پوش . باشد ܯمدول - ܴيك زيرمدول از  ܤفرض كنيد . 18.1 تعريف    

  :شودزير معرفي مي به صورتشود، مينمايش داده  ሻܤெሺܧكه با 

                          .ሼ݉ݎ: ݊׌ א N, ௡݉ݎ א ݎ ،ܰ א ݉ و ܴ א   ሽ جاييكه ܯ
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 .شودنمايش داده مي ሻܤெሺܧܴبا  ሻܤெሺܧي به وسيلههمچنين زيرمدول توليد شده 

 در اين صورت  .باشد ܯيك زيرمدول  ܤمدول و - ܴيك  ܯفرض كنيد  .19.1 قضيه    

ܤ.                                           ك ሻܤெሺܧܴ ك    ሻܤெሺ݀ܽݎ

ݔبه ازاي هر . اثبات     א 1ோ، ܤ
ଵ . ݔ ൌ ݔ א ݔبنابراين  .ܤ א ሻܤெሺܧ ك  لذا. ሻܤெሺܧܴ

ܤ ك ݔحال فرض كنيد . ሻܤெሺܧܴ א ݎ در نتيجه عناصر. دلخواه باشد ሻܤெሺܧ א ܴ، ݉ א و  ܯ

ݔ موجودند كه طوريبه  ݊عدد صحيح مثبت غير صفر  ൌ ௡݉ݎو ݉ݎ א يك  ܰهرگاه . ܤ

ܤباشد به طوري كه  ܯزيرمدول اول دلخواه از  ك ௡݉ݎ، آنگاه ܰ א ݉اگر . ܰ א ، آنگاه ܰ

ݔ ൌ ݉ݎ א ݉و اگر  ܰ ב ௡ݎ، آنگاه ܰ א ሺܰ: :ሺܰ، 2.1 از طرفي طبق لم. ሻܯ آل   يك ايده ሻܯ

ݎاست، لذا  ܴاول א ሺܰ: ܯݎپس. ሻܯ ك ݔاين رو از. ܰ ൌ ݉ݎ א ܯݎ ك بنابراين . ܰ

ݔ א ځ ܰ ൌ ெاولேஸكெ஻݀ܽݎ
ሻܤெሺܧ ،يعني. ܤ ك   در نتيجه. ሻܤெሺ݀ܽݎ

ሻܤெሺܧܴ .                             ൌ ۄሻܤெሺܧۃ ك   ሻܤெሺ݀ܽݎ

 ז                                                    

  

يك  ܤيا ( كندفرمول راديكال صدق مي رد ܯمدول -ܴ از ܤزيرمدول  گوييم.20.1 تعريف    

ሻܤெሺܧܴ هرگاه ،)است ݈݀݊ܽݏܽܥܿܯزيرمدول  ൌ   ي زيرمدولاگر همههمچنين . ሻܤெሺ݀ܽݎ

فرمول در  ܯمدول  گوييم  در اين صورت راديكال صدق كنند،در فرمول  ܯمدول - ܴهاي 

در فرمول ها   مدول-ܴي اگر همه .)است ݈݀݊ܽݏܽܥܿܯ مدول  يك  ܯيا ( كندراديكال صدق مي

 ܴ يا( كندصدق ميدر فرمول راديكال  ܴي ، در اين صورت گوييم حلقهدنكن  راديكال صدق 

  ).است ݈݀݊ܽݏܽܥܿܯ ي حلقه يك
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:߮ مدول،- ܴدو  ᇱܯو  ܯفرض كنيد  .21.1 قضيه     ܯ ՜  ܤو  مدولي- ܴيك بروريختي  ᇱܯ

߮ݎ݁ܭبه طوري كه باشد  ܯيك زيرمدول  ൌ ܭ ك تناظر يك به يك بين ت يك در اين صور. ܤ

هستند  ሻܤሺ߮كه شامل  ᇱܯهاي محض مدولهستند و زير ܤ كه شامل ܯمحضهاي مدولزير

موجود است به  ܯاز  ܥيك زيرمدول  ᇱܯاز  ᇱܤمدول   علاوه بر اين براي هر زير. وجود دارد

ܭطوري كه  ك ሻܥሺ߮و  ܥ ൌ   .ᇱܤ

  ז. ]13[از ) 1.1(. اثبات    

:߮ مدول،- ܴدو  ᇱܯو  ܯفرض كنيد  .22.1 لم     ܯ ՜ يك  ܤ و مدولي-ܴيك بروريختي  ᇱܯ

ሻሻܤெሺ݀ܽݎሺ߮در اين صورت . باشد ܯزيرمدول  ك    .ሻሻܤெᇲሺ߮ሺ݀ܽݎ

ܭفرض كنيد  .اثبات     ൌ ܤدر اين صورت چون . ߮ ݎ݁ܭ ك ܤ ൅  ، لذا به وضوحܭ

ሻܤெሺ݀ܽݎ  ك ܤெሺ݀ܽݎ ൅ ሻሻܤெሺ݀ܽݎሺ߮از اين رو  .ሻܭ ك ߮ሺ݀ܽݎெሺܤ ൅ از  از طرفي. ሻሻܭ

ሻܭሺ߮كه آنجا  ൌ ߮ሺݎ݁ܭ ߮ሻ ൌ ሺ૭ሻ، لذا ߮ሺܤ ൅ ሻܭ ൌ ߮ሺܤሻ ൅ ߮ሺܭሻ ൌ ߮ሺܤሻ. از اين رو 

ܤெᇲሺ߮ሺ݀ܽݎ ൅ ሻሻܭ ൌ ߮ ݎ݁ܭ از آنجا كه  حال. ሻሻܤெᇲሺ߮ሺ݀ܽݎ ൌ ܭ ك ܤ ൅  نگاشت و ܭ

  ، داريم كه21.1 يقضيه طبق است، لذايك بروريختي ، ߮

 ߮ሺ݀ܽݎெሺܤ ൅ ሻሻܭ ൌ ܤெᇲ൫߮ሺ݀ܽݎ ൅ ሻ൯ܭ ൌ   بنابراين . ሻሻܤெᇲሺ߮ሺ݀ܽݎ

      .߮ሺ݀ܽݎெሺܤሻሻ ك ߮ሺ݀ܽݎெሺܤ ൅ ሻሻܭ ൌ ܤெᇲ൫߮ሺ݀ܽݎ ൅ ሻ൯ܭ ൌ            ሻሻܤெᇲሺ߮ሺ݀ܽݎ

ሻሻܤெሺ݀ܽݎሺ߮در نتيجه  ك   ז. ሻሻܤெᇲሺ߮ሺ݀ܽݎ

ଵܤباشند به طوري كه  ܯمدول - ܴهاي   زيرمدول ଶܤو  ଵܤفرض كنيد  .23.1لم      ك در . ଶܤ

  اين صورت 
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ܧܴ )1( ಾ
ಳభ

ቀ2ܤ
1ܤ

ቁ ൌ 2ሻܤሺܯܧܴ
1ܤ

. 

݀ܽݎ )2( ಾ
ಳభ

ቀ2ܤ
1ܤ

ቁ ൌ 2ሻܤሺܯ݀ܽݎ
1ܤ

. 

ሺ݉ݎفرض كنيد  )1(. اثبات ൅ ଵሻܤ א ܧܴ ಾ
ಳభ

ቀ஻మ
஻భ

ቁ كه باشد، جاييغير صفر  دلخواه يك عنصر

 ݉ א ݎ و  ܯ א ௡ሺ݉ݎوجود دارد به طوري كه  ݊يك عدد طبيعي  لذا .ܴ ൅ ଵሻܤ א 2ܤ
1ܤ

   پس. 

௡݉ݎ.                                     ൅ ଵܤ ൌ ௡ሺ݉ݎ ൅ ଵሻܤ א 2ܤ
1ܤ

  

௡݉ݎ از اين رو ൅ ଵܤ א 2ܤ
1ܤ

ଵܤ از اينكه و  ك ௡݉ݎ لذا ،ଶܤ א ௡݉ݎ و ଶܤ ב در نتيجه . ଵܤ

݉ݎ ב ݉ݎ، 18.1طبق تعريف  بنابراين .ଵܤ א ݉ݎ و ଶሻܤெሺܧ ב ݉ݎيعني، . ଵܤ א 2ሻܤሺܯܧܴ
1ܤ

. 

ܧܴپس  ಾ
ಳభ

ቀ2ܤ
1ܤ

ቁ ك 2ሻܤሺܯܧܴ
1ܤ

شود كه ثابت مي مشابه همين اثبات با عضوگيري. 

ோாಾሺ஻మሻ
஻భ

ك ܧܴ ܯ
1ܤ

ቀ஻మ
஻భ

ቁ .  ܧܴپس ಾ
ಳభ

ቀ2ܤ
1ܤ

ቁ ൌ 2ሻܤሺܯܧܴ
1ܤ

.  

݀ܽݎ ،17.1طبق تعريف ) 2( ಾ
ಳభ

ቀ2ܤ
1ܤ

ቁ هاي اول مدولي زيربه صورت اشتراك همهெ
஻భ

஻మشامل  
஻భ
 

ெمدول اول است و هر زير
஻భ

ேبه فرم  
஻భ

حال . است ଵܤشامل  ܯمدول اول زير ܰاست، جايي كه  

ଵܤاز اينكه  ك نيز را  ଵܤرا در بر داشته باشد، ଶܤكه  ܯاز  ܰهر زيرمدول اول  است لذا ଶܤ

 ଵܤ، ଶሻܤெሺ݀ܽݎيعني،  ଶܤشامل  ܯهاي اول مدولي زيربنابراين اشتراك همه .شودشامل مي

݀ܽݎلذا . را در بر دارد ಾ
ಳభ

ቀ2ܤ
1ܤ

ቁ ൌ 2ሻܤሺܯ݀ܽݎ
1ܤ

.  

  در اين صورت. باشد ܯيك زيرمدول از  ܤمدول و - ܴيك  ܯفرض كنيد . 24.1 نتيجه 

ಾܧܴ )1(
ಳ

൫૭൯ ൌ ሻܤሺܯܧܴ
 .ܤ

ಾ݀ܽݎ )2(
ಳ

൫૭൯ ൌ ሻܤሺܯ݀ܽݎ
  .ܤ
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  ז. ]16[ از )1.4( .اثبات    

به  باشند ܯهاي زيرمدول ܭو  ܤهمچنين  .باشد مدول- ܴيك  ܯفرض كنيد . 25.1 قضيه     

ܯطوري كه  ൌ ܤ ൅ ܤ௄ሺܧܴو  ܭ ת ሻܭ ൌ ܤ௄ሺ݀ܽݎ ת  در اين صورت. ሻܭ

ሻܤெሺܧܴ                                              ൌ   .ሻܤெሺ݀ܽݎ

ܤ௄ሺܧܴاز اينكه . اثبات     ת ሻܭ ൌ ܤ௄ሺ݀ܽݎ ת ௄ሻתோா಼ሺ஻  لذا، ሻܭ
஻ת௄

ൌ ௥௔ௗ಼ሺ஻ת௄ሻ
஻ת௄

 .  

ܧܴدر اين صورت  ಼
ಳ಼ת

൫૭൯ ൌ ሻܭתܤሺܭܧܴ
ܭתܤ ൌ ሻܭתܤሺܭ݀ܽݎ

ܭתܤ ൌ ݀ܽݎ ಼
ಳ಼ת

൫૭൯. 

ܧܴبنابراين  ಼
ಳ಼ת

൫૭൯ ൌ ݀ܽݎ ಼
ಳ಼ת

൫૭൯ .يكريختي سوم يطبق قضيه چون  ௄
஻ת௄

؆ ஻ା௄
஻

ൌ ெ
஻

  ،

ಾܧܴلذا 
ಳ

൫૭൯ ൌ ಾ݀ܽݎ
ಳ

൫૭൯ .24.1ي نتيجه در نتيجه طبق ،ோாಾሺ஻ሻ
஻

ൌ ௥௔ௗಾሺ஻ሻ
஻

لذا  . 

ሻܤெሺܧܴ ൌ   ז  .ሻܤெሺ݀ܽݎ

نيز  ܯ، آنگاه هر تصوير همريخت در فرمول راديكال صدق كند ܯمدول - ܴهرگاه . 26.1لم     

  .كندميدر فرمول راديكال صدق 

  ז. ]16[از ) 1.1(. اثبات    

نامند، هرگاه هيچ زيرمدول غير سره نداشته را ساده مي ܯصفر   مدول نا-ܴ. 27.1 تعريف    

   .باشد

ሺ  فرض كنيد . 28.1 تعريف     ఈܶሻ஑אூباشد ܯمدول -ܴي هاي سادهمدوليك خانواده از زير .

ܯمجموع مستقيم اين خانواده باشد، آنگاه  ܯدر اين صورت اگر  ൌْఈאூ ఈܶ  ي يك تجزيهرا

شود در صورتي كه داراي ساده ناميده مينيم ܯ مدول- ܴ يك همچنين. نامند  مي ܯساده از نيم

  .ساده باشدي نيميك تجزيه


