
 



 دانشگاه اصفهان

  دانشکده علوم

   ریاضیگروه 

  

   ریاضی گرایش جبررشته ي پایان نامه کارشناسی ارشد 

 
 

  توصیفی بر جبرهاي گرنشتاین مجازي

 

 
  استاد راهنما:

  شکراله سالاریاندکتر 

  
  پژوهشگر:

  فاطمه زارع زاده مهریزي

  
 1390 ماه اردیبهشت

 



 

 

  

 

 

  

  

  

  

  

  

  

 

 

کلیه حقوق مـادي مترتـب بـر نتـایج مطالعـات،      
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اਙঀی!
౶ࣂࡣتඣ໑଒ه�یඵහرਣশیدوඇൻণࢌراࣼുیدهبا॰دوඵදر৔وراଘجای৔وا౻ංیار঍ند؟وآن౶ࣂࡣتग़ଘ଒قام඼້ب৔واিس

یا૛भهوॺࡗ૗ه�ایاز৔ورویඟ໋داষیدهبا॰د؟
೯دایا!

ච໔࣓مرانࢂشایدॻدحا঴ࢡࢵتوॐرච໔ندൊفنජໍୀ࣓مراজوو࠰م�زد৔ࢌশفوࣅنا੪ॸଘඟ࡭ودمࢂিرانධ෈رૼنඥইࡻصانو৑
඼ෙय़تووࣹࡤتوଽا३ماز୆ஃودসభච໔ناه৔وو१وز૞ඇඋه�امراျ঩کنൊندච໔وصال৔و.

াساਯࣨونૼنభଘخا�ଡیक़ඟ໊تاീীتاده�اموୀایീি࣓مষیਔی৔وෘ੣ࣗคඖموଘح࢕૓ه�ی಺ൕ഍ॡنوख़حࢇم৔وభآو૛൏৆ه�ام.
ਹग़ࣤودا!

ୌزభده঴ش঒ناসودوऒاوان඼່ࡑࡦشমଘاوୀه૞঻ࢸّتज़دکداردو৯یاਚگوࠫمျজی਩زبا଒،ی࢑ࢌॻنده�یذ঻ୀم૽ن رँ
سا�ଢیبൎندتای৤ඟ໊م،ایീযیارزশباوای඼ෙय़بان�ଌୃن඼ෙय़باฬن.



พ়ࢁඟّوदدردا਩ی
ণپاسوণتاীش୏وردگاریൊتاراॴ଒وقآड़و౻ಶنراభقൎ࣍م৩ھادوذ૾نوا৯د૙ীه�امراଘاБЗاری৶ලෙّझख़ࢤودगหھانو੫োمآن�راభசک঍࣒م.وبازকم
ণپاسآنیൊتاراૡ೷ࣼ଒ه�سارزلال඼ෙय़با਩یو࠙࡭قرابا઒अورخاৗوادهودوণتاৣم঍భنارم،ଘૼنارزا਩یدا८تหوओودشانحاਗیواঃیدমࡑ࡫مبا॰دو

وज़࡭وऴّمباতندویار৤م৶ࢤودधభหضاਪی઒अوریاলمୀ଒ا৤مන෤঳رଌنরود. ز৯دਛی�امراৗଘور઒अوراسا঺یدیروଃنඟ໊د଒راঘ࣒ما
حالૡঙਝଘ଒ه�یآ਩ฬیঙ଒ࢤواره௵نوراঘ࣒ما৤مরود৯دदدمঈوچਔیభراਘیੌولا਩یୀدا૛তه�ام،ऒୀودلازمਗی�داৣماز৳مامইسا਩یජ໑଒اభاଌن

ඵේज़ریاری৶ࢤود৯دৎقدୌوพ়ࢁ঍ඟّ࣒م.
৮دروماସభ୍م઒अ଒ورज़ඟ໋شانآراज़شز৯دজ࣓م،وओودشاناঃید ඟانख़࡛ࢴّت،ଌୃ୍ସنوඟ໋ا඗ষھاଌୃنগد୓�ଢیآॶما਩ی، ازدواमیاৗوسਟی໊� ا঻تدا
گا঒شانوরودিشاناঃیدخاජໍما॥ت෼لণپاسوदدردا਩یرادارم.وازঙࢡඥر඼ෙय़باৣمభ଒৳ماਗیاଌنඵේज़روඵ෕زज़భࡰࡲت�୓یراه ৽،࣒مංඌীز

ز৯دਛی௵نواঃیدমࡑشૼنরودها॥تേ઼࣓ماণଡپاسఴذاریਗی�঍࣒م.
পنابآ༚یدන඿رشࢁඟا္سالاریانభ଒ੌولূࡗજی࢙مభاଌنग़ࡻ੪عواଌنرساঙଔࢤوارهراঘ࣒ما৤مরود৯دو඼່اୃاز ازاণتادراঘ࣒مایБЗرদوارم،
৩ھاশࢌධ්روشඇൢباਪیૼنراازراঘ࣒ماਪی�୓یਟی�৒భغऒود඼ෙ঳ه�ঃندسا౻ංند،صاد৩ଡ༚ھاশࢌพ়ࢁඟّرادارموୀاীشانسلاਠঃی،඼ෙ঳وزی با یکاণتادراঘ࣒ما

و৔وਮ࣪قروزاල່ونراآرزوঃندم.
ঝشاده�روਪی পنابآ༚یدන඿رओوادا५داਙঀیభ଒ੌولدوره�یکارতناਉیار॰دازख़ࡗතرشانইࡣبਮࣜض৶ࢤوده�اموঙࢤوارهبا কم�಻ൾফناز،

ज़࡭وّقૼنরوده�ا৯دوزॐ࢟تداوریاଌنپایان�ଓฬراඵ෕زୀ࠱ھدهدا૛তه�ا৯د৩ھاশࢌพ়ࢁඟّوदدردا਩یراਗی�৶ما৤م.
଒زॐ࢟تبازऒوا਩یوداوریاଌنپایانଓฬراୀ࠱ھدهণ،௅ඟ໋پاس�থذارم. পنابآ༚یدන඿رࣅبداॻناඪر঳ھ࢘ૢه از

భپایاناز୓�ਝیصاد�ଡ༚یدوণتانସ୍مໆرکارخاৣمدන඿ررا૟઻هوا೮دوජ໑جان਑ࣣ਻ॲی඼່دণپاس�থذاریਗی�৶ما৤موازୀاభوऒواଽانସ୍و
඼ෙय़باৣمൕঙ଒ࣂ૙هدو॥ت،ज़࡭وّق،یارو඼෻ঙاهدॼ࡬وزૼنభرণیدنଘاগداळمංඌ঒ند،พ়ࢁ඼່ඟّاواندارم.

ૡં༙هزارع�زاده
ارد௩ماه۱۳۹۰



ଘم৤قدৎ

ساࣽتग़قدسوฮیඬّࠝرතअرت

ଥ඼່یฮعاৎ္ࠡࡡلّا ૎ّࣵةا଀ناॺࡏ૮ناॹࡁسࢁඟی

و৳مامآ਩ฬی�଒ازجانऒوীشথذห௭دଌناਙঀی،ਹग़ࣨوশࢌودশنداریپا৷مالنࢂඟدد.



  چکیده

  

����، اگر تابعگون �مدول  -Λچنان باشد که، براي هر  Λجبر آرتینی  -�کنید فرض 
� �، براي هر (−,�) > 0 

����گاه تابعگون  هاي تزریقی گرنشتاین صفر شود، آن مدول -Λي  روي همه
� (−, �براي هر  (� >  -Λي  روي همه 0

  را جبر گرنشتاین مجازي نامیم. Λصورت  صفر شود و برعکس. دراینهاي تصویري گرنشتاین  مدول

از  � ي  صورت زیررسته هاي راست با تولید متناهی باشد. دراین مدول -Λي  رسته ����جبر آرتین و  Λفرض کنید 

یعنی، تقریب راست داشته باشد؛  -�، �مدول با تولید متناهی مانند -Λطور ناهمورد متناهی است، اگر هر   به ����

� ∈ :φو ریخت  � X ⟶ M که براي هر  طوري موجود باشد به�′ ∈ �)����، نگاشت القایی �
�, �) ⟶

����(�
  پوشش داشته باشد. پیش-�، �مدول با تولید متناهی مانند  -Λعبارت دیگر، هر  پوشا باشد؛ به (�,�

�(����Λ)ي  گاه زیررسته جبر گرنشتاین مجازي باشد، آن Λکنیم اگر  نامه ثابت می در این پایان  ����از ����⋂

   به طور ناهمورد متناهی است.

  

طور   ي به جبر آرتین، مدول تزریقی گرنشتاین، مدول تصویري گرنشتاین، جبر گرنشتاین مجازي، زیررسته :يکلید يواژه ها

 .پوشش ناهمورد متناهی، تقریب راست، پیش
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ج مقدمه
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٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجازی گرنشتاین جبر ٢.۵
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ب مطالب فهرست

١٠٠ انگليسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١٠٧ مراجع



نمادها فهرست

Z حقيقͬ اعداد مجموعه�ی
N طبيعͬ اعداد مجموعه�ی
M ⊕N N Mو مستقيم مجموع
⊕Mi Miها مستقيم مجموع
ΠMi Miها مستقيم حاصل�ضرب
M ⊗N N Mو Z-مدولهای تانسوری حاصل�ضرب
M

∏
N N Mو شͬء دو حاصل�ضرب

M
⨿
N N Mو شͬء دو هم�حاصل�ضرب

ker هسته
coker همهسته
im تصویر
coim هم�تصویر
Spec(R) R حلقه�ی اول ایده�آل�های تمام مجموعه�ی
htR(P ) P اول ایده�آل ارتفاع
PID اصلͬ ایده�آل دامنه�ی
dimR R حلقه�ی بˀعد
lpD(R) R حلقه�ی چپ تصویری کلͬ بˀعد
liD(R) R حلقه�ی چپ تزریقͬ کلͬ بˀعد
lD(R) R حلقه�ی چپ کلͬ بˀعد
Zn(X•) X• هم�بافت برای n-دورها مدول
Bn(X•) X• هم�بافت برای n-مرزها مدول
HomR(X•,Y•) Y• و X• هم�ریختͬ هم�بافت
Hn(X•) X• هم�بافت از همولوژی مدول n-امين

پ



ت نمادها فهرست

ΩX•
n X• هم�بافت از مرابطه مدول n-امين

ExtnR(M,N) N Mو مدول�های همولوژی گروه n-امین
con(f•) f• زنجیری نگاشت برای مخروطͬ نگاشت
f• ≃ g• است. هموتوپ g• با f• زنجیری نگاشت
E(M) M R-مدول تزريقͬ پوش
idR(M) M R-مدول تزريقͬ بˀعد
pdR(M) M R-مدول تصويری بˀعد
l(M) M شͬء طول
Ob(C) C رسته�ی اشیاء از کلاسͬ
HomC(M,N) C رسته�ی در N Mبه از ریخت�ها مجموعه�ی
EndC(A) C رسته�ی در A درون�ریختͬ مجموعه�ی
Sets مجموعه�ها رسته�ی
Groups گروه�ها رسته�ی
Ab آبلͬ گروه�های رسته�ی
Ch(R) هم�بافت�ها رسته�ی

RMod چپ R-مدول�های رسته�ی
ModR راست R-مدول�های رسته�ی

Rmod متناهͬ تولید با چپ R-مدول�های رسته�ی
modR متناهͬ تولید با راست R-مدول�های رسته�ی
modRop متناهͬ تولید با راست Rop-مدول�های رسته�ی
InjR تزریقͬ چپ R-مدول�های رسته�ی
ProjR تصویری چپ R-مدول�های رسته�ی
GInjR گرنشتاین تزریقͬ چپ R-مدول�های رسته�ی
GProjR گرنشتاین تصویری چپ R-مدول�های رسته�ی
K(R) چپ R-مدول�های هموتوپی رسته�ی
K(InjR) تزریقͬ چپ R-مدول�های هموتوپی رسته�ی
K(ProjR) تصویری چپ R-مدول�های هموتوپی رسته�ی
Ktac(InjR) تزریقͬ چپ R-مدول�های از دقیق کاملا́ هم�بافت�های هموتوپی رسته�ی
Ktac(ProjR) تصویری چپ R-مدول�های از دقیق کاملا́ هم�بافت�های هموتوپی رسته�ی
Ktac(injR)ͬمتناه تولید با R-مدول�هایچپتزریقͬ از دقیق هم�بافت�هایکاملا́ رسته�یهموتوپی
Ktac(projR)ͬمتناه تولید با R-مدول�هایچپتصویری از دقیق هم�بافت�هایکاملا́ رسته�یهموتوپی



ث نمادها فهرست

Kc(InjR) فشرده تزریقͬ چپ R-مدول�های از هموتوپی رسته�ی

RMod تزریقͬ مدول�های پیمانه�ی به چپ R-مدول�های پایای رسته�ی

RMod تصویری مدول�های پیمانه�ی به چپ R-مدول�های پایای رسته�ی
GInjR تزریقͬ مدول�های پیمانه�ی به تزریقͬ گرنشتاین چپ R-مدول�های پایای رسته�ی
GProjR تصویری مدول�های پیمانه�ی به تصویری گرنشتاین چپ R-مدول�های پایای رسته�ی
Λ آرتین R-جبر
ModΛ راست Λ-مدول�های رسته�ی
modΛ متناهͬ تولید با راست Λ-مدول�های رسته�ی
modΛop متناهͬ تولید با راست Λop-مدول�های رسته�ی
injΛ متناهͬ تولید با تزریقͬ راست Λ-مدول�های رسته�ی
projΛ متناهͬ تولید با تصویری راست Λ-مدول�های رسته�ی
GInjΛ تزریقͬ گرنشتاین راست Λ-مدول�های رسته�ی
GProjΛ تصویری گرنشتاین راست Λ-مدول�های رسته�ی
ModΛ تزریقͬ Λ-مدول�های پیمانه�ی به راست Λ-مدول�های پایای رسته�ی
ModΛ تصویری Λ-مدول�های پیمانه�ی به راست Λ-مدول�های پایای رسته�ی
GInj Λ تزریقͬ Λ-مدول�های پیمانه�ی به تزریقͬ گرنشتاین راست Λ-مدول�های پایای رسته�ی
GProj Λمدول�هایتصویری-Λپیمانه�ی به تصویری راستگرنشتاین پایایΛ-مدول�های رسته�ی

ΛMod چپ Λ-مدول�های رسته�ی

Λmod متناهͬ تولید با چپ Λ-مدول�های رسته�ی

Λopmod متناهͬ تولید با چپ Λop-مدول�های رسته�ی



مقدمه

مطالعه مورد ریتن٢ و بلیجیانیس١ توسط ،٢٠٠٢ سال در ابتدا مجازی گرنشتاین جبرهای مفهوم
سال در مͬ�باشند. گرنشتاین جبرهای از طبیعͬ تعمیمͬ مجازی گرنشتاین جبرهای .[٨] گرفت قرار
پیچشͬ زوج�های با آن�ها ارتباط و مجازی گرنشتاین جبرهای بیشتر مطالعه�ی به بلیجیانیس ٢٠٠۵
زیررسته�های بین ارتباط کروزه٣، بلیجیانیسو ٢٠٠٧ سال در این از پس .[۶] مͬ�پردازد کوهن�مͺالͬ

.[٧] دادند قرار بررسͬ مورد را مجازی گرنشتاین جبرهای و ͷتی
است. شده تنظیم فصل پنج در پایان�نامه این

اول: فصل
منابع مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که است مقدماتͬ قضایای و تعاریف شامل

مͬ�باشند. ،[٣٣] و [٢٨] ،[٢۵] ،[١٩] ،[١۵] ،[۵] فصل این در استفاده مورد
دوم: فصل

گردیده تدوین بخش سه در که مͬ�باشد همولوژی جبر و جابه�جایی جبر از مطالبی شامل فصل این
گرنشتاین ͷهمولوژی جبر از را مطالبی آن در که مͬ�باشد، نیز بخش زیر ͷی شامل دوم بخش است.
،[٣١] و [٢٨] ،[١٧] ،[١۵] ،[١٣] ،[١٠] ،[١] منابع از فصل این نوشتن برای مͬ�کنیم. بیان

است. شده استفاده
سوم: فصل

R-مدول�ها هموتوپی رسته�ی مطالعه�ی و معرفͬ به اول بخش در است. بخش دو شامل فصل این
تحلیل ͷی تزریقͬ، R-مدول�های از کراندار پایین از هم�بافت هر کرد، خواهیم ثابت و پرداخته
شده تولید فشرده به�طور رسته�ی و مثلثͬ رسته�ی در فشرده شͬء مفهوم دوم بخش در است. تزریقͬ
R-مدول�های هموتوپی رسته�ی آن�گاه باشد، نوتری R حلقه�ی اگر مͬ�دهیم نشان و نموده معرفͬ را
مͬ�باشد. [٣٠] فصل، این در استفاده مورد منبع است. شده تولید فشرده طور به K(InjR) تزریقͬ،

چهارم: فصل

١Beligiannis
٢Reiten
٣Krause

ج



چ مقدمه

دقیق کاملا́ هم�بافت�های هموتوپی رسته�ی مͬ�کنیم ثابت و پرداخته پایا رسته�ی معرفͬ به فصل این در
پیمانه�ی به گرنشتاین تزریقͬ R-مدول�های پایای رسته�ی و Ktac(InjR) تزریقͬ، R-مدول�های از

مͬ�باشد. [٢٢] فصل، این در استفاده مورد منبع هم�ارزند. هم با GInjR تزریقͬ، مدول�های
پنجم: فصل

آن�ها خواصمهم از برخͬ و آرتینͬ جبرهای معرفͬ به اول بخش در است. بخش دو شامل فصل این
معرفͬ را متناهͬ ناهمورد به�طور زیررسته�ی و مجازی گرنشتاین جبرهای دوم بخش در مͬ�پردازیم.
از ⊥(GInjΛ) ∩modΛ زیر��رسته�ی آن�گاه باشد، مجازی گرنشتاین جبر Λ اگر مͬ�کنیم ثابت و کرده
شده استفاده [٣٢] و [٢٣] ،[۶] ،[۵] منابع از فصل این در است. متناهͬ ناهمورد طور به modΛ

است.



١ فصل

پیشنیازها و مقدماتͬ مفاهیم

به مͬ�گیرند قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که را مقدماتͬ قضایای و تعاریف فصل این در
مͬ�کنیم. صرف�نظر قضایا اثبات از و کرده بیان گذرا طور

را S و R نماد�های معمولا˟ و گرفته نظر در شرکت�پذیر و یͺدار را حلقه�ها همواره پایان�نامه این در
غیر این�که مͽر است چپ یͺانͬ R-مدول R-مدول، از منظور و مͬ�بریم کار به حلقه�ها نمایش برای

شود. بیان این از

اولیه مفاهیم ١.١

نمودار کنید فرض پنج). (لم .١.١.١ گزاره

A١ //

h١
��

A٢ //

h٢
��

A٣ //

h٣
��

A۴ //

h۴
��

A۵

h۵
��

B١ // B٢ // B٣ // B۴ // B۵

در�این�صورت: باشد. دقیق سطرهای با R-هم�ریختͬ�ها و R-مدول�ها از جابه�جایی نمودار ͷی

است. بروریختͬ h٣ آن�گاه باشند، بروریختͬ h۴ و h٢ و باشد تک�ریختͬ h۵ اگر .١

است. تک�ریختͬ h٣ آن�گاه باشند، تک�ریختͬ h۴ و h٢ و باشد بروریختͬ h١ اگر .٢

است. ی�ͷریختͬ h٣ آن�گاه باشند، ی�ͷریختͬ h۵ و h۴ ،h٢ ،h١ اگر .٣

کنید. رجوع [٧٢.٢ گزاره�ی ،٢٨] به اثبات.

١



٢ پیشنیازها و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

کنید فرض .٢.١.١ تعریف

· · · −→Mn+١
fn+١−→Mn

fn−→Mn−١ −→ · · ·

.im fn+١ = ker fn ،n ∈ Z برایهر و باشد R-مدول�ها و R-نگاشت�ها از نامتناهͬ یا متناهͬ دنباله�ی
نامیم. دقیق را دنباله این دراین�صورت

دقیق دنباله�ی در�این�صورت باشند. دلخواه R-مدول�هایی ،C و B و A کنید فرض .٣.١.١ تعریف

٠ −→ A
f−→ B

g−→ C −→ ٠

گوییم. کوتاه دقیق دنباله�ی را

R-مدول�ها از کوتاه دقیق دنباله�ی ͷی ٠ −→ A
f−→ B

g−→ C −→ ٠ فرضکنید .۴.١.١ قضیه
معادلند: هم با زیر شرایط در�این�صورت باشد.

.gh = ١C به�طوری�که، است موجود h : C −→ B R-هم�ریختͬ .١

.kf = ١A به�طوری�که، است موجود k : B −→ A R-هم�ریختͬ .٢

.B ∼= A⊕ C .٣

کنید. رجوع [١٨.١ قضیه�ی چهارم، فصل ،١٩] به اثبات.

دقیقشͺافته�شدنͬ دنباله�ی کند، قبلصدق شرایطقضیه�ی در که را کوتاهͬ دقیق دنباله�ی تعریف١.١.۵.
گوییم.

نمودار هر برای کنید فرض .۶.١.١ تعریف

P

f
��

A g
// B // ٠

مانند R-هم�ریختͬ باشد)، بروریختͬ g (یعنͬ، باشد دقیق آن پایین سطر که R-هم�ریختͬ�ها از
نمودار به�طوری�که باشد داشته وجود h : P −→ A

P

f
��

h

��
A g

// B // ٠

نامیم. تصویری را P دراین�صورتR-مدول .(gh = f (یعنͬ، کند جابه�جا را



٣ پیشنیازها و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

دراین�صورت: باشد، دلخواه حلقه�ی ͷی R کنید فرض .٧.١.١ قضیه

است. تصویری آزاد، R-مدول هر .١

است. تصویری یRͷ-مدول تصویرهمریخت ،M مانند R-مدول هر .٢

کنید. رجوع [٣.٣ نتیجه�ی و ٢.٣ قضیه�ی چهارم، فصل ،١٩] به اثبات.

نمودار هر برای کنید فرض .٨.١.١ تعریف

٠ // A
f //

g

��

B

E

مانند R-هم�ریختͬ باشد)، تک�ریختͬ f (یعنͬ، باشد دقیق آن بالای سطر که R-هم�ریختͬ�ها از
نمودار به�طوری�که باشد داشته وجود h : B −→ E

٠ // A
f //

g

��

B

h~~
E

نامیم. تزریقͬ را E دراین�صورتR-مدول .(hf = g (یعنͬ، کند جابه�جا را

مͬ�شود. نشانده E مانند تزریقͬ یRͷ-مدول در ،M مانند R-مدول هر .٩.١.١ قضیه

کنید. رجوع [٧.١.٣ قضیه�ی ،١۵] به اثبات.

،R از I مثل چپ ایده�آل هر ازای به و باشد چپ R-مدول ،E اگر بئر١). ͷمح) .١٠.١.١ قضیه
بتوان (یعنͬ، داد توسعه E به R از R-هم�ریختͬ�ای به بتوان را f : I −→ E مثل R-هم�ریختͬ هر

است. تزریقͬ E آن�گاه ،(g |I= f که یافت g : R −→ E مثل R-هم�ریختͬ�ای

کنید. رجوع [٣ قضیه�ی نهم، فصل ،٣٣] به اثبات.

توسیع را M ′ R-مدول این�صورت در باشد. M ′ از زیرمدولͬ M کنید فرض .١١.١.١ تعریف
سره توسیع Mرا ′ دراین�صورت Mباشد. ′ سره�ی Mزیرمدول فرضکنید حال Mنامیم. R-مدول

Mنامیم. از

را E دراین�صورت باشد. M R-مدول توسیع ،E تزریقͬ R-مدول کنید فرض .١٢.١.١ تعریف
Mنامیم. R-مدول تزریقͬ توسیع

١Bear



۴ پیشنیازها و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

-R از کوتاه دقیق دنباله�ی هر برای و باشد راست R-مدول ͷی N کنید فرض .١٣.١.١ تعریف
مانند چپ مدول�های

٠ −→ A −→ B −→ C −→ ٠

دنباله�ی
٠ −→ N ⊗R A −→ N ⊗R B −→ N ⊗R C −→ ٠

-R نامیم. یͺدست را N راست R-مدول دراین�صورت باشد. آبلͬ گروه�های از دقیق دنباله�ی ͷی
مͬ�شود. تعریف مشابه به�طور یͺدست چپ مدول

باشند موجود m,n ∈ N کنید فرض هم�چنین باشد. یRͷ-مدول A کنید فرض .١۴.١.١ تعریف
نمایش با را A دراین�صورتR-مدول باشد. دقیق Rm −→ Rn −→ A −→ ٠ دنباله�ی به�طوری�که

گوییم. متناهͬ

با چپ R-مدول هر دراین�صورت باشد. چپ نوتری حلقه��ی ͷی R کنید فرض .١۵.١.١ گزاره
است. متناهͬ نمایش با متناهͬ، تولید

کنید. رجوع [١٩.٣ نتیجه�ی ،٢٨] به اثبات.

باشد. تصویری اگروتنهااگر است، یͺدست ،M متناهͬ نمایش با R-مدول .١۶.١.١ قضیه

کنید. رجوع [۵۶.٣ قضیه�ی ،٢٨] به اثبات.

G چپ، R-مدول ،B راست، R-مدول ،A دلخواه، حلقه�ی ͷی R کنید فرض .١٧.١.١ تعریف
و b, b′ ∈ B و a, a′ ∈ A هر برای و باشد نگاشت ͷی f : A × B −→ G و (جمعͬ) آبلͬ گروه

باشیم: داشته r ∈ R

f(a+ a′, b) = f(a, b) + f(a′, b),

f(a, b+ b′) = f(a, b) + f(a, b′),

f(ar, b) = f(a, rb).

مͬ�شود. نامیده R-دوجمعͬ ،f نگاشت دراین�صورت
،f : A × B −→ M نگاشت و جابه�جایی R و باشند R-مدول ،A,B,M کنید فرض حال

باشیم: داشته و باشد R-دوجمعͬ

f(ar, b) = f(a, rb) = rf(a, b).

مͬ�شود. نامیده R-دوخطͬ ،f نگاشت دراین�صورت



۵ پیشنیازها و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

تابعگون و رسته ٢.١

از: متشͺل ،C مانند است خانواده�ای یͷرسته .١.٢.١ تعریف

مͬ�شود، داده نمایش Ob(C) نماد با که ... و B و A مانند اشیاء از کلاسͬ .١

داده نشان HomC(A,B) با که شده نظیر مجموعه ͷی ،C اشیاء از B و A زوج هر برای .٢
A,B,C,D ∈ Ob(C) هر برای یعنͬ، مͬ�کند؛ صدق بودن مجزا شرط در و مͬ�شود

HomC(A,B) ∩ HomC(C,D) = ∅ اگروتنهااگر (A,B) ̸= (C,D)

ریختͬ f یعنͬ، f : A −→ B نماد و مͬ�نامیم B به A از ریخت�ها را مجموعه این اعضای
است، B به A از

صورت به ترکیبی قانون ،C از C و B ،A شͬء سه� هر برای .٣

· : HomC(B,C)× HomC(A,B) −→ HomC(A,C)

(f, g) 7→ f · g

کند: صدق زیر شرایط در به�طوری�که باشد موجود

g ∈ HomC(B,C) ،f ∈ HomC(A,B) A,B,C,Dاگر ∈ Ob(C) برایهر شرکتپذیری: (الف)
باشیم: داشته ،h ∈ HomC(C,D) و

h · (g · f) = (h · g) · f,

داشته وجود ١A ∈ HomC(A,A) ریخت A ∈ Ob(C) هر برای همانͬ: عضو وجود (ب)
،g ∈ HomC(C,A) و f ∈ HomC(A,B) هر برای به�طوری�که باشد

f١A = f , ١Ag = g.

:(Sets) مجموعه�ها رسته�ی .٢.٢.١ مثال
مجموعه�ها، همه از کلاسͬ رسته: این در اشیاء

مͬ�کند، صدق بودن مجزا شرط در که توابع، همه�ی مجموعه�ی رسته: این در ریخت�ها
برای رسته تعریف در شده ذکر شرایط که توابع، معمولͬ ترکیب قانون همان ریخت�ها: ترکیب قانون

است. برقرار آن


