
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 



 

  دانشکده علوم پایه

  گروه ریاضی

  )گرایش محض(

  

غیرخطی با استفاده از ی یمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جز حل

)روش بسط  )G
G

′  

  :از

  روز فروزان فرح

  :استاد راهنما

  زاده تقیدکتر نصیر 

 

 

1389مرداد



 ب

 :تقدیم به

   .باشد که سپاس کوچکی در قبال همه همراهی هایشان باشد که همواره مشوق من بوده اند، پدر بزرگوارم و مادر مهربانم 

  



  پ

 

 :با سپاس فراوان از

  .و حوصله مرا یاري و راهنمایی فرمودنداستاد بزرگوارم جناب آقاي دکتر نصیر تقی زاده که با صبر 

  .فراتر از ریاضیات  ،بسیار از ایشان آموختم 

  .داوران محترم پایان نامه جناب آقاي دکتر بهروز فتحی وجناب آقاي دکتر عباس سهله براي قبول زحمت داوري 

  ه دفاعیهدکتر اسماعیل عزیز پور براي حضور در جلس نماینده محترم تحصیلات تکمیلی جناب آقاي

  .و همچنین جناب آقاي محمد علی میرزازاده که تجربیات خود را صادقانه در اختیارم نهادند 

  



 ت

 

  فهرست مطالب

  صفحه             عنوان                                                                                                                        

  ج   ................................................................................................................................................  چکیده فارسی

  چ   ..............................................................................................................................................  چکیده انگلیسی

  1  ........................................................................................................................................................  پیشگفتار

  3  ..........................................................................................................  اولیه قدماتتعاریف و م: فصل اول

)روش بسط : فصل دوم )G
G

  16  ..............................................................................................  و کاربرد آن ′

)شرح روش بسط  2-1 )G
G

′  ..........................................................................................................................  17  

)به وسیله روش بسط  kdvحل معادله  2-2 )G
G

′   ............................................................................................  24  

)با استفاده از روش بسط  mkdvحل معادله  2-3 )G
G

′   ...................................................................................  29  

)حل معادلات بوسینسک به روش بسط  2-4 )G
G

′   ..........................................................................................  32  

)حل معادلات هیروتا ـ ساتسوما با استفاده از روش بسط  2-5 )G
G

′  ....................................................................  37  

)حل معادله ایکهاوس با استفاده از روش بسط  2-6 )G
G

′   .................................................................................  43  

)حل معادله اصلاح شده برگر به وسیله  روش بسط  2-7 )G
G

′   ..........................................................................  47  

)یک نوع معادله انتشار واکنش غیرخطی با استفاده از روش بسط  حل 2-8 )G
G

′   ...............................................  50



 

  ث

  صفحه             عنوان                                                                                                                        

)حل معادلات بیشتر با استفاده از روش بسط : فصل سوم )G
G

′   ............................................................  53  

)با استفاده از روش بسط  شرودینگرحل معادله  3-1 )G
G

′  ................................................................................  54   

)حل معادله کوپر اشمیت به وسیله روش بسط  3-2 )G
G

′   .................................................................................  58  

)شرح روش بسط  3-3 )G
G

  63  ......................................  با استفاده از این روش شرودینگرتعمیم یافته و حل معادله  ′

  67  .........................................................................................................................  یريگ نتیجه

  68  .....................................................................................................................منابع و مراجع

  69  ............................................................................................................................. نامه واژه

 



 

  ج

  چکیده

 

  

  

)روش بسط  )G
G

غیرخطی به  جزییهاي تحقیقی موج سیار بعضی معادلات دیفرانسیل با مشتقات  تواند براي پیدا کردن جواب می ′

  . توابع مثلثاتی و توابع گویا هستند  ها وابسته به توابع هذلولی گون، این جواب  .کار رود

توان  کند و این روش را می دیفرانسیل با مشتقات جزیی غیرخطی را به یک معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل می این روش معادلات
  . پذیر نیز به کار برد پذیر و معادلات غیرانتگرال براي معادلات انتگرال

معادله   هیروتا ـ ساتسوما،معادلات  ، سینسکبو تما کاربرد جدید این روش را براي برخی معادلات غیرخطی مانند معادلا
  . کنیم می بررسی. ..ایکهاوس و
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  معادله کا دي وي  .معادلات دیفرانسیل معمولی کمکی
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Abstract 

Solving nonlinear partial differential equations by the ( )G
G

′
-expansion method 

Foroozan Farahrooz 

The ( )G
G

′
-expansion method can be used to construct exact travelling wave solutions of some 

nonlinear partial differential equations. These solutions are expressed by the hyperbolic 
functions, the trigonometric functions and the rational functions.  
This method transforms nonlinear partial differential equation to ordinary differential 
equation and the method can be applied to integrable equations as well as to non integrable 
ones.  
We investigate new application of this method to some special nonlinear equations like the 
Boussinseq equations,  the Hirota-satsuma equations,  the Eckhaus equation and etc.  
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 1  پیشگفتار

  

 
  پیشگفتار

. هاي موجود در فیزیک و زمینه هاي دیگر اغلب  توسط معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزیی غیرخطی شرح داده می شوند پدیده

براي مثال   .دهیم توضیح میاینگونه معادلات به وسیله    کنیم،ها را در طبیعت درك  وقتی بخواهیم مکانیسم فیزیکی پدیده

  .... هاي الاستیک  و فیبرهاي اپتیکی  و پلاسما و محیط  موج مشاهده شده در دینامیک سیال ، هاي پدیده

رد معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزیی  غیرخطی توسط کارب هاي تحقیقی دهه گذشته جستجوي راه حللذا در طول چهار 

تغییر   مانند  تغییر انتشار معکوس ،  اند، هاي قدرتمندي ارائه شده و روشهاي مختلف هدف اصلی بسیاري از محققان بوده  روش

،  4جاکوبی ellipticبسط تابع   ، 3اپراتورهاي دو خطی هیروتا  ، tanhروش تابع  ،  2دل همگناروش تع ، 1داربوکس/بکلاند

  . اما روش واحدي وجود ندارد که بتواند در رابطه با همه نوع معادلات غیرخطی به کار رود... روش سینوس ـ کسینوس  و

)روش جدیدي به نام روش بسط ]  1[اخیراً وانگ و همکارانش  )G
G

معادلات دیفرانسیل با  هاي موج سیار جواببراي بررسی  ′

)مشتقات جزیی غیرخطی ارائه کردند که منظور از امواج سیار  امواجی هستند که به صورت  , ) ( )u x t f x vt=  میبیان  −

)روش بسط   .هاي این نوع امواج از دید فیزیکی فرآیند  انتقال را توصیف می کنند شوند و جواب )G
G

فرضیاتی است براساس  ′

)اي در  تواند  توسط چند جمله هاي  موج سیار معادلات دیفرانسیل  می که جواب )G
G

)بیان شوند و  ′ )G G ξ=  در معادله

  . کند صدق می 5 (LODE)دیفرانسیل معمولی خطی مرتبه دوم 

 

رین مرتبه مشتق متغیر وابسته در قسمت خطی معادله دیفرانسیل با بالاترین توان تواند توسط موازنه بین بالات می اي درجه چندجمله

توانند توسط حل  اي می ب چندجملهضرای  .به دست آید ODEمتغیر وابسته در بخش غیرخطی ظاهر شده در معادله دیفرانسیل 

  . ین روش به دست آیندکردن یک گروه معادلات جبري  حاصل از کاربرد ا

                                                
1  The Backlund / Darboux transform  
2   The homogeneous balance method  
3  The Hirota’s bilinear operator  
4  The Jacobi elliptic function expansion  
5  Linear Ordinary Differential Equation   
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توانند توسط کاربرد روش بسط  قات جزیی غیرخطی میموج سیار بیشتر معادلات دیفرانسیل با مشتهاي  دیده خواهد شد که جواب

( )G
G

  . به دست آیند]  2[ ، ′

  . گیرد نامه مطالب  زیر مورد بحث و بررسی قرار می در این پایان

  . شوند اولیه بیان می قدماتتعاریف و مدر فصل اول  

)در فصل  دوم روش بسط  )G
G

  . شود و کاربرد آن در حل معادلات دیفرانسیل  با مشتقات جزیی غیرخطی توضیح داده می ′

  . فصل سوم  اختصاص به حل معادلات بیشتر با استفاده از این روش دارد



  

 

  

  

  
  اولیه  قدماتتعاریف و م



 4   فصل اول 

 

  

  

  .شود نامه عمدتاً از آنها استفاده شده پرداخته می که در پایانتعاریفی در این فصل  به بیان 

دارد که مطابق قوانین حاکم  بر آن پدیده با هم در هر پدیده و فرآیندي در طبیعت پارامترهاي مختلفی وجود  : تعریف 1-1

اي که در آن آهنگ  تغییرات   بیان این ارتباط به زبان ریاضی  یک معادله تابعی است و معادله تابعی حاصل از پدیده. ارتباط دارند

  .یک تابع نسبت به یک یا چند  متغیر مستقل بررسی شود، معادله دیفرانسیل نامیده می شود

  . نام دارد 1 (O.D.E)معادله دیفرانسیل معمولی   اگر معادله دیفرانسیل فقط به یک متغیر مستقل بستگی داشته باشد،: فتعری 1-2

اگر در معادله دیفرانسیل تعداد متغیرهاي مستقل بیش از یکی باشد،  به آن یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی : تعریف 1-3

(P.D.E) 2 گویند می .  

)اگر :  تعریف 1-4 , ..., )nu u x x= ,،  kxکه  به طوري  1 ...,k n= 1  ،n− یک معادله .  متغیر مستقل فرض شود

  استدیفرانسیل  با مشتقات جزیی در حالت کلی به صورت زیر 

( ,..., , , , ..., , ,..., , ...)
n n nn x x x x x xF x x u u u u u = o

1 1 11 . 

و مشتقات آن بصورت خطی تعریف  uبرحسب  F یک معادله دیفرانسیل  با مشتقات جزیی را خطی گوییم،  اگر : تعریف 1-5

  . در غیر این صورت معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی غیرخطی نام داردشود 

  گیریم معادلات زیر را در نظر می: مثال 1-6

)                   ـ معادله دیفرانسیل  با مشتقات جزیی خطی مرتبه اول )x yx u x y u x+ + = +2 2 1 

)                                    معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی غیرخطی مرتبه دوم- )xx yy tx u y u u t+ + = +2 21  

  روش لاگرانژ براي حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزیی مرتبه اول  1-7

)کنیم  در حالت کلی اگر فرض ,..., )nu u x x= یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی  در حالت کلی به صورت زیر نوشته   1

  شود می

( ,..., , ) ( ,..., , ) .... ( ,..., , ) ( ,..., , )n n n n n
n

u u uP x x u P x x u P x x u q x x u
x x x

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂1 1 2 1 1 1
1 2

)1-7 -1(  

                                                
1 Ordinary Differential Equation  
2   Partial Differential Equation  
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)اگر فرض کنیم  ,..., , )nf x x u =1 o  گیري از طرفین  فرض شود، در این صورت با دیفرانسیل) 1-7-1(جواب عمومی معادله

  تساوي جواب فوق داریم 

...
( ,..., , )

...

n
n

n

n
n

f f fdx dx du
x x u

df x x u
u udu dx dx
x x

∂ ∂ ∂ + + + =∂ ∂ ∂= ⇒ 
∂ ∂ = + +

 ∂ ∂

1
1

1

1
1

o
o  

... ( ... )n n
n n

f f f u udx dx dx dx
x x u x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂1 1
1 1

o        لذا                     

  

( . ) ... ( . ) n
n n

f f u f f udx dx
x u x x u x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂1
1 1

o  

  لذا

.

. n

n n n

f
xf f u u
fx u x x
u

f
xf f u u
fx u x x
u

∂
 ∂∂ ∂ ∂ ∂ + = ⇒ = −

∂∂ ∂ ∂ ∂
 ∂


 ∂

∂∂ ∂ ∂ ∂ + = ⇒ = − ∂∂ ∂ ∂ ∂
 ∂

o

M

o

1

1 1 1

                 )1-7 -2(   

,...,به جاي ) 1-7-1(اگر در رابطه 
n

u u
x x

∂ ∂
∂ ∂ 1

  خواهیم داشت قرار دهیم، ) 2-7-1(مساویش را از رابطه  

... n
n

f f fP P q
x x u

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂1
1

o        )1-7 -3(  

nRدر فضاي  ,که  kiاگر  1+ , ..., ,k n n= +1 2   کنیم را انتخاب می vبردارهاي همانی فرض شوند،  در این صورت بردار  1

...

...

n n n

n n
n

v P i P i qi
f f ff i i i
x x u

+

+

= + + +


∂ ∂ ∂∇ = + + + ∂ ∂ ∂

1 1 1

1 1
1

 

V.به صورت )  3-7-1(آنگاه رابطه  f∇ = o شود،  لذا  نوشته میV f⊥ ∇   

  کنیم را به صورت پارامتري بیان می rبردار موضعی 

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n nr t x t i x t i x t i u t i += + + + +
uuuur

1 1 2 2 1  

 از طرفی
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( ) ( ) ( )( ) ( )... n
n n

dx t dx t dx tdr t du ti i i i
dt dt dt dt dt += + + + +1 2

1 2 1  پس     

)و  Vجهت بودن دوبردار  شرط  هم tتوان با تغییر پارامتر  می )dr t
dt

در یک مسیر قرار داد به  را که مماس بر صفحه جواب هستند،  

  عبارت دیگر

( ) ;dr t KV K R
dt

= ∈  

  لذا   

( ) ( ) ( ) ( )... n
n n

dx t dx t dx t du ti i i i
dt dt dt dt ++ + + + =1 2

1 2 1  

... n n nK Pi K P i K P i K qi ++ + + +1 1 2 2 1 توان نتیجه گرفت                                                                     می 

n n
n

n

dxdx KdtKP Pdt
dxdx KdtKP Pdt

dx dxKP Kdt
dt P

du duKq Kdtdt q

 ==   ==   ⇒ 
 
 = =
 
 

=  =
 

M M

1
1

1 1

22
2

2

   

                               

  توان نوشت می      

... n

n

dx dx dx du
P P P q

= = = =1 2

1 2
 

 اگر 

( , )

( , )

( , )

( , )

n
n n n

n

n n

dx dx f x x c
P P

dx dx
f x x c

P P

dx dx
f x x cP P

dx du
f x u cP q

− −

 == 


= =
 ⇒ 

 
 = =
 
 
 = =

M
M

1 2
1 1 2 1

1 2

1 3
2 1 3 2

1 3

1
1 1 1

1

1
1

1
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  در این صورت

( ( , ) , ( , ) ,..., ( , ) , ( , ))n n nf f x x f x x f x x f x u− = o1 1 2 2 1 3 1 1 1  

  .استجواب عمومی معادله دیفرانسیل اصلی 

  روش تعیین جواب عمومی معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی مرتبه اول  همگن با ضرایب ثابت   1-8

  معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی

k

n

k x
k

a u bu
=

+ =∑ o
1

         )1-8 -1(  

)کنیم که در آن  را اختیار می ,..., ),( , ,..., ) ,n ku u x x k n a b R= = ∈1 1    هستند 2

)وقتی ) 1-8-1(براي به دست آوردن  جواب عمومی معادله  ) jj n a≤ ≤ ≠ o1 کنیم به صورت زیر عمل می  

... ,
... ,

... .

n n

n n

n n n nn n

c x c x c x
c x c x c x

c x c x c x

ξ
ξ

ξ

= + + +
 = + + +


 = + + +

M

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

       )1-8 -2(  

         توان نوشت صورت میدر این 

                                       

( ) ( ) ... ( ) ,

( ) ( ) ... ( ) ,

( ) ( ) ... ( ) .

n

n

n n n n n

x x x n x

x x x n x

x x x n x

u u u u

u u u u

u u u u

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

= + + +


= + + +


 = + + +

1 1 1 2 1 1

2 1 2 2 2 2

1 2

1 2

1 2

1 2

M
  

  داریم) 2-8-1(که با توجه به رابطه 

... ,

... ,

... .

n

n

n n

x n

x n

x n n nn

u c u c u c u

u c u c u c u

u c u c u c u

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

= + + +


= + + +


 = + + +

1 1 2

2 1 2

1 2

11 21 1

12 22 2

1 2

M
       )1-8 -3(  

  داریم) 3-8-1(بدین ترتیب با توجه به رابطه 

...
k n i

n

x k k nk ik
i

u c u c u c u c uξ ξ ξ ξ
=

= + + + = ∑1 21 2
1

      )1-8 -4(  

  دهیم قرار می) 1-8-1(را در معادله ) 4-8-1(رابطه حال 
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( )
i

n n

k ik
k i

a c u buξ
= =

+ =∑ ∑ o
1 1

        )1-8 -5(  

  داریم  را باز کنیم،) 5-8-1(اگر رابطه 

( ) ( ) ...

( ) ( )
j n

n n

k k k k
k k

n n

k jk k nk
k k

a c u a c u

a c u a c u bu

ξ ξ

ξ ξ

= =

= =

+ +

+ + + =

∑ ∑

∑ ∑

1 21 2
1 1

1 1
o

              )1-8-6(             

)وقتی  ) jj n a≤ ≤ ≠ o1 کنیم  باشد، اختیار میjk
jj

c
، c

j k

=
=

≠

o کنیم که  می نتخابها را طوري ا ijcدر این صورت  1

)شرط  )
n

k ik
k

i j a c
=

≠ =∑ o
1

   شودبرقرار  

  شود  به صورت زیر تبدیل می) 6-8-1(در نتیجه رابطه 

j jj
j

ba u bu u u
aξ ξ+ = ⇒ + =o o        )1-8 -7(  

  زیر استکه جواب این معادله به صورت 

( , ..., , ,..., )
j

j

b
a

j j nu e f
ξ

ξ ξ ξ ξ
−

− += 1 1 1        )1-8 -8(  

,) 8-8-1(در رابطه  ..., , , ...,j j nξ ξ ξ ξ− +1 1 را با توجه به شرط  1
n

k ik
k

a c

i j
=


=


 ≠

∑
1

o آوریم به دست می  

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

... ,

... ,

... ,

...

n

k k n n n n
k
n

k k n n
k

n

k j k j j j j n j n
k

k j k j j j j n

a c a c a c a c a c

a c a c a c a c a c

a c a c a c a c

a c a c a c a

− −
=

=

− − − − − −
=

+ + + + +

= ⇒ + + + + =

= ⇒ + + + + =

= ⇒ + + + + =

= ⇒ + + + +

∑

∑

∑

1 1 11 2 12 1 1 1 1
1

2 1 21 2 22 3 23 2
1

1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1

o o

o o

M

o … o

o … ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

,

... ,

... .

n

j n
k

n

k n k n n n n n n n
k
n

k nk n n n n n nn
k

c

a c a c a c a c

a c a c a c a c

+
=

− − − − − −
=

− −
=












 =





= ⇒ + + + =


 = ⇒ + + + =


∑

∑

∑

1
1

1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1
1

o

M

o o

o o
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  کنیم اختیار می

,
.,

jc c a
a c a c

c aj
= = − 

⇒ + = ⇒  =≠ 

1 11 2
1 11 2 12

12 11 2
o

o  

,
.,

jc c a
a c a c

c aj
= = − 

⇒ + = ⇒  =≠ 

2 21 3
1 21 3 23

23 11 3
o

o  

( )( )
( ) ( )( )

( )( )

,

.,
j jj j

j j j j
j j

c ac
a c a c

c aj j
− −−

− − − −
− −

= −= ⇒ + = ⇒  =≠ −  

1 1 11
1 1 1 1 1 1

1 1 11 1
o

o  

( )( )
( ) ( )( )

( )( )

,

.,
j jj j

j j j j
j j

c ac
a c a c

c aj j
+ ++

+ + + +
+ +

= −= ⇒ + = ⇒  =≠ +  

1 1 11
1 1 1 1 1 1

1 1 11 1
o

o  

( )( )
( ) ( )

( )

,

.,
n nn j

n n n n
n n

c ac
a c a c

c aj n
−−

− −
−

= −= ⇒ + = ⇒  =≠  

1 11
1 1 1 1

1 11
o

o  

( )
( )

,

.,
n n nnj

n n n n nn
nn n

c ac
a c a c

c aj n n
−

− −
−

= −=  ⇒ + = ⇒ 
=≠ −  

1
1 1

11
o

o  

  داریم) 2-8-1(با توجه به روابط بالا و رابطه 

,
,

,

,

,

,
.

j j j

j j

j j j

n n n

n n n n n

a x a x
a x a x

a x a x

x

a x a x

a x a x
a x a x

ξ
ξ

ξ

ξ

ξ

ξ
ξ

− − −

+ + +

−

− −

 = − +


= − +



= − +
 =
 = − +



= − +
 = − +

1 2 1 1 2

2 3 1 1 3

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

M

M

 

jaوقتی که ) 1-8-1(جواب عمومی معادله ) 8-8-1(در این صورت با توجه به روابط بالا و رابطه  ≠ o  استبه صورت زیر  

( , ,..., ,
j

j

b x
a

j ju e f a x a x a x a x a x a x
−

− −= − + − + − +2 1 1 2 3 1 1 3 1 1 1 1  

, ..., , ).j j n n n n n na x a x a x a x a x a x+ + − −− + − + − +1 1 1 1 1 1 1 1  
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اي و مثلثاتی  چندجمله  هاي نمایی، حالت هایی براي تعیین جواب خصوصی معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی مرتبه اول در روش

به همان روش تعیین جواب  عمومی معادله دیفرانسیل با مشتقات   گنجد، نامه  نمی حال چون  در بحث این پایان  .باشد موجود می

  .کنیم جزیی اکتفا می

  معادله دیفرانسیل  با مشتقات جزیی مرتبه دوم 1-9

  استعمومی چنین معادلاتی به صورت زیر  شکلدر حالت کلی 

( , ) ( , ) ( , ) ( , , , , )xx xy yy x ya x y u b x y u c x y u F x y u u u+ + =  

,یک تابع خطی برحسب  Fکه در آن  ,y xu u u  است   

( , ) ( , ) ( , )xx xy yya x y u b x y u c x y u+ +  

)نامیم که در آن  را جزء اصلی معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی فوق می , ) ( , ) ( , )b x y a x y c x y∆ = −2 جزء را مبین  4

  . دهد در این صورت سه حالت رخ می  .نامیم اصلی معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی  فوق می

  . نامند می (Hyperbolic)ي ومعادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی را از نوع هذلول  ، o<∆الف ـ اگر 

  .نامند می  (Parabolic)معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی  فوق را از نوع سهموي  ،  o=∆ب ـ اگر 

  . نامند می (Elliptic)وي ا مشتقات جزیی فوق را از نوع بیضمعادله دیفرانسیل  ب  ، o>∆ج ـ اگر 

  دوم با ضرایب  ثابتروش  تعیین جواب عمومی معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی مرتبه  1-10

  با در نظر گرفتن  معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی مرتبه دوم با ضرایب ثابت به صورت 

u u ua b c
x x y y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2

2 2 o  

)، آنگاه جواب عمومی معادله دیفرانسیل به صورت o<∆اگر  , ) ( ) ( )u x y F m x y G m x y= + + +1 که در آن  است 2

,m m2   . هستند ∆ریشه هاي  1

)دیفرانسیل به صورت معادله ، آنگاه جواب عمومی o=∆اگر  , ) ( ) ( )u x y yF x G x=   . است +

)دیفرانسیل به صورت معادله ، آنگاه جواب عمومی  o>∆اگر  , ) ( ) ( )u x y F m x y G m x y= + + +1 که در  است  2

mآن  mمزدوج مختلط  2   . باشد می 1

  متغیره با ضرایب ثابت  nمعادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی مرتبه دوم خطی  1-11

  شوند در حالت کلی چنین معادلاتی به صورت زیر بیان می
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( , ..., ).
n n n

ij i n
i j ii j i

u ua b cu f x x
x x x= = =

∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂∑ ∑ ∑
2

1
1 1 1

     )1-11-1(  

)، )1-11-1(اگر در معادله  , ..., )nf x x =1 o  آنگاه  

.
n n n

ij i
i j ii j i

u ua b cu
x x x= = =

∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂∑ ∑ ∑
2

1 1 1
o       )1-11-2(  

  . نامند می) 1-11-1(را همگن معادله 

 

  عملگرها در معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی مرتبه دوم 1-12

,با تعریف 
i j i i

nn n n
n

ij x x i x x n
i j i i

L a D D b D c D
x= = =

∂
= + + =

∂∑∑ ∑
1 1 1

Luبه صورت )  2-11-1(معادله   = o  نوشته

L اگر.  شود می Lرا بتوان به صورت     L L= 1   نوشت یعنی   2

( ... ) ( ... )
n nx x n x n x x n x nL L L a D a D a D a b D b D b D b+ += = + + + + + + + +

1 2 1 21 2 1 2 1 1 2 1  

  استبه صورت زیر )  2-11-1(در این صورت جواب عمومی معادله 

( ,..., , )
na x
a

n n n n n nu e f a x a x a x a x a x a x
+−

− −= − + − + − +
1

1
1

3 2 2 3 2 2 1 1  

( ,..., , )
nb x
b

n n n n n ne f b x b x b x b x b x b x
+−

− −+ − + − + − +
1

1
1

3 2 2 3 2 2 1 1  

موج   هر سیگنال قابل تشخیص که از مکانی به مکان دیگر با سرعت تکثیر  قابل شناختی حرکت کند،:  3تعریف موج  1-13

  . شود نامیده می

)امواجی که به صورت :   4تعریف امواج سیار  1-14 , ) ( )u x t f x vt= شوند،  امواج سیار نامیده  نمایش داده می  −

  . کند حرکت می  vدهد که با سرعت   اي را نشان می چنین تابعی آشفتگی  .شوند می

جوابی است که به صورت  جواب موج سیار  یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی، :  5تعریف جواب موج سیار 1-15

( , ) ( )u x t f x vt=   . شود نوشته می −

 

 

                                                
3  Wave  
4  Travelling waves  
5  Travelling wave solution  
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ها هستند و از دید  هاي رو به گسترش در ریاضیات مدرن است که نوع خاصی از جواب یکی از زمینه  6هاي موج سیار تئوري جواب

 . کنند فیزیکی فرآیند انتقال را توصیف می

دهیم،  توسط موازنه بین بالا ترین مرتبه مشتق متغیر وابسته در  نشان می mعدد تعادل که  آن را با :  7تعریف عدد تعادل  1-16

به دست  ODEقسمت خطی معادله دیفرانسیل با بالاترین توان متغیر وابسته در بخش غیرخطی  ظاهر شده در معادله دیفرانسیل 

  . عد به تفصیل توضیح خواهیم دادبه دست آوردن  عدد تعادل را در فصل ب هطریق  .آید می

فرض کنیم  معادله دیفرانسیلی با مشتقات جزیی : ناپذیر پذیر و انتگرال تعریف معادلات دیفرانسیل  انتگرال 1-17

)با استفاده از تغییر متغیر   مفروض است، ) ,u u x vtξ ξ= = شود، اگر از معادله  تبدیل می ODEبه یک معادله  −

ODE نامیم، در غیر این صورت  معادله دیفرانسیل را  پذیر می موردنظر بتوان انتگرال گرفت آن را معادله دیفرانسیل انتگرال

  .نامیم ناپذیر  می انتگرال

  گیریم  را در نظر می  kdv معادله: مثال 1-18

,t x xxxu uu uδ δ+ + = >o o  

)با استفاده از تغییر متغیر  , ) ( ) ,u x t u x vtξ ξ= = )براي  ODE، معادله بالا به معادله − )u u ξ= تبدیل می شود  

vu uu uδ′ ′ ′′′− + + = o  
  . دهیم بالا را در فصل بعد توضیح می ODEطریقه به دست آوردن معادله 

  انتگرال گرفت  ξتوان نسبت به  از معادله بالا می

( ) ( ) ( ) ( )vu d u u d u dξ ξ ξ ξ ξ δ ξ ξ′ ′ ′′′∫ − + ∫ + ∫ = o  

  در این صورت جواب   انتگرال به صورت زیر است

c vu u uδ ′′− + + =21
2 o  

  . ثابت  انتگرال است cکه 

   .استپذیر   معادله دیفرانسیل انتگرال یکپس معادله موردنظر 

  گیریم معادله کلین ـ گوردن را در نظر می: مثال 1-19

tt xxu au bu ku− + − =3 o  

                                                
6  The theory of travelling wave solution  
7  Balance number 


