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چͺیده

به سپس و شود مͬ بیان متناهͬ حجم و متناهͬ عناصر متناهͬ، تفاضلات های روش ابتدا پایان�نامه این در

به ادامه در شود. مͬ پرداخته یͺنواخت شبͺه روی متناهͬ حجم روش به عمق کم های آب معادلات حل

پرداخته بعدی دو و بعدی ͷی هذلولوی بقای قوانین شبͺه تعدیل های الͽوریتم توسعه و شبͺه تعدیل بحث

تعدیل شبͺه روی باشد مͬ بقا قوانین معادلات از ای نمونه که عمق کم های آب معادله همچنین شود. مͬ

معادلات برای که است شده استفاده ساندارم جͬ وی عددی شار از معادلات این در شود. مͬ حل یافته

شود. مͬ برده کار به اویلر

مجزا طور به یافته تعدیل و یͺنواخت شبͺه در عمق کم های آب معادله حل به مربوط عددی نتایج پایان در

به ها جواب دقت و زمانͬ نظر از ثابت های شبͺه بر یافته تعدیل شبͺه برتری که شود مͬ مقایسه هم با

شود. مͬ دیده وضوح

عمق. کم های آب معادلات اویلر، معادلات متناهͬ، حجم شبͺه، تعدیل کلیدی: واژگان
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١ فصل

سازی گسسته برای عددی های روش
جزیی مشتقات با معادلات



جزیی مشتقات با معادلات سازی گسسته برای عددی های روش .١ فصل ٢

مقدمه ١�١

جز آنها تحلیلͬ حل باشد، مͬ غیرخطͬ معادلات دستگاه بصورت سیال حرکت بر حاکم معادلات که آنجا از

های روش نمود. حل عددی صورت به را معادلات این باید لذا نیست، ممͺن ساده، بسیار های حالت در

(FDM) متناهͬ تفاضلͬ تقریب�های از:روش عبارتند که دارد وجود معادلات این عددی حل برای متفاوتͬ

روش و ۴ (BVM) مرزی اجزا روش ،٣ (FVM) متناهͬ حجم روش� ،٢ (FEM) متناهͬ عنصر روش ،١

.۵(SM) طیفͬ

دیفرانسیل معادلات و شده تقسیم ͷکوچ های المان به جریان میدان است لازم معادلات عددی حل برای

سپس و شده نوشته مختلف های المان در نظر مورد های متغیر مقادیر بین جبری معادلات بصورت حاکم

گردد. تولید جریان میدان در محاسباتͬ شبͺه ͷی باید دیͽر عبارت به شوند. حل جبری معادلات این

جبری معادلات از ای مجموعه به مسئله بر حاکم دیفرانسیل معادلات باید محاسباتͬ شبͺه تولید از پس

مجهولات عنوان به ها المان در نظر مورد های متغیر یا متغیر مقادیر جبری معادلات این در شود. تبدیل

های روش محققین دیرباز از آیند. مͬ بدست حل میدان در مجهول مقادیر جبری معادلات این حل با و بوده

سازی گسسته های روش ها آن به که اند نموده ابداع جبری روابط به دیفرانسیل معادلات تبدیل برای مختلفͬ

تفاضلات روش رود، مͬ کار به سازی گسسته برای که مختلفͬ های روش میان از شود. مͬ گفته معادلات

حرکت به مربوط معادلات حل در ها روش سایر از بیشتر متناهͬ، روشحجم و متناهͬ عناصر روش متناهͬ،

شود. مͬ پرداخته ها روش این مبانͬ به خلاصه بطور فصل این در که است گرفته قرار استفاده مورد سیالات

است. نامه پایان این در استفاده مورد روش متناهͬ، حجم روش که است ذکر به لازم

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ٢�١

نیرو، نظیر ͬͺفیزی کمیت�های از جزئͬ مشتق چندین با که معادلاتͬ وسیله�ی به اغلب ͬͺفیزی پدیده�های

(صریح) حل ͷی بندرت معادلات این مͬ�شوند. مدل�سازی دارند، ارتباط غیره و دما انرژی، سرعت، شتاب،

مسائل تنها مͬ�شوند. معرفͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل برای عدی های روش فصل این در دارند. بسته

x۲ و x۱ با و x با بˀعدی -ͷی مسائل مورد در مͺان متغیرهای و مͬ�شوند مطرح بˀعدی دو- یا بˀعدی -ͷی

(x۱, x۲) مولفه�های از برداری ،x بˀعدی دو- معادلات در مͬ�شوند. نماد�گذاری بˀعدی دو- مسائل مورد در

مͬ�کند. مشخص را

Finite Difference Method١
Finite Element Method٢

Finite Volum Method ٣

Boundary Element Method ۴

Spectral Method ۵



متناهͬ تفاضل روش�های .١-٣ ٣

متناهͬ تفاضل روش�های ٣�١

جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی در جزئͬ مشتقات محلͬ تقریب�های اساس بر (FDM) متناهͬ تفاضل روش

ساده کاملا روش این تعریف مͬ�شوند. استنتاج پایین مرتبه تیلور سری�های وسیله�ی به تقریب�ها این که است

استفاده یͺنواخت شبͺه�های وقتͬ و مستطیل نظیر ساده نواحͬ برای همچنین است. آسان نسبتا اجرا برای و

خوش�ساخت غالبا مͬ�شوند نتیجه گسسته�سازی�ها این از که ماتریس�هایی دارد. بهتری کارایی مͬ�شوند،

از کلͬ مرور ͷی بخش این هستند. صفر غیر قطرهای کمͬ تعداد از متشͺل معمولا که معنͬ این به هستند

مͬ�دهد. ارائه متناهͬ تفاضل گسسته�سازی تکنی�ͷهای

پایه تقریب�های ١�٣�١

است: زیر رابطه طریق از x نقطه در u تابع مشتق اولین تقریب برای راه ترین ساده

du

dx
(x) ≈ u(x+ h)− u(x)

h
, (١-١)

برای است. x در u مشتق مͬ�کند، میل صفر به h وقتͬ بالا رابطه حد آنگاه باشد معلوم x در u هرگاه

نوشته زیر فرم به (x, x+ h) بازه در تیلور بسط باشد، مͬ چهار مرتبه مشتق دارای x ͬͽهمسای در که تابعͬ

شود: مͬ

u(x+ h) = u(x) + h
du

dx
+

h۲

۲
(d۲u)

(dx۲)
+

h۳

۶
(d۳u)

(dx۳)
+

h۴

۲۴(d۴u(ξ
±)

dx۴ ). (١-٢)

مͬ�کند. صدق زیر رابطه�ی در (١-١) تقریب بنابراین

du

dx
(x) =

u(x+ h)− u(x)

h
− h

۲
(d۲u(x))

(dx۲)
+O(h۲). (١-٣)

یابیم مͬ دست (۴-١) رابطه به h جای به −h کردن جایͽزین با (١-٢) فرمول از

u(x− h) = u(x)− hdu

dx
+

h۲

۲
d۲u

dx۲ −
h۳

۶
d۳u

dx۳ +
h۴

۲۴
d۴u(u(ξ±)

dx۴ , (۴-١)

و h۲بر تقسیم و (۴-١) و (١-٢) رابطه دو جمع با دارد. تعلق (x− h, x) بازه به ξ− و ξ+ آن در که

یابیم. مͬ دست زیر رابطه به چهار، مرتبه مشتقات برای میانگین مقدار قضیه از استفاده

d۲u(x)

dx۲ =
u(x+ h)− ۲u(x) + u(x− h)

h۲ − h۲

۱۲
d۴u(ξ))

dx۴ . (۵-١)
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نقطه�ای چون مͬ�شود نامیده دوم مرتبه مشتق مرکزی تفاضل تقریب بالا فرمول .ξ− ≤ ξ ≤ ξ+ بطوریͺه

در u مقادیر به مشتق این وابستگͬ معمولا دارد. قرار نقاط مرکز در است، شده زده تقریب مشتق آن در که

داده نشان ١-١ شͺل در که شود مͬ داده نمایش ”مولͺول” یا ”استنسیل” ͷی توسط تقریب در درگیر نقاط

است. شده

دوم. مرتبه مشتق مرکزی تفاضل تقریب برای نقطه سه- مولͺول :١-١ شͺل

(١-١) h−در با h جایͽزینͬ از پسرو فرمول همچنین است. پیشرو اول مرتبه مشتق برای (١-١) تقریب

که کرد استفاده مرکزی تفاضل فرمول آوردن بدست برای فرمول دو این از مͬ�توان بعلاوه آید. مͬ بدست

از: است عبارت

du(x)

dx
≈ (u(x+ h)− u(x− h))

۲h . (۶-١)

دارای تنها (١-١) که حالͬ در است، ساده مͬ�باشد دو مرتبه از (۶-١) مرکزی تفاضل فرمول اینکه اثبات

با که مͬ�شوند مشخص δ− و δ+ از استفاده با پسرو و پیشرو تفاضلͬ عملͽرهای است. ͷی مرتبه دقت

شوند: مͬ تعریف زیر های رابطه

δ+ = u(x+ h)− u(x). (١-٧)

δ− = u(x)− u(x− h).

کردن استاندارد برای بعلاوه هستند. بازنویسͬ قابل عملͽرها این از استفاده با قبلͬ تقریب�های همه�ی

باشد. مͬ ضروری موارد برخͬ در زیر دوم مرتبه عملͽر تقریب دوم، مرتبه و اول مرتبه مشتقات

d

dx

[
a(x)

d

dx

]
.

مͬ داده نشان زیر رابطه�ی با دارد دو مرتبه دقت که عملͽر این برای مرکزی تفاضل فرمول مثال عنوان به

شود.
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d

dx

[
a(x)

d

dx

]
=

۱
h۲ δ

+(a−(
i− ۱

۲ )δ−u) +O(h۲)

≈
(a−(

i+ ۱
۲ )(u−(i+ ۱)− u−(i))− (a−(

i− ۱
۲ ))(u−(i)− u−(i− ۱))

h۲ .

لاپلاس عملͽر برای تفاضلͬ طرح�های ٢�٣�١

است: زیر صورت به لاپلاس عملͽر دانید مͬ که همانطور

△ u =
∂۲u

∂۲x۲
۱
+

∂۲u

∂۲x۲
۲
.

برای h۱ گام طول از استفاده با لاپلاس عملͽر در ∂۲

∂x۲
۲
و ∂۲

∂x۲
۱
جمله دو هر برای (۵-١) تقریب اگر

است. دو مرتبه دقت دارای که مͬ�شود نتیجه زیر تقریب شود استفاده ،x۲ متغیر برای h۲ و x۱ متغیر

△ u(x) ≈ u(x۱ + h, x۲)− ۲u(x۱, x۲) + u(x۱ − h۱, x۲)

h۲
۱

+
u(x۱, x۲ + h۲)− ۲u(x۱, x۲) + u(x۱, x۲ − h۲)

h۲
۲

.

لاپلاس عملͽر تقریب هستند، h گام طول با مساوی و یͺسان h۲ و h۱ گام طول که خاصͬ حالت در

شود: مͬ نتیجه زیر صورت به

△ u(x) ≈ ۱
h۲ [u(x۱ + h, x۲) + u(x۱ − h, x۲)

+u(x۱, x۲ + h) + u(x۱, x۲ − h)− ۴u(x۱, x۲)],
(١-٨)

شͺل در متناهͬ تفاضلͬ تقریب این مولͺول مͬ�شود. نامیده لاپلاس نقطه�ای پنج- مرکزی تقریب که

است. شده داده نشان (الف) قسمت ١-٢

u(x۱, x۲) از قطری خط دو در واقع u(x۱±h, x۲±h) نقطه چهار از بهره�گیری وسیله�ی به دیͽر تقریب

تفاوت این با شوند، استفاده مͬ�توانند قبلͬ تقریب مانند مشابه روشͬ در نقاط این شود. مͬ آورده دست به

است. شده داده نشان (ب) قسمت ١-٢ شͺل در متناظر، مولͺول شود. مͬ عوض شبͺه سلول اندازه که

فرم به خطایی و است دو مرتبه دقت از (١-٨) تقریب

h۲

۱۲(
∂۴u

∂x۴
۱
+

∂۴u

∂x۴
۲
) +O(h۳).
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استاندارد، مولͺول (الف) لاپلاس: عملͽر مرکزی تفاضل تقریب برای نقطه�ای پنج- مولͺول :١-٢ شͺل
اریب. مولͺول (ب)

بͺار نقطه�ای پنج- فرمول�های مقابل در را نقطه�ای نُه- فرمول�های که دارند وجود دیͽری طرح�های دارد.

بدست شد توصیف بالا در که اریبی و استاندارد مولͺول ترکیب با طرح�هایی چنین از نمونه دو مͬ�گیرند.

شده�اند.[٢٠] داده نشان ١-٣ شͺل در که آیند مͬ

لاپلاس. عملͽر برای ای نقطه نه- مرکزی تفاضل های مولͺول :١-٣ شͺل



متناهͬ عناصر .۴-١ ٧

متناهͬ عناصر ۴�١

حل برای خصوصا که باشد مͬ دیفرانسیل معادلات حل در کارامد های روش از ͬͺی متناهͬ عناصر روش

ͬͺکوچ های المان به حل میدان روش این در دارد. زیادی بسیار توانایی پیچیده هندسͬ نواحͬ در معادلات

نوشته معادله ͷی المان هر برای دار وزن های باقیمانده یا وردشͬ روش ͷکم به سپس و شود مͬ تقسیم

متغیر آن حل با که آید مͬ بوجود جبری معادلات دستگاه ͷی ها المان مجموعه برای ترتیب بدین شود. مͬ

زیاد تحقیقات نتیجه آن، عددی های ͷتکنی و متناهͬ عناصر روش توسعه شوند. مͬ محاسبه نظر مورد های

تری ساده های المان و قطعات به را ها استآن بود لازم پیچیده های سازه حل در که بوده ͷاستاتی زمینه در

سایر در متناهͬ عناصر روش ، ۶ گالرکین و دار وزن های باقیمانده روش ابداع با و تدریج به کنند. تبدیل

در مهم های روش از ͬͺی عنوان به اکنون و شد گرفته بͺار دیفرانسیل معادلات انواع حل برای و ها رشته

متناهͬ عناصر روش ͷی از استفاده برای باید که مراحلͬ شود. مͬ شناخته دیفرانسیل معادلات عددی حل

است: زیر صورت به نمود طͬ

ناحیه �سازی گسسته −۱

پایه�ای توابع از ۲−استفاده

اجزا پیوستگͬ ۳−بررسͬ

اجزا ��بندی جمع −۴

سیستم معادلات ساخت و ماتریس�ها ۵−جمع�بندی

مرزی شرایط اعمال و ۶−بررسͬ

تعریف چنان را {ϕi, i = ۱,۲,۳, ...} ای پایه توابع از ای مجموعه ابتدا ،Ω ناحیه در u(x) تابع تقریب برای

نقاط تمامͬ در را u(x) تابع مͬ�توان صورت این در و ϕi = ۰ مرز، روی i مقادیر تمامͬ ازای به که مͬ�کنیم

زد. تقریب زیر رابطه با Ω

u ∼= û =

n∑
i=۱

αiϕi, (١-٩)

ͷی مͬ�شوند. محاسبه مناسب، برازش ͷی آوردن بدست برای که هستند پارامتر�هایی �αiها آن در که

ترکیب n −→∞ وقتͬ که باشد صورتͬ به پایه توابع مجموع که است آن تقریب همͽرایی برای بدیهͬ شرط

باشد.[١٢] u(x) چون تابع هر نمودار خوبی به بتواند
∑n

i=۱ αiϕi

که مͬ�شود استفاده متعددی روش�های ،(١-٩) رابطه نوع از تقریب�هایی ثابت پارامتر�های تعیین برای حال

Galerkin۶
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نمود. اشاره وزنͬ باقیمانده روش�های و وردشͬ روش�های به توان مͬ ها آن جمله از

وردشͬ روش ١�۴�١

انتگرال که بیابیم گونه�ای به را u(x) تابع مͬ�خواهیم روش این در

I(y) =

∫ x۱

x۰

F (x, y, y
′
)dx,

مشتق�گیری و بالا تابعک در جایͽذاری از پس باشد، تقریبی جواب (١-٩) چنانچه بنابراین شود. کمینه

مͬ�آید. بدست زیر سیستم حل با بعدی N فضای روی کمینه�سازی ،αi مجهولات به نسبت {ϕi}Ni=۱ توابع از

∂

∂αi
I(

N∑
i=۱

αiϕi) = ۰, i = ۱,۲, ..., N.

وزندار مانده باقͬ روش ٢�۴�١

مͬ�شوند.[١٨] تقسیم زیر روش�های به کلͬ طور به روش�ها این

گالرکین ۱−روش
٧ گالرکین پترو ۲−روش

محلͬ هم ۳−روش

زیر�دامنه ۴−روش

مربعات کمترین ۵−روش

گالرکین روش

پایه�ای توابع از ͬͺی بار هر دیͽر عبارت به هستند. ͬͺی وزن تابع فضای و تقریب تابع فضای روش این در

مͬ�شود. گرفته نظر در وزن بعنوان

پارامتر�های زیر سیستم حل با و انتخاب را مͬ�باشند صفر ∂Ω مرز روی که {ϕi}Ni=۱ پایه�ای توابع بنابراین

آمد. خواهند بدست αi, i = ۱,۲, ..., N مجهول

∫
Ω
(Aũ− f)ϕi(x)dx = ۰, i = ۱,۲, ..., N,

Petro Galerkin٧


