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چͺیده

را m درجهی از همͽن ,p)-شبه q) چندجملهای برداری میدانهای مجموعه نامه، پایان این در
پایدار مجموعه، در اختلال به نسبت که Hpqm به متعلق برداری میدانهای مجموعه و Hpqm با
را Ωpqm مجموعه در ارزی هم کلاسهای دقیق تعداد همچنین و مͬدهیم نشان Ωpqm با هستند،

مͬکنیم. مشخص

همͽن شبه برداری میدان ساختاری، پایداری کلیدی: واژگان
٧٢ نامه: پایان صفحات تعداد
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ग़قدسଌୃنواژهॹభ࠾تଓฬیدॿم،

৮درم،ଘاوਖ৶یداৣمازБЗر౷ࣂشبࢉومیاජ໑دانਜی،।خاوت،سࢆوت،
ෙय़بایو...

ماෙय़భباৣمز৯دজ࣓مراॠدونෙय़و੩ࠝوभࢌاوਗیداৣم.
گاকماز࠙قୀاوعاॲࡾم. ঙࢡඥرم،اਬࣥوارଌୃنتൊه



೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ৎقدمণپاس໋�
با را زندگیم مراحل از دیͽر ͬͺی تا بخشید یاریم چشمداشتͬ، هیچ بدون که شاکرم را بزرگ خدای
تشͺر کردند، کمͺم که کسانͬ همه از که مͬدانم لازم خود بر میان این در برسانم. پایان به موفقیت
کمͷهای اگر که مͬکنم تشͺر خالصانه مطلق ربیعͬ امید دکتر ارجمندم استاد از کنم. قدردانͬ و
آرزومندم. پیش از بیش موفقیت ایشان برای و نمͬرسید اتمام به نامه پایان این نبود، ایشان ارزشمند
عاشقانه که عزیزم خانوادهی از همچنین سپاسͽزارم. بینهایت نیز نژاد محمدی دکتر آقای زحمات از

سپاسͽزارم. بسیار دارم، دوستشان

سൊندرور ଘੁࣤوख़
ෙ७ور۹۲
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گفتار پیش
و گرفت قرار توجه مورد میلادی، شصت دهه از مسطح، برداری میدانهای پایداری مسئلهی
میدانهای پایداری تعریف اولین پونتریاگین٣، و آندرونوف٢ شد. نوشته زمینه این در زیادی مقالات
جمله از کرد؛ پیدا بیشتری گسترش موضوع، این مطالعهی آن، از پس دادند. ارائه را مسطح برداری
مورد اختلال، از مختلفͬ انواع تحت را، برداری میدان ساختاری پایداری وشافر۶، لیبر۵ جارک۴،
باز مسئلهای پایدار، ساختارا برداری میدانهای دقیق مشخصات وجود، این با دادند. قرار بررسͬ
که حالاتͬ سپس مͬکنیم، ارائه آنها، پایداری و برداری میدانهای از تعاریفͬ ،١ فصل در ما است.
بررسͬ به و مͬکنیم بیان مͬشود، اختلال دچار و مͬدهد دست از را خود پایداری برداری، میدان
گسسته، و پیوسته ͬͺدینامی سیستمهای برای انشعابها انواع آن، از پس مͬپردازیم. اختلال، انواع
لیاپانوف، پوانͺاره سازی فشرده که روشͬ با اول، بخش در ،٢ فصل در مͬدهیم. قرار بررسͬ مورد
شبه برداری میدانهای حالت فضای و مͬکنیم مطالعه بͬنهایت در را تͺین نقاط مͬشود، نامیده
دو، بخش در سرانجام و مͬنماییم بیان را Ωpqmمجموعه ویژگͬهای و مͬکنیم مشخص را همͽن

مͬآوریم. دست به قضایا ͷکم با را Ωpqm ارزی هم کلاسهای دقیق تعداد

٢Andronov
٣Pontrjagin
۴Jarque
۵Llibre
۶Shafer



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه

٢



٣ مقدمه .١.١

.

مقدمه ١.١

پایداری مفهوم از روشنͬ درک که مͬکنیم ارائه را نیاز مورد اولیهی تعاریف و مفاهیم فصل، این در
آوریم. دست به دیفئومورفیسمها و برداری میدانهای انشعاب و

اگر باشد. پیوسته) (معمولا تابع ͷی f : D ⊂ R × Rn → Rn کنید فرض .١.١.١ تعریف
معادله ͷی را زیر رابطه باشد، ẋ = dx

dt
و برداری تابع ͷی X(t) = (x١(t), x٢(t), ..., xn(t))

T

: مͬنامند ناخودگردان١ معمولͬ دیفرانسیل
ẋ = f(t, x), x ∈ Rn (١.١)

این برای جواب ͷی از منظور است. معادله این مجهول x(t) پذیر مشتق و برداری تابع آن در که
که طوری به است، x : I ⊆ R → Rn مثل تابعͬ دیفرانسیل معادله

{(t, x(t))|t ∈ I} ⊆ D ⊆ R× Rn, ẋ(t) = f(t, x(t)).

صورت به را f حالت این در باشد. t از مستقل f تابع اگر مͬنامیم خودگردان٢ را دیفرانسیل معادله
مͬدهیم. نشان ẋ = f(x) صورت به را دیفرانسیل معادله و مͬگیریم نظر در f : E ⊂ Rn → Rn

کنیم تعریف و باشد ناخودگردان دیفرانسیل معادله ͷی x′ = f(x, t) کنیم فرض اگر حال
داریم: صورت این در G(y) = f(y,١) یعنͬ y = (x, t) و G(y) = (f(x, t),١)

y′ = (x′,١) = (f(t, x),١) = G(y).

١Nonautonomous
٢Autonomous



۴ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١

y′ = G(y)جواب y(t) = (x(t), t) اگروتنهااگر Xاست ′ = f(x, t)جوابͷی x(t)واضح طور به
مͬ- خودگردان معادله ͷی به تبدیل مناسب، متغیر تغییر ͷی با ناخودگردان دستͽاه هر یعنͬ باشد.

شود.

صورت به معادلهای Rn در خطͬ اولیه مقدار مسئله ͷی از منظور .٢.١.١ تعریف
ẋ = f(t, x), x(t٠) = x٠ (٢.١)

که است x(t) مثل منحنͬ برای(٢.١)، جواب ͷی از منظور . t٠ ∈ R و x٠ ∈ Rn آن در که است
باشد. برای(١.١) جوابͬ x و x(t٠) = x٠

نقطهی شامل که باشد Rn+m از باز زیرمجموعه ͷی E فرضکنید وجود) و (یͺتایͬ .٣.١.١ قضیه
برای که طوری به دارد δوجود > ٠ و a > ٠ ͷی صورت این در . f ∈ C١(E) و است (X٠, µ٠)

اولیه مقدار مسئلهی ،µ ∈ Nδ(µ٠) و y ∈ Nδ(X٠) هر
ẋ = f(x, µ), x(٠) = y

.G = [−a, a]×Nδ(x٠)×Nδ(µ٠) و u ∈ C١(G) که دارد u(t, y, µ) یͺتا جواب ͷی

نمایید. مراجعه [١٨] به برهان.

x٠ ∈ E هر برای باشد. r ≥ ٠ و Cr تابع ͷی f : E ⊆ Rn → Rn کنید فرض .۴.١.١ تعریف
اولیه مقدار مسئلهی جوابهای همهی خانوادهی را Ax٠ خانوادهی

x′ = f(x) x(٠) = x٠

مͬکنیم تعریف .Ax٠ = {γ : Iγ → E|γ′(t) = f(γ(t)), γ(٠) = x٠} یعنͬ مͬگیریم؛ نظر در
مͬکنیم: تعریف حال است. ٠ شامل بازه ͷی Ix٠ واضح طور به .Ix٠ = ∪γ∈Ax٠Iγ{

γx٠ : Ix٠ → E
t→ γ(t)

را Ix٠ حالت این در .γx٠ ∈ Ax٠ یعنͬ است؛ اولیه مقدار مسئلهی جواب ͷی γx٠ واضح طور به
مͬنامیم. ماکزیمال جواب را γx٠ و جواب وجود ماکزیمال بازه

همچنین باشد. x٠ ∈ E و r ≥ ٠ و Cr تابعͬ f : E ⊆ Rn → Rn کنید فرض .۵.١.١ تعریف
اولیه مقدار مسئلهی ماکزیمال جواب دهندهی نشان γx٠ : Ix٠ → E کنید فرض

مͬکنیم: تعریف باشد. x′ = f(x), x(٠) = x٠

Ω = ∪x٠∈EIx٠ × {x٠} ⊆ R× Rn



۵ مقدمه .١.١

مͬدهیم: قرار و

φ : Ω → E

(t, x٠) → φt(x٠).

بنابراین مͬکند. عبور x٠ از ٠ لحظه در که است ماکزیمال جواب φt(x٠) ثابت، x٠ ∈ E هر برای

φ(٠, x٠) = x٠,
∂φ

∂t
(t, x٠) = γ′x٠(t) = f(γx٠(t)) = f(φ(t, x٠))

φ(٠, x٠) : I(x٠) → E نͽاشت همچنین و مͬگوییم x′ = f(x) توسط شده تولید شار را φ
مͬشود. داده نشان Γ(x٠) با و مͬشود نامیده x′ = f(x) معادله مدار) یا مسیر (یا جواب منحنͬ

هر برای صورت این در باشد، C١ تابعͬ f : E ⊆ Rn × Rk → Rn کنیم فرض اکنون
تغییر با طبیعͬ طور به که دارد φ(t, x) مثل شاری x′ = f(x, µ٠) معادله ثابت، µ = µ٠ ∈ Rk

است. µ پارامتر به وابسته ،x′ = f(x, µ) دیفرانسیل معادله شار یعنͬ مͬکند. تغییر نیز شار ،µ٠
ماکزیمال جواب دهندهی نشان φ(t, x٠, µ) مͬدهیم. نشان φ(t, x٠, µ) صورت به را شار بنابراین

بنابراین مͬکند. عبور x٠ از t = ٠ لحظه در که است X ′ = f(x, µ)

φ(٠, x٠, µ) = x٠,
∂φ

∂t
(t, x٠, µ) = f(φ(t, x٠, µ), µ)

داریم: سرانجام و
φ(t, φ(s, x٠, µ), µ) = φ(t+ s, x٠, µ). (٣.١)

به هم و پارامتر به هم ،x′ = f(x, µ) دستͽاه توسط شده تولید شار که مͬدهد نشان زیر قضیهی
دارد. ͬͽبست اولیه شرایط

نسبت و Ck≥١ مرتبه از x متغیر به نسبت f : E ⊆ Rn × RK → Rn کنید فرض .۶.١.١ قضیه
به نسبت φ(t, x, µ) یعنͬ f توسط شده تولید شار صورت این در باشد. CL≥١ مرتبه از µ متغیر به

است. CL مرتبه از µ به نسبت و Ck مرتبه از x به نسبت و Ck+١ مرتبه از t

شود. مراجعه [١٨] به برهان.

بر شͬ، هر مقایسه کنیم. مقایسه هم با و مطالعه را ͬͺدینامی سیستمهای رفتار مندیم، علاقه ما
دارند. مشابهͬ رفتار ارز هم سیستمهای که است بدیهͬ است. ارزی هم رابطهی اساس



۶ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١

طور به ،ẋ = f(x), x ∈ Rn خودگردان دیفرانسیل معادلهی هر که آنجایͬ از .٧.١.١ تعریف
f ∈ Cr(E), E ⊆ Rn تابع هر مͬتوانیم بنابراین مͬشود، مشخص ،f تابع توسط بفرد، منحصر
حالت این در بͽیریم، نظر در آن، توسط شده تولید شار و دیفرانسیل معادله ͷی دهندهی نشان را
نشان χr(E) با را E بر برداری میدانهای همهی مجموعهی مͬنامیم. E بر برداری میدان ͷی را f

مͬدهیم.

ͷی اگر ٣هستند، ͷتوپولوژی ارز هم χr(E) به متعلق g و f برداری میدان دو .٨.١.١ تعریف
ببرد. g مدارهای به جهتشان حفظ با را f مدارهای که باشد داشته وجود h : E → E همومورفیسم

ارز هم p, q در ترتیب به f, g گوییم مͬ .p, q ∈ E و f, g ∈ χr(E) کنید فرض .٩.١.١ تعریف
وجود h(p) = q که h : vp → wq همومورفیسم ͷی و vp, wq ͬͽهمسای اگر هستند، ͷتوپولوژی

ببرد. جهتشان حفظ با g مدارهای به را f مدارهای که باشد داشته

۵مͬ- موضعͬ ساختاری پایداری ۴و ساختاری پایداری بررسͬ به تعاریف از استفاده با حال
پردازیم:

تحت مدارهایش، ͬͺتوپولوژی رفتار اگر است، پایدار ساختارا برداری میدان ͷی .١٠.١.١ تعریف
است پایدار ساختارا f ∈ χr(E) برداری میدان واقع در نͺند. تغییری برداری میدان جزئͬ ͬͽآشفت
باشد. f + ϵg ͷتوپولوژی ارز هم f ،ͷکوچ کافͬ اندازه به ϵ > ٠ هر و g ∈ χr(E) هر برای اگر

برای اگر است، p در موضعͬ ساختار پایدار f مͬگوییم ،f ∈ χr(E) فرضکنید .١١.١.١ تعریف
ͬͽهمسای و q ∈ E نقطهی و p از U ͬͽهمسای ،ͷکوچ کافͬ اندازه به ϵ > ٠ و g ∈ χr(E) هر
در f مسیرهای و h(p) = q که باشد داشته وجود ،h : U(p) → V همومورفیسم و E در q از V

ببرد. V در f + ϵg مسیرهای به جهت، حفظ با را U

ͷی ،Rn روی شده تعریف ،C١ کلاس از f برداری میدان هر که مͬدهیم نشان زیر قضیهی در
هر برای ẋ = f(x) سیستم شار است ممͺن که طوری به مͬدهد، ارائه Rn روی ͬͺدینامی سیستم
باشد. تعریف قابل Rهمه روی شده، ارائه سیستم توسط تولیدشده شار ولͬ نشود، تعریف t ∈ R

اولیه مقدار مسالهی .١٢.١.١ قضیه

ẋ =
f(x)

١+ |f(x)|
, x(٠) = x٠ (۴.١)

٣Topologically equivalent
۴structural stability
۵local stability



٧ مقدمه .١.١

بر علاوه tدارد؛ ∈ R هر برای x(t) یͺتا جواب ͷی ،x٠ ∈ Rn هر برای و f ∈ C١(Rn) هر برای
Rn روی ẋ = f(x) سیستم با که مͬکند معرفͬ Rn روی ͬͺدینامی سیستم ͷسیستم(۴.١)ی این

است. ͷتوپولوژی ارز هم

شود. مراجعه [١٨] به برهان.

بͽیرید: نظر در را زیر اولیهی مقدار مسالهی .١٣.١.١ مثال

ẋ = x٢, x(٠) = x٠

برای آن ماکزیمال بازهی که مͬباشد x(t) = x٠/١− x٠t جواب دارای اولیه، مقدار مسالهی این
است. (−∞,+∞) ،x٠ = ٠ برای و (١/x٠,+∞)،x٠ < ٠ برای و است (−∞,١/x٠)،x٠ > ٠

است: زیر صورت به مربوط اولیهی مقدار مساله قبل، قضیهی طبق

ẋ =
x٢

١+ x٢
, x(٠) = x٠

مͬکند. تعریف (−∞,+∞) ی بازه در x(t) یͺتا جواب ͷی که

Rn از سره زیرمجموعه E که ،f ∈ C١(E) فرض با ،(١٢.١.١) قضیه که است ذکر به قابل
کنید: توجه زیر مثال به نیست. درست باشد،

اولیه مقدار مساله x٠ > ٠ برای .١۴.١.١ مثال

ẋ =
١
٢x, x(٠) = x٠

به توجه با که است (−x٢٠,∞) ماکزیمالش بازهی که دارد x(t) =
√
t+ x٢٠ یͺتا جواب ͷی

است: زیر صورت به آن، با ارز هم اولیهی مقدار مسالهی قضیه(١٢.١.١)،

ẋ =
١
٢x

١+ ١
٢x

=
١

٢x+ ١ , x(٠) = x٠

ماکزیمالش بازه که است x(t) = −١/٢ +

√
t+ (x٠ + ٢(١/٢ آن یͺتای جواب که

.I(x٠) ̸= R که است بدیهͬ مͬباشد. (−(x٠ + ٢(١/٢,∞)

بͽیرید: نظر در را زیر خودگردان برداری میدان .١۵.١.١ تعریف
ẋ = f(x), x ∈ Rn (۵.١)



٨ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١

نقطهی یا بحرانͬ نقطهی آن به اغلب که f(x) = ٠ هرگاه است، ۶ تͺین نقطهی ͷی x ∈ Rn نقطه
مͬگویند. ایستا

رفتار کردن مشخص برای مͬدهیم. نشان x با را بحرانͬ نقطهی نامه، پایان این در این، از بعد
ẋ = f(x)در جایͽزینͬ با .x = x+y فرضکنید ،x از ͬͽهمسای ͷی در ẋ = f(x) برداری میدان

داریم: x حول ،f(x) تیلور تابع بسط و
ẋ = ẋ+ ẏ = f(x) +Df(x)y + o(|y|٢)

در ،x ͷنزدی مسیرهای رفتار معادله، این ẏ؛ = Df(x)y + o(|y|٢) بنابراین ،ẋ = f(x) چون که
xͷنزدی دلخواه جوابهای رفتار مͬتوانیم ،y(t) رفتار بررسͬ با مͬدهد. نشان مختلف زمانهای

مͬنامیم. x دستͽاه(۵.١)در شدهی خطͬ دستͽاه را y′ = Df(x)y دستͽاه کنیم. مشخص را

اگر ٧مͬنامیم، هذلولوی تͺین نقطه ͷی را ẋ = f(x) سیستم از x٠ تͺین نقطه .١۶.١.١ تعریف
نباشند. صفر حقیقͬ قسمت دارای ثابت، نقطهی حول شده، خطͬ سیستم مقادیرویژهی از ͷی هیچ

گوییم. ناهذلولوی ثابت نقطهی ͷی را آن صورت این غیر در

نقطه باشد، t ∈ R هر برای ẋ = f(x) دیفرانسیل معادله شار φt کنید فرض .١٧.١.١ تعریف
،x ∈ Nδ(x٠) هر برای که باشد داشته وجود δ > ٠ ،ϵ > ٠ هر برای اگر مͬنامیم، پایدار را x٠ تͺین
شود، شروع x٠ به ͷنزدی کافͬ اندازه به نقطهای از جوابͬ اگر یعنͬ ؛ {ϕ(t, x)|t > ٠} ⊂ Nϵ(x٠)

δ > ٠ و باشد پایدار اگر است پایدار مجانبا x٠ تͺین نقطه مͬگوییم بماند. باقͬ نقطه آن ͬͺنزدی در
جوابͬ هر یعنͬ ،limt→+∞ ϕ(t, x) = x٠ ،x ∈ Nδ(x٠) هر برای که طوری به باشد داشته وجود

مͬشود. جذب آن به شود ͷنزدی x٠ به کافͬ اندازه به که

x = x آنͽاه باشند، منفͬ قسمتحقیقͬ Df(x)دارای ویژه مقادیر همه فرضکنید .١٨.١.١ قضیه
است. پایدار مجانبا ẋ = f(x) غیرخطͬ برداری میدان از

شود. مراجعه [١٩] اثبات به برهان.

ویژه مقادیر (یعنͬ باشند، وار هذلولͬ خطͬ برداری میدان به مربوط ویژه مقادیر اگر کنید توجه
غیرخطͬ سیستم از بحرانͬ نقطهی ماهیت نͽیرد)، قرار موهومͬ محور روی شده، خطͬ سیستم ی
بحرانͬ نقطهی اگر یعنͬ کنیم. تعیین شده خطͬ سیستم بحرانͬ نقطهی ماهیت توسط مͬتوان را
به برداری میدان از بحرانͬ نقطهی آنͽاه باشد، پایدار مجانبا یا ناپایدار پایدار، شده خطͬ سیستم از

مͬکنیم: بیان را تعریف چند حال بود. خواهد پایدار مجانبا یا ناپایدار پایدار، ترتیب،
۶Singular point
٧hyperbolic singular



٩ مقدمه .١.١

داشته وجود δ > ٠ اگر مͬشود، نامیده ،ẋ = f(x) سیستم برای مرکز ͷی مبدا، .١٩.١.١ تعریف
مبدا محذوف ͬͽهمسای در ،ẋ = f(x) خطͬ غیر سیستم جواب منحنͬ هر که، طوری به باشد

دارد. اش، داخلͬ نقطهی عنوان به را، صفر که است بسته منحنͬ ͷی ،Nδ(٠)− {٠} یعنͬ،

اگر مͬشود، نامیده ،ẋ = f(x), x ∈ R٢ سیستم برای پایدار کانون ͷی مبدا .٢٠.١.١ تعریف
داشته ،t → ∞ وقتͬ ،θ٠ ∈ R و ٠ < r٠ < δ هر برای که، طوری به باشد داشته وجود δ > ٠

باشیم:
r(t, r٠, θ٠) → ٠, |θ(t, r٠, θ٠)| → ∞.

اگر دیͽر بیان به نباشد. پایدار ولͬ باشد کانون اگر مͬشود، نامیده ناپایدار، کانون ͷی مبدا
باشیم: داشته ،t→ −∞

r(t, r٠, θ٠) → ٠, |θ(t, r٠, θ٠)| → ∞.

.t→ ±∞ وقتͬ مͬکنند میل مبدا به مارپیچͬ طور به جوابها، گوییم حالت این در

T تناوب از تناوبͬ جواب ͷی مͬگذرد، x٠ نقطهی از که ẋ = f(x)جواب ͷی .٢١.١.١ تعریف
باشد: برقرار زیر رابطهی ،t ∈ R هر برای که باشد داشته وجود T > ٠ اگر است،

x(t) = x(t+ T )

به قابل همچنین .gk(x٠) = x٠ اگر است، k تناوب از متناوب x٠ ∈ Rn مدار نͽاشت، برای و
یا مثبت زمان در مͬگیرند، قرار همسایͽیش در که مسیرهایͬ تمام حدی، چرخهی که است ذکر

مͬکند. جذب خود به منفͬ

نامیده زینͬ نقطهی ͷی (نͽاشت) برداری میدان ͷی از هذلولوی ثابت نقطهی ͷی تعریف٢٢.١.١.
تر بزرگ حقیقͬ قسمت دارای شده خطͬ برداری میدان ی ویژه مقادیر از تعدادی هرگاه مͬشود،
صفر(قدرمطلق از تر ͷکوچ حقیقͬ قسمت دارای وتعدادی (ͷی از تر بزرگ صفر(قدرمطلق از
(ͷی از کمتر منفͬ(قدرمطلق حقیقͬ قسمت دارای ویژه مقادیر همهی اگر باشند. (ͷی از کمتر
ویژه مقادیر همهی اگر و مͬشود نامیده چاه٨ یا پایدار گره ͷی هذلولوي، ثابت نقطهی آنͽاه باشد،
ͷی هذلولوی، ثابت نقطهی آنͽاه (ͷی از تر بزرگ باشد(قدرمطلق مثبت حقیقͬ قسمت دارای
و (ͷی قدرمطلق (دارای محض موهومͬ ویژه، مقادیر اگر مͬشود. نامیده چشمه٩ یا ناپایدار گره

مͬگویند. ناهذلولوی ثابت نقطهی باشند، نباشند) ناصفر(حقیقͬ
٨sink
٩source



١٠ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١

و بوده پذیر معͺوس هرگاه مͬنامیم Crکلاس از دیفئومورفیسم ͷی را g(x) تابع .٢٣.١.١ تعریف
باشند. Cr کلاس از g−١(x) و g(x)

است، f ∈ χr(E) برداری میدان ͷی از ساده تͺین نقطهی ͷی p ∈ E .٢۴.١.١ تعریف
از ثابت نقطهی ͷی p ∈ E واگر باشد؛ نداشته صفر ویژه مقدار آن، شدهی خطͬ اگردستͽاه
شدهی خطͬ اگردستͽاه است ابتدایͬ ثابت نقطهی ͷی p که گوییم مͬ ما ، دیفئومورفیسمfباشد

باشد. نداشته ͷی ویژه مقدار آن،

باشیم، داشته t ∈ T هر برای و x٠ ∈ S اگر است، پایا S ⊂ X مجموعه .٢۵.١.١ تعریف
.φtx٠ ∈ S

بͽیرید: نظر در را زیر Cr(r ≥ ١) نͽاشت نͽاشت، ͷی ثابت نقاط پایداری تعریف برای
x→ g(x), x ∈ Rn

x = g(x) یعنͬ دارد x = xدر تͺین نقطه ͷی نͽاشت که کنید فرض و
است: زیر صورت به آن، به مربوط خطͬ نͽاشت

y → Ay, y ∈ Rn

همهی اگر است، پایدار yمجانبا → Ay, y ∈ Rn خطͬ نͽاشت از ثابت نقاط . A ≡ Dg(x) که
باشند. داشته ͷی از کمتر A،قدرمطلق ویژه مقادیر

اختلال ٢.١

بررسͬ مورد آن، در آمده وجود به اختلال به نسبت را سیستم پایداری مثال، ͷی بیان با بخش این در
و آیند بوجود جدید ثابت نقاط یا بروند بین از ثابت نقاط جزئͬ، اختلال تحت اگر مͬدهیم. قرار

است. شده اختلال دچار سیستم، شود، تغییر دچار سیستم، مداری ساختار کلͬ طور به

تابع ͷی I(x) : Rn → R و پذیر دیفرانسیل تابع ͷی f : Rn → R کنید فرض .١.٢.١ تعریف
برای اول انتͽرال ͷی را I تابع اینصورت در .< ∇I, f(x) >≡ ٠ که طوری به باشد، برداری

خوانیم. ẋ = f(x) خودگردان معادلات سیستم

بͽیرید: نظر در را زیر ساده ͷهارمونی نوسانͽر سیستم .٢.٢.١ مثال

ẋ = y, ẏ = −ω٢
٠x, (x, y) ∈ R٢. (٧.١)



١١ اختلال .٢.١

خانواده توسط که دارد (x, y) = (٠,٠) در ناهذلولوی تͺین نقطه ͷی سیستم که است واضح
دایره ω٠ = ١ برای آن حالت فضای است. شده محاط ،ω٠ فرکانس با تناوبͬ مدارهای پارامتری ͷی
نسبت سیستم(٧.١) آیا که مͬشود مطرح سوال این حال مͬباشد. بیضͬ صورت به موارد بقیه در و
مͬپردازیم: سیستم اختلالهای انواع بررسͬ به سوال، این به پاسخ برای است؟ پایدار اختلال به

خطͬ اختلال ١.٢.١

بͽیرید: نظر در را زیر اختلال دارای سیستم

ẋ = y, ẏ = −ω٢
٠x− ϵy.

چشمه ͷی ϵ < ٠ برای و چاه ͷی ϵ > ٠ برای و ناهذلولوی تͺین نقطه ͷی مبدا که است واضح
حالت وفضای مͬروند بین از آن تناوبͬ مدارهای و نمͬماند پایدار اختلال این تحت سیستم است.

مͬکند. تغییر آن

غیرخطͬ اختلال ٢.٢.١

بͽیرید: نظر در را زیر اختلال دارای سیستم

ẋ = y, ẏ = −ω٢
٠x+ ϵx٢.

که است واضح است؛ (x, y) = (ω٢
٠/ϵ,٠) و (x, y) = (٠,٠) تͺین نقطه دو دارای سیستم این

ͷی جدید، تͺین نقطه و است) نͺرده تغییر اختلال توسط هنوز (یعنͬ است مرکز ͷی هنوز مبدا
است. شده اختلال دچار سیستم بنابراین، است. زینͬ نقطه

زمان به وابسته اختلال ٣.٢.١

بͽیرید: نظر در را زیر سیستم
ẋ = y, ẏ = −ω٢

٠x+ ϵx cos t. (٨.١)

به بعد، ͷی افزایش با مͬتوان را سیستم است؛ متفاوت خیلͬ قبلͬ، مورد دو به نسبت اختلال این
نوشت: خودگردان سیستم ͷی صورت

ẋ = y, ẏ = −ω٢
٠x+ ϵx cos θ, θ̇ = ١. (٩.١)
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است (٠,٠,١) ثابت، سیستم(٩.١)،نقطهی برای ولͬ تͺین(٨.١)است؛ نقطه ͷی(x, y) = (٠,٠)
است. معروف متیو١٠ معادله به (٨.١) معادله مͬباشد. تناوبͬ مدار صورت به آن، مدار که

برداری میدانهای انشعاب ٣.١

پارامترهای تغییر با که هستند همراه پارامتر با دارند، ͬͺفیزی جنبهی که ͬͺدینامی دستͽاههای اغلب
را تغییرات این مͬدهد. رخ جوابها کیفͬ ساختار در تغییراتͬ آنها، به مربوط معادلات در موجود
که انشعاباتͬ مͬگویند. انشعاب مقدار را، مͬآید وجود به تغییرات آن در که پارامتر مقدار و انشعاب
میدان مͬنامند. موضعͬ انشعابات را، مͬدهد رخ ثابت) (نقاط بحرانͬ نقاط مجاورت در معمولا

بͽیرید: نظر در را زیر پارامتری برداری
ẏ = g(y, λ) , y ∈ Rn, λ ∈ Rp (١٠.١)

است Ckکلاس از پذیر دیفرانسیل تابع ͷی ،U ⊆ Rn × Rp چون بازی مجموعهی بر g آن در که
یعنͬ باشد؛ (y٠, λ٠) ∈ Rn ×Rp چون تͺینͬ نقطه دارای ،(١٠.١) برداری میدان که کنید فرض و

.g(y٠, λ٠) = ٠
پایدار (١٠.١) برداری میدان از (y٠, λثابت(٠ نقطه رسد:١-آیا مͬ ذهن به اساسͬ سوال دو حال
تاثیر تحت ,y٠)را λ٠) ثابت نقطه ناپایداری یا پایداری مͬتواند λ تغییرات ٢-آیا است؟ ناپایدار یا

دهد؟ قرار
در را (١٠.١) برداری میدان که، است این دهیم، پاسخ اول سوال به بتوانیم که این برای روش ͷی
(١٠.١) با متناظر شده خطͬ برداری میدان کنیم. سازی خطͬ (y٠, λ٠) بحرانͬ نقطهی مجاورت

از: عبارتست (y٠, λ٠) بحرانͬ نقطه مجاورت در
ξ̇ = Dyg(y٠, λ٠)ξ, ξ ∈ Rn. (١١.١)

باشد، موهومͬ محور روی ویژه مقادیر برخͬ دارای ، Dyg(y٠, λاگر(٠ که داشت توجه باید
جدیدی ͬͺدینامی رفتار مͬتواند حالت این در باشد، سیستم ناهذلولͬ بحرانͬ نقطهی ،(y٠, λیعنͬ(٠

بروند. بین از ثابت نقاط یا آیند وجود به جدیدی ثابت نقاط یعنͬ دهد؛ رخ سیستم برای
حقیقͬ جزء دارای آن ویژه مقادیر مابقͬ و صفر ویژه مقدار ͷی دارای Dyg(y٠, λ٠) اگر حال
،(y٠, λ٠) بحرانͬ نقطهی مجاورت در ،(١٠.١) سیستم ͬͺدینامی رفتار آنͽاه باشند، صفر مخالف
چنͽال انشعاب زینͬ-گره١١، نوع از انشعاب را آن ما که شود انشعاب از نوعͬ متحمل است، ممͺن

١٠Mathieu
١١Saddle-node



١٣ برداری میدانهای انشعاب .٣.١

پرداخت. خواهیم آنها بررسͬ و معرفͬ به ادامه در و مͬنامیم ١٣و... تراگذر بحرانͬ انشعاب ،١٢

آن ویژه مقادیر بقیه و باشد محض موهومͬ ویژه مقدار جفت ͷی دارای Dyg(y٠, λاگر(٠ همچنین
گردد انشعاب از نوعͬ متحمل سیستم است ممͺن آنͽاه باشند، صفر مخالف حقیقͬ جزء دارای

پرداخت. خواهیم آن معرفͬ به ادامه در و ١۴مͬنامیم هوف-پوانͺاره انشعاب را آن ما که

گره زینͬ انشعاب ١.٣.١

چون پارامتری ͷی بعدی ͷی برداری میدانهای از کلͬ خانوادهی ͷی باشد قرار اگر
ẋ = f(x, µ), x ∈ R, µ ∈ R (١٢.١)

برقرار زیر شرایط باید شود، زینͬ-گره انشعاب نوع از انشعاب متحمل (x٠, µ٠) = (٠,٠) نقطه در
باشد:

(١). f(٠,٠) = ٠, (٢). ∂f/∂x(٠,٠) = ٠,
(٣). ∂f/∂µ(٠,٠) ̸= ٠, (۴). ∂٢f/∂µ(٠,٠)٢ ̸= ٠.

است. شده داده نشان شͺل(١.١) در (x٠, µ٠) = درنقطه(٠,٠) انشعاب این

تراگذر بحرانͬ انشعاب ٢.٣.١

باشد: برقرار باید زیر شرایط شود، تراگذر بحرانͬ انشعاب متحمل سیستم(١٢.١)بخواهد اگر
(١). f(٠,٠) = ٠, (٢). ∂f

∂x
(٠,٠) = ٠,

(٣). ∂f
∂µ
(٠,٠) = ٠, (۴). ∂٢f

∂x∂µ
(٠,٠) ̸= ٠,

(۵). ∂٢f
∂x٢ (٠,٠) ̸= ٠.

است. شده داده نشان شͺل(٢.١) در (x٠, µ٠) = (٠,٠) نقطه در انشعاب این

چنͽال انشعاب ٣.٣.١

است: زیر صورت به باشد، چنͽال انشعاب سیستم(١٢.١)دارای مͬشود منجر که روابطͬ و
(١). f(٠,٠) = ٠, (٢). ∂f

∂x
(٠,٠) = ٠,

(٣). ∂f
∂µ
(٠,٠) = ٠, (۴). ∂٢f

∂x٢ (٠,٠) = ٠,
(۵). ∂٣f

∂x٣ (٠,٠) ̸= ٠.
١٢pitchfork
١٣Transcritical
١۴Poincare-Hopf


