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.و غيره مورد بررسي قرار گرفته است

درباره معادله هاي تابعي در فضاهاي باناخ حقيقي كه مشخصه راسياس– اولام–هايرز قضيه پايداري

مي اند، از اهميت بيشتري برخوردار استهايي از تعامد در فضاهاي ضرب داخلي و مورد مطالعه قرار

.گيرد



 مقدمه

در فصل اول انواع تعامد را معرفي مي كنيم سپس نظريه نگاشت هاي ثابت متعامد در يك فضاي

يك.و نگاشت هاي ثابت متعامد را پايدار مي سازيممتعامد متساوي الساقين را بيان مي كنيم به عنوان

.، پايداري تعامد معادله درجه دوم از نوع پكسيدر را مورد بحث قرار مي دهيمكاربرد

جبر باناخ يكدار بررسي را در سراسر مدول هاي باناخ يك پكسيدر در فصل دوم پايداري نگاشت هاي

و به عنوان يك نتيجه پايداري اولام  را پكسيدر هايرز از معادله تابعي كشي متعامد از نوع–مي كنيم

. تعامد به مفهوم راتز مي باشد، پايه گذاري مي كنيم⊥جايي كه رابطه 

در فصل سوم با بكار بردن قضيه تناوبي نقطه ثابت پايداري تعامد معادله تابعي درجه دوم از نوع

 نگاشت هايي از فضاي متعامد متقارن به فضاي باناخ هستند راkوg،hوfرا جايي كه پكسيدر 

.پايه گذاري مي كنيم

. هايرز معادله هاي تابعي مكعبي متعامد را اثبات مي كنيم–در فصل چهارم، پايداري اولام
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 تعريف1-1-1

 يك عدد حقيقيX عضو فضايx يك فضاي برداري مختلط است هرگاه به ازاي هرXفرض كنيد

||||نامنفي مانند xبه نام نرم xچنان مربوط شده باشد كه 

هر)1 Xyxبه ازاي ||||||||||||و,∋ yxyx +≤+

هر)2 ||||||||||،αو اسكالرxبه ازاي xx αα =

||||0اگر)3 =x0، آنگاه=x

. با اين شرايط يك فضاي نرم دار استXفضاي برداري

:نكته

),(||||هر فضاي نرم دار يك فضاي متري با متر تعريف شده به صورت yxyxd .است=−

 تعريف1-1-2

.اخ مي ناميمهر فضاي خطي نرم دار كه با متر تعريف شده به وسيله نرمش تام باشد، يك فضاي بان

 تعريف1-1-3

x را يك فضاي ضرب داخلي گوئيم هرگاه به هر جفت مرتب از بردارهايH برداري مختلط فضاي

>< يك عدد مختلط مانندH درyو yx,صل ضرب داخلي به نام حاxوy

:چنان مربوط باشد كه قواعد زير برقرار باشند

i(),( Hyx ∈><=>< yxxy ,, 

ii (),,( Hzyx ∈>+<+>+<=>+< zyzxzyx ,
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iii) (αاسكالرHyx ∈,(><=>< yxyx ,, αα

iv ()( Hx∈0, ≥>< xx

v(00, =⇔=>< xxx

م∋Hx يعني نرم بردارxنرم ي كنيم راتعريف

><= xxx ,|||| 2

در(هر گاه اين فضاي متري تام باشد يـك فـضاي راHآنگاه) در آن همگرا باشدHهر دنباله كشي

.هيلبرت است

 تعريف1-1-4

.از انواع تعامد در آن تعريف شده باشد يك فضاي نرم دار حقيقي است كه يكي1Xفضاي متعامد

 انواع تعامد1-1-5

2تعامد بديهي)1
v⊥:

X،0vxبه ازاي هر عنصر متعلق به .xv⊥0و⊥

Xyxو براي هر عنصر غيرصفر كه yx مي گوييم,∋ v⊥و فقـط اگـر  مـستقل خطـيyوx اگر

.باشند

3 جيمز–بيركهف)2
B⊥:

yxگوييم B⊥هر اسكالر براي اگر αداشته باشيم ،|||||||| yxx α+≤

1 Orthogonal space 
2 Trivial  
3 Birkhoff – James  
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1فيثاغورس)3
P⊥:

222اگر |||||||||||| yxyx yx گوييم آنگاه+=+ P⊥

2متساوي الساقين)4
I⊥:

||||||||اگر yxyx yx گوييم آنگاه+=− I⊥

3ديميني)5
D⊥:

yxيمگوي D⊥اگر ||||||||},:)()()()(sup{ * yxSgfxgyfygxf S* به طوري كه−∋=

. استXكره واحد از فضاي دوگان

4كارلسون)6
C⊥:

yx C⊥0 اگر|||| 2

1

=+∑
=

yx iii

m

i
γβα2و≥m0و≠iαوiγوiβاعداد حقيقي ثابت 

 هستند به طوري كه

02

1

2

1

==∑∑
==

ii

m

i
ii

m

i
γαβα1و

1

=∑
=

iii

m

i
γβα

7(T5 متعامد
T⊥:

:*فرض كنيد XXT yx نگاشت خطي باشد؛ مي گوييم→ T⊥0 اگر))(( =yxT.

6تزار)8
R⊥:

ازفضاي برداري حقيقي با بعدXفرض كنيد Xيك رابطه دوتايي روي)⊥(و2 ناكمتر

1 Phythagorean 
2 Isoscales 
3 Diminnie 
4 Carlsson 
5 T - orthogonality 
6 Ratz 
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:است با شرايط زير

هر: تماميت تعامد براي صفر)01( .x⊥0وX،0⊥x متعلق بهxبه ازاي

,}0{اگر: استقلال)02( −∈ Xyxوyx . مستقل خطي اندyوx، آنگاه⊥

Xyxاگر: همگن)03( yxو,∋ yx عضو اعداد حقيقيβوα، آنگاه به ازاي هر⊥ βα ⊥.

از-2 زيرفضايPاگر: خاصيت تالس)04( وX بعـدي ∋+و∋Px باشـد Rλآنگـاه ،Py ∈0

0yxوجود دارد چنان كه 00و⊥ yxyx −⊥+ λ.

.فضاي متعامد ناميده مي شوديك)X,⊥(دوتايي

و)X,⊥(دوتايي دراين فصل  را يك فضاي نـرم دار درنظـرYرا يك فضاي متعامد متساوي الساقين

. مي گيريم

 مي كنيم را به ترتيب زير تعريف2و فرد1 تابع داده شده باشد آنگاه تابع زوجPاگر

2
)()(:)( xPxPxPe −+=

2
)()(:)(0 xPxPxP −−=

 تعريف1-1-6

yx ناميده مي شود اگر3 متقارن⊥رابطه xy نتيجه بدهد⊥ ⊥)Xyx ∈,.( 

و تعامد ، تعامـد فيثـاغورس، تعامـد)ضرب داخلـي(معمولي در بين تعامد هاي ذكر شده تعامد بديهي

و تعامد كارلسون . متقارن هستند،متساوي الساقين

1 even 
2 odd 
3 Symmetry 
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:تذكر

كه–تعامد بريخوف  حقيقـي بـا بعـد بزرگتـر فضاي نـرم دارX جيمز متقارن نيست، مگر در حالتي

عك3مساوي .ار است اين مطلب نيز برقرس، يك فضاي ضرب داخلي باشد،

:اثبات

yx كنيدفرض 2و⊥
1

,|||| ><= xxxاگردر اين صورت yx B⊥

xyنشان مي دهيم آنگاه B⊥داريم 

,><= yyy ,|||| 2

>++<=+ ),(|||| 2 xyxyxy λλλ

><+><+><+><= xxyxxyyx λλλλ ,,,,

,0 فضاي ضرب داخلي فرض شده پسXچون =>< yxبنابراين 

><+><≤>< xxyyyy λλ ,,,

و اين يعني

22 |||||||| xyy λ+≤

|||||||| xyy λ+≤

xy پس B⊥.

 نكته1-1-7

.تعامدها از آن نتيجه مي شود فضاي ضرب داخلي باشد، ديگرXاگر
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 فضاي ضرب داخليXتوجه به اين نكته حايز اهميت است كه تعامدهاي ذكر شده در صورتي كه

را. باشد، يكديگر را نتيجه مي دهند به عنوان مثال تعامد متساوي الساقين به راحتي تعامد فيثاغورس

.نتيجه مي دهد

,0اگر =>< yxو|||||||| yxyx  آنگاه+=−

22 |||||||| yxyx −=+

>−−<=>++< )(),()(),( yxyxyxyx

>−−<+>−<+>−<+><= yyxyyxxx ,,,,

>−−<+><= yyxx ,,

 بنابراين

222 |||||||||||| yxyx +=+

 مثال1-1-8

. فضاي نرم دار باشدXبه عنوان مثال نقض اگر

||||:sup||اگر)1مثال ixx =

,...)0,0,2,0,1,1(,,...)0,0,2,1,1( −== yx

 آنگاه

2||||,2|||| == yx

yxyxyx I⊥⇒−=+ ||||||||

 ولي
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222 |||||||||||| yxyx +≠+

yx p⊥⇒≠+ 444

||||:|| فضاي نرم دار حقيقي با نرمX فرض كنيد)2مثال ixx و باشد=∑

)1,2,1(,)1,1,1( −== yx

)0,1,2(,)2,3,0( −=−=+ yxyx

 آنگاه

3||||,5||||,4||||,3|||| =−=+== yxyxyx

yxyxyx I⊥⇒−≠+ ||||||||

 در حالي كه

222 |||||||||||| yxyx +=+

yx p⊥⇒=+ 222 543

ت1 همراه با همان نرم سوپرمم در مثالXفرض كنيد)3مثال عامد متساوي الساقين باشد، ديديم كه

||||2 در اين صورتx=)0,0,2,1,1(...,اگر برقرار است، =x

و

|||,...)0||,0||,2||,2||,1||,1(||||||| ααααα −−+−=+ yx

قرار مي دهيم حال
2
1=αآنگاه 

,...)0,0,1,
2
3,

2
3,

2
1sup(|||| =+ yx α

2
3=
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 پس

2
32 ≤

||||||||،αيعني براي هر yxx α+≤برقرار نيست .

 آنگاهy=)1,2,1(وx=)1,1,1( اگر جيمز بررسي مي كنيم– را براي تعامد بريخوف2مثال)4مثال

2
1,3|||| == αx

||)1,21,1(|||||| αααα −−−=+ yx

|1||21||1| ααα −+−+−=

2
10

2
1 ++=

1=

 بنابراين

13 <

.پس رابطه برقرار نيست

|||||| فضاي نرم دار حقيقي با نرمXفرض كنيد)5مثال ixx  باشد=∑

)(|||||||| Ryxx ∈+≤ αα

)1,0,0(,)0,1,1( == yx

||2||||,),1,1( αααα +=+=+ yxyx

yxx B⊥⇒+<= ||22,2|||| α

و همچنين
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1||||,2|||| == yx

yxyxyx I⊥⇒−=+ ||||||||

 ولي

1||||,4||||,9|||| 222 ===+ yxyx

yxyxyx P⊥⇒+≠+ 222 ||||||||||||

 نگاشت هاي متعامد1-1-9

i(YXC Xyx يك نگاشت ثابت متعامد مي ناميم اگر به ازاي هر:→ yx كه,∋  داشته باشيم⊥

)()( yxCyxC −=+

ii (YXF  وجـود داشـتهε<0 يك نگاشت تقريبا ثابت متعامد است اگـر يـك مقـدار مثبـت:→

 باشدبه طوري كه

),,(||)()(|| Xyxyxyxfyxf ∈⊥≤−−+ ε

لم1-1-10

ك YXCنيدفرض Xyxاگر يك نگاشت ثابت متعامد باشد:→ ||||||||و,∋ yx )()( آنگاه= yCxC =.

:اثبات

||||||||فرض كنيد yx  قرار مي دهيم=
2

,
2

yxhyxk ykh آنگاه=−=+ xkhو=− چـون+=

|||||||| yx ||||||||لذا= khkh kh يك فضاي متساوي الـساقين اسـت پـسXو−=+  در ايـن⊥

)()(صورت khCkhC  بنابراين+=+
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)()
22

()()()
22

()( yCyxyxCkhCkhCyxyxCxC =−
−

+=−=+=−++=

 گزاره1-1-11

YXCفرض كنيد كه YRg يك نگاشت ثابت متعامد باشد؛ آنگاه يك نگاشت:→  وجود دارد:→

∋Xxچنان كه به ازاي هر

)||||()( xgxC =

: اثبات

00فرض كنيد ≠xيك عنصر ثابت از X،باشدgرا به صورت زير تعريف مي كنيم :

)
||||

(:)(
0

0

x
rxCrg YRgو= →:

||1مي دانيم كه
||||

||
0

0 =
x
xبدست مي آوريم)10-1-1(و به كمك لم:

)()
||||

||||
()||||(

0

0 xC
x
xx

Cxg == 

 گزاره1-1-12

YXFفرض كنيد ث:→ كه يك نگاشت تقريبا و به ازاي همـهε<0به ازاي ابت متعامد باشد چنان

Xyx yx كه,∋ ؛ داشته باشيم⊥

ε≤−−+ ||)()(|| yxFyxF

YXC يك نگاشت ثابت متعامد در اين صورت  وجود دارد به طوري كه:→

)(||)()(|| XxxCxF ∈≤− ε


