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تؼذی تیاٖ ٔی وٙیٓ وٝ دس آٟ٘ا تٝ تیاٖ  دسایٗ فصُ تؼاسیف ٚٔفاٞیٓ اِٚیٝ خٟت استفادٜ دس فصُ ٞای

 .ٚآ٘اِیض ٞاسٔٛ٘یه ٔی پشداصیٓ ٔختصشی اص تؼاسیف ٚلعایایی دس آ٘اِیض تاتؼی

 پیشٌیاسّایی اس آًالیش تابعی     1.1

ٔدٕٛػٝ ی ٕٞٝ ی تٛاتغ   𝐶 𝐺یه ٌشٜٚ ٔٛظؼا فطشدٜ تاضذ فشض وٙیٓ 𝐺فشض وٙیٓ  .1.1.1تعزیف

 :تاضذ تؼشیف ٔی وٙی𝐺ٓپیٛستٝ سٚی

𝐿𝑥𝑓: 𝐺 → 𝑅 

         𝐿xf 𝑦 = 𝑓 𝑥𝑦    

𝑅𝑥𝑓: 𝐺 → 𝑅 

        𝑅𝑥𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦𝑥  

 .  ٌٛییٓ 𝑓ا٘تماَ چپ ٚساست تاتغ   𝑅𝑥𝑓 𝑦 ٚ 𝐿xf 𝑦 سا  تتشتیةٍ٘اضتٟای 

 :پیٛستٝ یىٙٛاخت ساست  ٌٛییٓ ٞشٌاٜ 𝑓  ػشیف فٛقدست  .2.1.1تعزیف

lim
𝑥→1

 𝑅𝑥𝑓 − 𝑓 sup = o 

ٚ 𝑓  ٜسا پیٛستٝ یىٙٛاخت چپ ٌٛییٓ ٞشٌا:   

    
   𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

 𝐿𝑥𝑓 − 𝑓 𝑠𝑢𝑝 = 𝑜    

 تٝ ٚسیّٝ ی 𝑋سٚی   تٛپِٛٛطی ظؼیفیه فعای ٔٛظؼا ٔحذب تاضذ𝑋 فشض وٙیذ   .3.1.1 تعزیف

 ی اص ٘یٓ ٘شْ ٞا تٝ صٛست صیش تؼشیف ٔی ضٛد  خا٘ٛادٜ

 𝑃𝑥∗                    𝑥∗𝜖𝑋∗                    𝑠. 𝑡       𝑃𝑥∗ 𝑥 =   𝑥, 𝑥∗   

 .ٕ٘ایص ٔیذٞیٓ  𝑤ایٗ تٛپِٛٛطی سا تا 

تٝ ٚسیّٝ ی  Xسٚی   تٛپِٛٛطی  -∗𝑤 یه فعای ٔٛظؼا ٔحذب تاضذ 𝑋 فشض وٙیذ  .4.1.1تعزیف

 ٘شْ ٞا تٝ صٛست صیش تؼشیف ٔی ضٛدی اص ٘یٓ  خا٘ٛادٜ

   𝑃𝑥               𝑥𝜖𝑋                 𝑠. 𝑡     𝑃𝑥 𝑥
∗ =   𝑥, 𝑥∗   



است   𝑎ٍٕٞشا تٝ   -𝑤٘سثت تٝ تٛپِٛٛطی  𝑎𝑛 تاضذٌٛییٓ  𝐴دس    𝑎𝑛  تٛس فشض وٙیذ  .5.1.1تعزیف

 :ٞشٌاٜ داضتٝ تاضیٓ

 𝑓, 𝑎𝑛 →  𝑓, 𝑎          ( 𝑓𝜖𝐴∗) 

𝑎𝑛ایٗ ٘ٛع ٍٕٞشایی سا تا ٕ٘اد 
𝑤
→ 𝑎   ٕٓ٘ایص ٔی دٞی. 

  𝑎ٍٕٞشا تٝ  -∗𝑤٘سثت تٝ تٛپِٛٛطی  𝑎𝑛 تاضذ ٌٛییٓ  ∗∗𝐴دس   𝑎𝑛  تٛس فشض وٙیذ  .6.1.1تعزیف

                                                            :است ٞشٌاٜ  داضتٝ تاضیٓ  

 𝑎n , 𝑓 →  𝑎, 𝑓       (𝑓𝜖𝐴∗) 

𝑎𝑛   ایٗ ٘ٛع ٍٕٞشایی سا تا ٕ٘اد
𝑤 ∗

  𝑎 ٕٓ٘ایص ٔی دٞی .  

 :ٌٛییٓ ٞشٌاٜ  𝑎تٝ  ی ظؼیفٍٕٞشا سا 𝑎𝑛 ⊆A د٘ثاِٝ ی    .7.1.1تعزیف  

 𝑓, 𝑎𝑛  →  𝑓, 𝑎             (𝑓𝜖𝐴∗) 

د٘ثاِٝ ی  ∗𝑓𝜖𝐴 وٛضی ٌٛییٓ ٞشٌاٜ تشای ٞش تٝ ؼٛس ظؼیف سا 𝑎𝑛 ⊆𝐴  د٘ثاِٝ ی   .8.1.1تعزیف 

  𝑓, 𝑎𝑛    وٛضی دسС  تاضذ. 

 قضیِ ّاى باًاخ

فشض .یه تاتؼه خؽی سٚی آٖ تاضذ 𝑞 یه فعای تشداسی ٚ X فشض وٙیٓ  1 ٞاٖ تا٘اخ .9.1.1قضیِ

X  ٚ𝑓:𝑀صیش فعای خؽی اصیه  𝑀  وٙیٓ → R   ٝیه تاتؼه خؽی تاضذ تؽٛسی و:  

𝑓 𝑥 ≤ 𝑞 𝑥                 ( 𝑥𝜖𝑀) 

:𝐹آٍ٘اٜ تاتؼه خؽی    𝑋 → 𝑅  ٝٚخٛد داسد تؽٛسی و𝐹│𝑀 = 𝑓  ٚ

𝐹 𝑥 ≤ 𝑞 𝑥                    (𝑥𝜖X )     

 [24]وٙیذتٝ سخٛع :اثبات 

                                                                    
1 𝐻𝑎𝑕𝑛 − 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐𝑕  



X  ٚ𝑓:𝑀 اص صیش فعای خؽی 𝑀 یه فعای تشداسی ٚ X فشض وٙیذ .10.1.1ًتیجِ  → 𝑅   یه

  :تاضذ آٍ٘اٜ  تاتؼه خؽی وشا٘ذاس

 ∃    𝐹𝜖𝑋∗   s. t                 𝐹│𝑀 = 𝑓 ; 

 𝐹 =  𝑓  . 

 قضیِ ًقطِ ثابت هارکَف

آتّی ٚٔحذب اص    ،فطشدٜ، صیش ٔدٕٛػٝ ای ٘اتٟی𝐾 فشض وٙیذ  2 ٘مؽٝ ثاتت ٔاسوٛف   .11.1.1قضیِ

تٝ تٛی خٛدش تاضذ  𝑘پیٛستٝ اص آفیٗ ٍ٘اضت ٞایخا٘ٛادٜ ای اص  𝐹 تاضذ ٚ ٔحذب ٔٛظؼییه فعای 

= 𝑇 𝑥          ٞست وٝ                    𝑥𝜖𝐾آٍ٘اٜ ػٙصش   𝑥 

 [24]وٙیذتٝ سخٛع:اثبات 

 قضیِ آلا قلَ

لّٛآلا   .12.1.1قضیِ   .فطشدٜ است ، ∗𝑋∗   -𝑤ٌٛی یىٝ تستٝ دسفعای ٘شْ داس تاضذ آٍ٘اٜ  𝑋ٌش ا 3 

 [24]وٙیذتٝ سخٛع:اثبات  

𝐴یه فعای ٔٛظؼا ٔحذب تاضذ ٚ 𝑋 فشض وٙیذ .13.1.1قضیِ  ⊆ 𝑋  دسایٗ صٛست𝐴
w

= A 

  1 وٙیذتٝ  سخٛع:اثبات 

 

 

 

                                                                    
2 Markov–Kakutani fixed point  

3 𝐴𝑙𝑎𝑜𝑔𝑙𝑢𝑠 



 پیشٌیاسّای اس آًالیش ّارهًَیک  2.1

  صیشسا یه خثش ٔی ٘أیٓدٚتایی  تا ػُٕ 𝐹سٚی ٔیذاٖ   𝐴ٔا٘ٙذ فعای تشداسی یه .1.2.1تعزیف

∙: 𝐴 × 𝐴 → 𝐴 

       𝑎, 𝑏 → 𝑎. b        

 ٞشٌاٜ ػُٕ دٚتایی فٛق ضشوت پزیش تاضذ یؼٙی  

𝑎 𝑏𝑐 =  𝑎𝑏 𝑐     ∀  𝑎, 𝑏, 𝑐 

:∗یه خثش تاضذ ػُٕ  𝐴ٌیشیٓ  .2.2.1تعزیف 𝐴 → 𝐴   سا تا ظاتؽٝ ی∗  𝑎 = 𝑎∗ یه ػُٕ تشٌطتی 

 :ٌٛییٓ ٞشٌاٜ داسای خٛاظ صیش تاضذAتش خثش 

 𝑎 + 𝑏 ∗ = 𝑎∗ + b∗          (𝑎, 𝑏𝜖𝐴) 

               𝑎𝑏 ∗ = b∗𝑎∗                     ( 𝑎, 𝑏𝜖𝐴  )               

            𝜆𝑎 ∗ = 𝜆 𝑎∗                       (  𝜆𝜖𝐹 )                

 .یه خثش تا ػُٕ تشٌطتی سٚی آٖ ٔی تاضذ خثش -∗یه  .3.2.1تعزیف

ٞشٌاٜ ٘شْ داسای خاصیت سٚی آٖ خثش ٘شْ داس ٌٛییٓ  تؼشیف ضذٜ  ٕٞشاٜ تا ٘شْ 𝐴خثش  .4.2.1تعزیف

 صیشتاضذ

∃ 𝑘 > 𝑜           𝑠. 𝑡.                𝑎𝑏 ≤ 𝑘 𝑎  𝑏         ( 𝑎, 𝑏 𝜀𝐴) 

 .خثشتا٘اخ ٌٛییٓ -∗ خثش٘شْ داس وأُ تاضذ آ٘شا -∗ 𝐴ٚاٌش 

 :سا یىذاس ٌٛییٓ ٞشٌاٜ    𝐴خثش  .5.2.1تعزیف

∃ 𝑒𝜖𝐴              𝑠. 𝑡          𝑒. 𝑎 = 𝑎. 𝑒 = 𝑎             (𝑎𝜖𝐴) 

 .ٌٛییٓ  𝐴یىٝ  سا 𝑒 ػٙصش

   :ٌٛییٓ ٞشٌاٜخثش  ∗𝐶−سا 𝐴 یه خثش تا٘اخ تاضذ    𝐴 فشض وٙیذ .6.2.1تعزیف

 𝑎𝑎∗ =  𝑎 2           (𝑎𝜖𝐴) 



ػٍّٕشٞای  وشا٘ذاس اص  فعای ٕٞٝ ی  𝐵 𝐻یه فعای ٞیّثشت ٚ  𝐻 فشض وٙیٓ  .7.2.1هثال

 𝐻ٝت𝐻 تاضذ  𝐵 𝐻  ٕٞشاٜ تا ػُٕ اِحالی

  𝑜: 𝐵 𝐻 ×   𝐵 𝐻 →  𝐵 𝐻     

 𝑇, 𝑆 → T𝒐𝑆    ;                      

 

                                        𝑇𝒐𝑆 𝑢 = 𝑇 𝑆 𝑢          ( 𝑢𝜖𝐻   , 𝑇, 𝑆 𝜖𝐵 𝐻    )     

ٚ٘شْ  

 T = 𝑠𝑢𝑝    𝑇, 𝑢        𝑢 ≤ 1   

 تاضذ ادػا داسیٓ  𝑇ٔضدٚج  ∗𝑇𝜖𝐵 𝐻  ٚ𝑇تشای تشسسی ایٗ ٔٛظٛع فشض وٙیذ  . خثش است ∗𝐶−یه 

 𝑇𝑇∗ =  𝑇 2ٝاتتذا تٛخٝ داسیٓ و 

 𝑇𝑇∗ ≤  𝑇  T∗ =  𝑇 2        I  

 داسیٓ   𝑢𝜖𝐻حاَ تشای ٞش  تشداس ٚاحذ 

 𝑇𝑇∗ ≤  𝑇𝑇∗ 𝑢 , 𝑢  

                =  T u , T u   

                =  𝑇 𝑢  2        

تشلشاس است تٙاتشایٗ تا ٌشفتٗ سٛپشیٕٓ سٚی  ٞش تشداس ٚاحذ   𝑢𝜖𝐻ٞش تشداس ٚاحذ چٖٛ ساتؽٝ ی فٛق تشای 

𝑢𝜖𝐻   ٓداسی 

 𝑇𝑇∗ ≤ 𝑠𝑢𝑝  T u  2       𝑢 = 1  

=  𝑇 2       𝐼𝐼            

,𝐼تٙا تٝ سٚاتػ   𝐼𝐼  ٓداسی 

 𝑇𝑇∗ =  𝑇 2   

 

 



 هذٍل ّا

 :ٔذَٚ چپ ٌٛییٓ ٞشٌاٜ  -𝐵سا 𝐸 یه خثش تا٘اخ تاضذ فعای تا٘اخ  𝐵فشض وٙیٓ  .8.2.1تعزیف

 𝑎𝑏 𝑥 = 𝑏 𝑎𝑥         ( 𝑥𝜖𝐸    , 𝑎, 𝑏𝜖𝐵) 

∃𝑘 > 0     𝑠. 𝑡        𝑎. 𝑥 ≤ 𝑘 𝑎  𝑥  

 .ٔذَٚ ساست لاتُ تؼشیف است  – 𝐵ٚ تٝ ٕٞیٗ تشتیة 

ٔذَٚ  -𝐵دٚ ٔذَٚ یا  -𝐵 سا𝐸تاضذ  ٔذَٚ چپ -𝐵ٔذَٚ ساست ٚٞٓ  – 𝐸  ٓٞ𝐵اٌش  .9.2.1تعزیف

  .ٌٛییٓ

ٔذَٚ تاضذ دس ایٗ صٛست  -𝐴یه  𝑋ٚفعای تا٘اخ  یه خثش تا٘اخ تاضذ 𝐴فشض وٙیٓ   .10.2.1ًکتِ.

 𝑋∗ صیش یه تا ظشب𝐴- َٚاست ٔذ 

.: 𝐴 × 𝑋∗ → X∗  

   𝑎, 𝑓 → 𝑎. 𝑓        

                     𝑎. 𝑓, 𝑥 =  𝑓, 𝑥. 𝑎     (𝑥𝜖𝑋 ) 

.𝑥 است پس  ٔذَٚ -𝐴یه  𝑋چٖٛ  𝑎𝜖𝑋تٙاتشایٗ ظشب فٛق خٛش تؼشیف است. 

یه فعای تشداسی ٘شْ داس تاضذ فعای ٕٞٝ ی تاتؼه ٞای خؽی وشا٘ذاس  𝐴فشض وٙیذ .11.2.1تعزیف 

 .ٕ٘ایص ٔی دٞیٓ   ∗𝐴  سا فعای دٌٚاٖ ٔی ٘أیٓ ٚتا 𝐴سٚی

,𝑚  سا تا  𝑚 𝑓یؼٙی  𝑓دس  𝑚دس سشاسش ایٗ پایا٘أٝ ٔمذاس .12.2.1 قزارداد 𝑓  ٓ٘طاٖ ٔی دٞی . 

تاضذ تا تؼشیف ظشب ٚ ٘شْ   𝐴فعای دٌٚاٖ دْٚ  ∗∗𝐴یه خثش تا٘اخ تاضذ ٚ  𝐴فشض وٙیذ   .13.2.1 ًکتِ

 یه خثش تا٘اخ است ∗∗𝐴صیش 

𝐴∗∗ × 𝐴∗∗ → 𝐴∗∗ 

 𝑚, 𝑛 → 𝑚𝑛       

                                   𝑚𝑛, 𝑓 =  𝑚, 𝑛. 𝑓              (𝑓𝜖𝐴∗ )                

                                            𝑛. 𝑓, 𝑎 =  𝑛, 𝑓. 𝑎              ( 𝑎𝜖𝐴)                                         



 ٚ٘شْ 

  𝑚 = 𝑠𝑢𝑝     𝑚, 𝑓              𝑓 ≤ 1        ∀ 𝑓𝜖𝐴∗       

= 𝐴فشض وٙیذ              .14.2.1ًکتِ { 𝑎 │𝑎𝜖𝐴 }    ٓتؼشیف ٔی وٙی

θ: 𝐴 → 𝐴  

  𝑎 → 𝑎        

                                𝑎   𝑓 = 𝑓  𝑎         ( 𝑓𝜖𝐴∗ ) 

⊇تٛخٝ داسیٓ ٍ٘اضت فٛق دٚسٛیی است پس   𝐴∗∗ 𝐴  𝐴  ≈    ٗتٙاتشی𝐴   صیش خثشی اص𝐴∗∗ است. 

  سا تؼٙٛاٖ   ∗∗𝜑∗∗ϵ∆ Aدسایٗ صٛست تٙا تٝ لعیٝ ی ٞاٖ تا٘اخ ٔیتٛاٖ    𝜑𝜖∆ 𝐴حاَ فشض وٙیذ 

∗∗𝜑دس ٘ظش ٌشفت پس          𝜑تٛسیؼی اص 
│A

= φ  . 

 :تاضذ آٍ٘اٜ  ∗𝑀صیش فعای پایای تستٝ اص  𝑊اٌش .15.2.1 قضیِ

𝑊 =  𝑊 ∩𝑀∗ ⊕  𝑊 ∩𝑀∗
⊥  

ϵ𝜑ٍٕٞشا تٝ  ∗𝑀دس اصٍ٘اضتٟا د٘ثاِٝ ی  𝜑𝑘 فشض وٙیذ   .16.2.1قضیِ  𝑀∗ ٝ٘سثت ت𝑊∗ -  تٛپِٛٛطی

𝜑𝑘    4تاضذآٍ٘اٜ لسٕت ٔٙفشد  
s 𝜑k   5لسٕت ٘شٔاَٚ  

n   اص 𝜑𝑘   ٝلسٕت ٔٙفشدتٝ تشتیة ٍٕٞشاٜ ت𝜑s 

 .تٛپِٛٛطی  ٔی تاضذ -∗𝑊٘سثت تٝ  𝜑اص 𝜑nٚلسٕت ٘شٔاَ  

 

 

 

 

 

                                                                    
4 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 − 𝑝𝑎𝑟𝑡 
5 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 − 𝑝𝑎𝑟𝑡 
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 تعاریفی اس هیاًگیي پذیزی هشخصِ ای     1.2

 ٔطخصٝ

:𝜑 یه خثش تا٘اخ تاضذ ٍ٘اضت𝐴فشض وٙیٓ  .1.1.2تؼشیف 𝐴 → С  ٜسأطخصٝ ٌٛییٓ ٞشٌا: 

𝜑 𝑎𝑏 = 𝜑 𝑎 𝜑 𝑏      (𝑎, 𝑏𝜖𝐴) 

ٕ٘ایص دادٜ ٚتٝ صٛست    𝐴 ∆سا تا 𝐴فعای ٔطخصٝ  ،یه خثش تا٘اخ تاضذ 𝐴فشض وٙیذ  .2.1.2 تؼشیف

 :صیش تؼشیف ٔیىٙیٓ   

          

∆ 𝐴 =  𝑓 ∶  .  𝑓    ٕٞشیختی غیش صفش تاضذ   

 

 ساست چپ، ٔیاٍ٘یٗ پزیشی ٔطخصٝ ای ٔیاٍ٘یٗ پزیشی ٔطخصٝ ای

 ٔیاٍ٘یٗ پزیش  -𝐴 ، 𝜑یه ٔطخصٝ تش آٖ تاضذ ٌٛییٓ  𝜑یه خثش تا٘اخ 𝐴ٚفشض وٙیٓ .  3.1.2تؼشیف

 :است  ٞشٌاٜ چپ 

∃𝑚𝜖𝐴∗∗       s. t      𝑚, 𝜑 = 1 ;    

          𝑚, 𝑓. 𝑎 = 𝜑 𝑎  𝑚, 𝑓       (𝑎𝜖𝐴  𝑓𝜖𝐴∗) 

است  ٔیاٍ٘یٗ پزیشساست   -𝐴 ، 𝜑ٚتٝ ٕٞیٗ تشتیة ٌٛییٓ .ٌٛییٓ ٔیاٍ٘یٗ حپ – 𝜑 سایه 𝑚 دسػثات فٛق

 :ٞشٌاٜ

∃𝑚𝜖𝐴∗∗    𝑠. 𝑡     𝑚, 𝜑 = 1 ; 

                𝑚, 𝑎. 𝑓 = 𝜑 𝑎  𝑚, 𝑓    (𝑎𝜖𝐴  𝑓𝜖𝐴∗) 

 .ٌٛییٓٔیاٍ٘یٗ ساست   – 𝜑 سایه 𝑚 دسػثات فٛق

 

 



 ٔیاٍ٘یٗ پزیشی ٔطخصٝ ای دٚؼشفٝ 

 ٔیاٍ٘یٗ ساست ٚچپ تاضذیؼٙی   – 𝑚 ،𝜑ٔیاٍ٘یٗ دٚؼشفٝ ٌٛییٓ ٞشٌاٜ   – 𝜑سا ∗∗𝑚𝜖𝐴  .4.1.2تؼشیف

∃𝑚𝜖𝐴∗∗    𝑠. 𝑡     𝑚, 𝜑 = 1  

 𝑚, 𝑎. 𝑓 = 𝜑 𝑎  𝑚, 𝑓    (𝑎𝜖𝐴  𝑓𝜖𝐴∗) 

 𝑚, 𝑓. 𝑎 = 𝜑 𝑎  𝑚, 𝑓    (𝑎𝜖𝐴  𝑓𝜖𝐴∗)   

 :   ٌٛییٓ ٞش ٌاٜ 6ٔاوسیٕاَ -𝜑سا 𝐴 𝑎𝜖ػٙصش،  𝜑𝜖∆ 𝐴ٌیشیٓ    .5.1.2تؼشیف

 𝑎 = 𝜑 𝑎 = 1. 

 پزیشی ٔطخصٝ ای ٔطتك دس ٔیاٍ٘یٗ     2.2

 ٔطتك

 ٔذَٚ تاضذ ٍ٘اضت خؽی ٚوشا٘ذاس                                      – 𝐵یه 𝐸اٌش .  1.2.2تؼشیف

𝐷: 𝐵 → 𝐸     

𝑎 → 𝐷 𝑎    

                              𝐷 𝑎𝑏 = 𝐷 𝑎 𝑏 + 𝑎.𝐷 𝑏  . 

 .                                                          یه ٍ٘اضت ٔطتك ٘أیذٜ ٔی ضٛد

 ٔذَٚ تاضذ ٍ٘اضت   – 𝐵یه -𝐸 یه خثش تا٘اخ ٚ 𝐵فشض وٙیٓ .2.2.2تؼشیف

𝑎𝑑𝑥 : 𝐵 → 𝐸 

       𝑎 → 𝑎. 𝑥 − 𝑥. 𝑎 

 .یه ٍ٘اضت ٔطتك است ایٗ ٘ٛع ٔطتمات سا ٔطتمات دسٚ٘ی ٌٛییٓ 

                                                                    

6 𝜑 −𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑎𝑙 



,𝐵 اٌش  ٔذَٚ تاضذ – 𝐵یه  𝐸 یه خثش تا٘اخ ٚ 𝐵فشض وٙیٓ . 3.2.2تؼشیف 𝐸  𝑍1  ٔدٕٛػٝ ی

,𝛽1  B ٚ ٔطتمات E ٜٔدٕٛػٝ ی ٔطتمات دسٚ٘ی تاضذ آٍ٘ا𝑍1 𝐵,𝐸  

 𝛽 1  B,E 
 𝐻1 𝐵, 𝐸 =  ٜٚسا اِٚیٗ ٌش

 .٘أیٓ  𝐸تا ظشایة دس  𝐵ی اصطوِٕٛٞٛٛ

 پزیشی ٔطخصٝ ای ٔیاٍ٘یٗلعایایی دس      3.2

یه  𝑋ٚفعای تا٘اخ  تاضذٔیاٍ٘یٗ پزیش -𝐴 ،𝜑اٌش  𝜑𝜖∆ 𝐴 یه خثش تا٘اخ ٚ 𝐴 فشض وٙیٓ .1.3.2قضیِ

𝐴-ٔذِٚی   ٔذَٚ  ٘سثت تٝ ظشب𝑎. 𝑥 = 𝜑 𝑎 𝑥  ٜتاضذ آٍ٘ا : 

𝐻1 A, X∗ =  0  

  11 اص 1.1وٙیذتٝ لعیٝ سخٛع:اثبات 

,آٍ٘اٜ  𝜑𝜖∆ 𝐴 یه خثش تا٘اخ ٚ 𝐴فشض وٙیٓ  .2.3.2لعیٝ 𝐴 𝜑-  ٗپزیش است اٌش ٚ فمػ اٌش ٔیاٍ٘ی

 :                                                         چٙاٖ تاضذ وٝ  𝐴دس  𝑈𝛼 𝛼𝜖𝐼 تٛس

 𝑎𝑈𝛼 − 𝜑 𝑎 𝑈𝛼 → 0         ∀ 𝑎 𝜖𝐴     ,        𝜑 𝑈𝛼 = 1 

  11 اص 1.4وٙیذتٝ لعیٝ سخٛع:اثبات 

 𝜑ٔطتمات ٘مؽٝ ی وشا٘ذاس اص  𝐴 تاضذٚ  𝜑𝜖∆ 𝐴 یه خثش تا٘اخ خاتدایی ٚ Aفشض وٙیٓ   .3.3.2 لعیٝ

 :داضتٝ تاضذ تؽٛسی وٝ 

∃ 𝑑 ∈ 𝐴∗      𝑑 𝑎𝑏 = 𝑑 𝑎 𝜑 𝑏 + 𝜑 𝑎 𝑑 𝑏             ∀𝑎, 𝑏𝜖𝐴 

 .ٔیاٍ٘یٗ پزیش ٘یست -𝐴،𝜑آٍ٘اٜ 

  11 اص 2.4وٙیذتٝ لعیٝ سخٛع:اثبات 

تاضذتؽٛسی  𝐺د٘ثاِٝ ای اص ٘شٔاَ ضذٜ ٞا ی یه خثشفٖٛ ٘یٛٔٗ   𝜑𝑛 فشض وٙیذ   .4.3.2قضیِ

lim𝑛 𝜑وٝ − 𝜑𝑛 = ,𝑛1آٍ٘اٜ اػذاد صحیح ٔثثت . ٘شٔاَ ضذٜ دِخٛاٜ است 𝜑وٝ       2 𝑛2, 𝑛3, … 

𝑛1  وٝ  < 𝑛2 < 𝑛3 < ,𝜓1ٚ ٘شٔاَ ضذٜ ٞای ⋯ 𝜓2, 𝜓3,  :وٝ ٔٛخٛد٘ذ تؽٛسی …

       𝜑𝑛𝑗 − 𝜓𝑗 ≤ 1/2  j−1       j = 1,2,3, … 



        𝑆 𝜓𝑗  𝑆 𝜓𝑘 = 𝑜            𝑖𝑓    𝑗 ≠ 𝑘 

  3 اص 2.4وٙیذتٝ لعیٝ سخٛع:اثبات 

 لعیٝ واپلا٘سىی

5.3.2.7قضیِ  : تاضذ آٍ٘اٜ  𝐵خثش اص ػٍّٕشٞا سٚی فعای ٞیّثشت  -∗یه  Aفشض وٙیٓ    واپلا٘سىی 

𝑏𝑎𝑙𝑙𝐴
𝑠𝑡𝑟𝑜𝑛𝑔𝑙𝑦 ∗

= 𝑏𝑎𝑙𝑙𝐴
𝑤

 

  20 اص 4.8وٙیذتٝ لعیٝ سخٛع: اثبات 

 لعیٝ چه پاسپیسیُ

,𝑃 اٌش،تاضذ 𝑝𝜖𝑋یه فعای فطشدٜ ٚ    𝑋فشض وٙیذ     چه پاسپیسیُ  6.3.2.8قضیِ 𝑋 ≥ k β 

≤ 𝑋 آٍ٘اٜ  2k  ٖوٝ دس آ 𝑃, 𝑋 = min   V   ∶  . V   β پایٝ ٔٛظؼی است

  12 اص 19.7وٙیذتٝ لعیٝ سخٛع:اثبات 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                    
7 𝐾𝑎𝑝𝑙𝑎𝑛𝑠𝑘𝑦 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑦 𝑡𝑕𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚  

8 Cech-posipisl   



 

 3فصل 

 پذیزی هشخصِ ای هیاًگیي
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



لعایا اصّی ٔشتثػ تا ٔفْٟٛ ٔیاٍ٘یٗ پزیشی ٔطخصٝ ای ٔی پشداصیٓ دس ٚالغ ٔا دس ایٗ  دسایٗ فصُ تٝ تشسسی

ٕٞچٙیٗ .یه خثش تا٘اخ ساتذست ٔی آٚسیٓ ٔیاٍ٘یٗ پزیشی ٔطخصٝ ای تٛدٖ  تشای  ،تشسسی ضشایؽی ٔؼادَ

دس ادأٝ تٝ . وٙیٓٔیاٍ٘یٗ ٔطخصٝ ای تاضذ سا تشسسی ٚٔؽاِؼٝ ٔی  تٝ ٔؽاِؼٝ ضشایؽی وٝ یه خثش تا٘اخ داسای 

ٞای ٔطخصٝ ای  تا ٘شْ یه ٚایٙىٝ یه خثش تا٘اخ چٝ تؼذاد ٔیاٍ٘یٗ ٔطخصٝ ای  ٔی تٛا٘ذ تشسسی ٔیاٍ٘یٗ

 .دٞیٓ ای اسائٝ ٔیٞای دس استثاغ تا ٔفْٟٛ ٔیاٍ٘یٗ پزیشی ٔطخصٝ داضتٝ تاضذ ٔی پشداصیٓ ٚ دس پایاٖ ٔثاَ

 هیاًگیي هشخصِ ای   1.3

 :                            آٍ٘اٜ  ضشایػ صیش ٔؼادِٙذ  𝜑𝜖∆ 𝐴 ،یه خثش تا٘اخ ٚ  𝐴فشض وٙیٓ 1.1.3. لعیٝ

 .                                                                          استٔیاٍ٘یٗ پزیش  -𝐴 ، 𝜑خثش تا٘اخ (اِف         

 ٔذَٚ ٘سثت تٝ ظشب  -𝐴یه  𝑋اٌشفعای تا٘اخ   (ب         

  𝑎. 𝑥 = 𝜑 𝑎 𝑥             ∀ 𝑥𝜖𝑋, 𝑎𝜖𝐴 

,𝐻1 A:                                             تاضذ آٍ٘اٜ             X∗ =  0  

 ٔذَٚ ساختٝ ضذٜ ٘سثت تٝ ػُٕ  -∗∗𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑 ∗∗ ، 𝐴 فشض وٙیذ  (ج         

𝑎𝑚 = 𝜑 𝑎 𝑚    ∀𝑚𝜖𝐴∗∗ 

𝐷:𝐴آٍ٘اٜ ٞش ٔطتك پیٛستٝ           →  𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑 ∗∗ یه ٍ٘اضت دسٚ٘ی است                                                            . 

 ٔذَٚ ٍٚ٘اضت -𝐴یه  ∗𝐴∗  ٚ𝑋ٔیاٍ٘یٗ سٚی  -𝜑یه  ∗∗𝑚𝜖𝐴فشض وٙیٓ ( ب  ←اِف : اثبات

𝐷:𝐴 → 𝑋∗  آٍ٘اٜ .یه ٔطتك پیٛستٝ تاضذ𝐷تؼٙٛاٖ دٌٚاٖ ػٍّٕش  ׳  𝐷 تا تحذیذ تشX ٌیشیٓ  دس٘ظش ٔی 

 𝐷∗: 𝑋∗∗ → 𝐴∗ 

𝐷׳ = 𝐷∗
|𝑋        

 حاَ تؼشیف ٔی وٙیٓ

𝑔 ∶=  𝐷׳ 
∗

: 𝐴∗∗ → 𝑋∗              



𝑔 =  𝐷׳ 
∗
 𝑚        (𝑚𝜖𝐴∗∗) 

 :                                                 پزیش است ِزا   ٔیاٍ٘یٗ -𝐴 ،  𝜑چٖٛ 

 𝑏, 𝐷׳ 𝑎. 𝑥  =  𝑎. 𝑥, 𝐷 𝑏   

                             = 𝜑 𝑎  𝑥, 𝐷 𝑏   

                                                                = 𝜑 𝑎  𝑏, 𝐷׳ 𝑥   (𝑎, 𝑏𝜖𝐴,   𝑥𝜖𝑋) 

 :پس 

𝐷׳ 𝑎. x = 𝜑 𝑎 𝐷׳ 𝑥  

 ٔذَٚ است داسیٓ  𝐴–یه  ∗𝑋ٚایٙىٝ  𝑔تا تٛخٝ تٝ تؼشیف 

 𝑥, 𝑔. 𝑎 =  𝑎. 𝑥, 𝑔  

                                  =  𝑎. 𝑥,  𝐷׳ 
∗
 𝑚    

                             =  𝐷׳ 𝑎. 𝑥 ,𝑚     

                       = 𝜑 𝑎  𝑥, 𝑔  

 :تٙاتشایٗ

       𝑥, 𝑔. 𝑎 = 𝜑 𝑎  𝑥, 𝑔      

  :ٚیا تٝ ػثاستی

𝑔. 𝑎 = 𝜑 𝑎 𝑔   (𝑎𝜖𝐴) 

 یه ٍ٘اضت ٔطتك است داسیٓ 𝐷  اصایٙىٝ ٚ 

 𝑏, 𝐷׳ 𝑥. 𝑎  =  𝑥. 𝑎, 𝐷 𝑏   

                                   =  𝑥, 𝑎. 𝐷 𝑏              

                                                   =  𝑥, 𝐷 𝑎𝑏  −  𝑥, 𝐷 𝑎 𝑏     

                                                       =  𝑎𝑏, 𝐷׳ 𝑥  −  𝑏. 𝑥, 𝐷 𝑎       



                                       =  𝑏, 𝐷׳ 𝑥 . 𝑎 − 𝜑 𝑏  𝑥, 𝐷 𝑎      (𝑎, 𝑏𝜖𝐴  , 𝑥𝜖𝑋)  

   :تٙاتشایٗ

𝐷׳ 𝑥. 𝑎 = 𝐷׳ 𝑥 . 𝑎 −  𝑥, 𝐷 𝑎  𝜑        (𝑥𝜖𝑋 , 𝑎𝜖𝐴) 

 :ٕٞچٙیٗ

 𝑥, 𝑎. 𝑔 =  𝑥. 𝑎, 𝑔  

                           =  𝐷׳ 𝑥. 𝑎 ,𝑚    

                                                             =  𝐷׳ 𝑥 . 𝑎,𝑚 −  𝑥, 𝐷 𝑎   𝜑,𝑚   

                                                      = 𝜑 𝑎  𝑚, 𝐷׳ 𝑥  −  𝑥, 𝐷 𝑎   

                                                              = 𝜑 𝑎   𝐷׳ 
∗
 𝑚 , 𝑥 −  𝑥, 𝐷 𝑎   

 تٙاتشایٗ داسیٓ 

𝐷 𝑎 = 𝜑 𝑎 𝑔 − 𝑎. 𝑔   

 :پس

        𝐷 𝑎 = 𝑎.  −𝑔 −  −𝑔 . 𝑎 = 𝐷−𝑔 𝑎    (𝑎𝜖𝐴) 

 :  دِخٛاٜ است تٙاتشی𝐷ٗیه ٔطتك دسٚ٘ی است ٚچٖٛ   𝐷پس ٍ٘اضت 

𝐻1 A, X∗ =  0  

∗ 𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑 اٌش لشاس دٞیٓ ( ج ←ب  = X  دس ایٗ صٛست 𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑 ∗∗ = X∗  یه𝐴-  ٔذَٚ است ٚتٙا

 تٝ لسٕت دْٚ  داسیٓ                                                               

𝐻1 A,  𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑 ∗∗ = 𝐻1 A, X∗  

                         =  0      

𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑 ∗∗ 𝐷:𝐴 پس ٍ٘اضت   .                                                      یه ٔطتك دسٚ٘ی است →

= 𝜑 𝑏  ؼٛسی تاضذ وٝ   𝑏𝜖𝐴فشض وٙیٓ    ( اِف ←ج    𝜑تٛسیؼی اص ∗∗𝜑تٙا تٝ لعیٝ ی ٞاٖ تا٘اخ  ،1



 است دس ایٗ صٛست ٍ٘اضت

𝐷. 𝑏: 𝐴 →  𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑 ∗∗ 

         𝐷. 𝑏 𝑎 : 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎   (𝑎𝜖𝐴)   

 .ٔؼیٗ ٔی وٙذ ∗∗ 𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑 تٝ 𝐴 یه ٔطتك پیٛستٝ اص 

𝐷. 𝑏 𝑎 𝑐 = 𝑎𝑐𝑏 − 𝑏𝑐𝑎 + 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐 

                      = 𝑎 𝑐𝑏 − 𝑏𝑐 +  𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 𝑐  

                       = 𝑎𝐷. 𝑐 − 𝐷. 𝑎. 𝑐                       

 اص ؼشفی داسیٓ

𝜑∗∗ 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 = 𝜑 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎  

                                                         = 𝜑 𝑎 𝜑 𝑏 − 𝜑 𝑏 𝜑 𝑎           

                       = 0                 

 :تٙاتشایٗ

𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 𝜖 𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑∗∗ 

𝑎𝑏أا    − 𝑏𝑎 ػٙصشی دس 𝐴  ٝاست ِزا اص ایٙى 𝜑∗∗ تٛسیؼی اص𝜑  سٚی𝐴 ٔی تاضذ پس 

𝜑 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 = 0 

𝑎𝑏تٙا تشایٗ  − 𝑏𝑎 𝜖𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑   حاَ لشاس دٞیذ𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑 = 𝑋  ٖٛتٙاتشایٗ چ𝑋 ⊆ 𝑋∗∗ پس 

𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 𝜖𝑋∗∗ = (𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑)∗∗ 

یه ٍ٘اضت دسٚ٘ی است  𝑏.𝐷است پس تٙا تشلسٕت سْٛ  ٔذَٚ 𝐴– یه  ∗∗ 𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑 ٚ تٛخٝ داسیٓ وٝ 

 ٚخٛد داسدوٝ  ∗∗ 𝑚𝜖 𝑘𝑒𝑟𝑙𝜑پس

𝐷.𝑚 𝑎 = 𝑎  −𝑚 −  −𝑚 𝑎        (𝑎𝜖𝐴) 

.𝐷اصؼشفی      𝑏 𝑎 : 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎  (𝑎𝜖𝐴)  ٓپس داسی 

𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 =  𝑎 −𝑚 —𝑚𝑎      



 :ِزا  

       𝑎𝑏 − 𝑎 −𝑚 = − −𝑚 𝑎 + 𝑏𝑎  

                      𝑎𝑏 + 𝑎𝑚 = 𝑚𝑎 + 𝑏𝑎                     

                      𝑎 𝑏 + 𝑚 =  𝑏 + 𝑚 𝑎                     

 ٕٞچٙیٗ

 𝑏 + 𝑚, 𝜑 =  𝑏, 𝜑 +  𝑚, 𝜑  

          = 𝜑 𝑏        

  = 1    

 :پس

𝑎 𝑏 + 𝑚 =  𝑏 + 𝑚 . 𝑎 
                          = 𝜑 𝑎  𝑏 + 𝑚   

 

𝑏پس  + 𝑚 یه 𝜑-   ٔیاٍ٘یٗ تشای𝐴  ٗسا ثاتت ٔیىٙذ1است ٚ ای. 

  

 :آٍ٘اٜ ٌضاسٜ ٞای صیش ٔؼادِٙذ 𝜑𝜖∆ 𝐴 یه خثش تا٘اخ ٚ  𝐴فشض وٙیٓ  2.1.3.قضیِ

                                                                           .استٔیاٍ٘یٗ پزیش  -𝐴 ، 𝜑خثشتا٘اخ (اِف       

    ∗𝑔𝜖𝑌ٌیشیٓ .تاضذ 𝑋صیشٔذِٚی اص 𝑌  ٚفعای تا٘اخ  ٔذَٚ -𝐴یه  𝑋 فشض وٙیذ فعای تا٘اخ  (ب        

 آٍ٘اٜ تا ظشب         

            𝑎. 𝑔 = 𝜑 𝑎 𝑔          (𝑎𝜖𝐴) 

𝑔       ٖتٝ تاتؼی ٔا٘ٙذ  سا ٔی تٛا𝑓𝜖𝑋∗  ٝتٝ ٌٛ٘ٝ ای تٛسیغ دادو: 

            𝑎. 𝑓 = 𝜑 𝑎 𝑓           (𝑎𝜖𝐴) 

= 𝑔 ٚ 𝑔تٛسیغ  ĝؼٛسی تاضذ وٝ  ϵX∗ĝفشض وٙیٓ  :اثبات   ĝ  ( ٗتٙا تٝ لعیٝ ٞاٖ تا٘اخ چٙی

.𝑎تاضذ آٍ٘اٜ   𝜑 𝑎; 1تا ضشغ    𝑎𝜖𝐴فشض وٙیذ ( تٛسیؼی ٚخٛد داسد ĝ  ٘یض تٛسیغ𝑔  ٝاست چشا و 



𝑎. ĝ = 𝜑 𝑎 𝑔 = 𝑔 

⊇ Uα تٛس  .2.3.2تٙاتشیٗ ؼثك لعیٝ    استٔیاٍ٘یٗ پزیش  -𝐴 ، 𝜑ٚچٖٛ  𝐴  ٝٚخٛد داسد تؽٛسی و  : 

 𝑎𝑈𝛼 − 𝜑 𝑎 𝑈𝛼 → o         ( 𝑎 ϵA       ,   𝜑 𝑈𝛼 = 1 ) 

  ∃𝑐 > 𝑜       𝑈𝛼 < 𝑐     .   

𝑈𝛼اصؼشفی   . ĝ = 𝜑 𝑈𝛼 𝑔 = 𝑔            پسĝ 𝑈α .  ، 𝑔         ٓسا تٛسیغ ٔی دٞذ ٕٞچٙیٗ داسی 

 𝑈𝛼 . ĝ ≤  𝑔  𝑈𝛼  

              ≤ 𝑐 𝑔 + 1 

𝑈𝛼 حذ د٘ثاِٝ ی ∗𝑓𝜖𝑋حاَ فشض وٙیذ    . ĝ ⊆ X∗  دس𝑤𝑘∗- تٙاتشایٗ تٙا تٝ تٛظیحات .تٛپِٛٛطی  تاضذ

 ِزا .ٚخٛد داسد  𝑔 تٛسیغ𝑓فٛق 

𝑎. 𝑓 = 𝑤𝑘∗ 𝑙𝑖𝑚
𝛼
𝑎.  𝑈𝛼 . ĝ  

  = 𝑙𝑖𝑚
𝛼

 𝑎. 𝑈𝛼  ĝ   

                                           = 𝑙𝑖𝑚
𝛼
  𝑎𝑈𝛼 − 𝜑 𝑎 𝑈𝛼 ĝ + 𝜑 𝑎 𝑈𝛼ĝ  

= 𝜑 𝑎 . 𝑓        

 :تٙاتشایٗ

𝑎. 𝑓 = 𝜑 𝑎 𝑓 

 .سا ثاتت ٔیىٙذ لسٕت دْٚ  ٚایٗ

𝑋لشاس دٞیذ (اِف ←ب  = 𝐴∗ ٚ𝑌 = 𝑐𝜑  .فشض وٙیذ 𝑔ϵY∗  ٝؼٛسی تاضذ و 𝜑, 𝑔 = تٛخٝ .  1

𝑌      ٚداسیٓ وٝ = 𝑐𝜑 ⊆ 𝐴∗ = 𝑋 ػُٕ ظشب  (ب)تٙاتش فشظیات𝐴  سٚی𝑔  تٝ صٛست صیش تؼشیف

 ٔی ضٛد 

𝑎. 𝑔 = 𝜑 𝑎 𝑔 

 :ٕٞچٙیٗ 

             ∃ 𝑚𝜖𝑋∗ =  𝐴∗ ∗ = 𝐴∗∗ 


