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به تقدیم

همسرم و پدرم مهربان قلب و مادرم پاک روان

و

سارا و ملیͺا امیرضا، علͬ، فرزندانم به



ت

قدردانͬ

گرداننده ارجمند نیستͬ، از کننده هست که آن راست. آفرین جهان ایزد آفرین و سپاس

اوست. دست به دارد، هستͬ نام هرچه هستͬ و خواری از بندگان ای

طول در که مقدسͬ غلامرضا دکتر آقای جناب عزیزم استاد از کلام آغاز در است شایسته

این در من راهنمای و شدم مند بهره ارزشمندشان های تجربه از تحصیلͬ ی دوره این

باشم. داشته را تشͺر و تقدیر کمال بودند نامه پایان

اساتید دیͽر از و نامه پایان این در مشاوره جهت به پورمیرزایͬ اعظم دکتر خانم سرکار از

صادقͬ دکتر جمال، عارفͬ دکتر استاجͬ، دکتر آقایان محترم اساتید محض ریاضͬ گروه

و دادند قرار خود لطف مرهون مرا دوره این طول در که شریفان دکتر خانم سرکار و

را نامه پایان این داوری زحمت که استاجͬ اکبر علͬ دکتر گرامͬ استاد از همچنین

دارم. را تشͺر کمال گرفتند برعهده



ث

فارسͬ چͺیده

و S −Act ها S-سیستم رسته از تلفیقͬ (S −Pos)ͬجزئ مرتب های S-سیستم رسته

است. (Pos) جزئͬ مرتب های مجموعه رسته

S MRروی و K ،D۰ ، A۰ های شرط بین رابطه بررسͬ نامه پایان این در اصلͬ مبحث

تصویری و قوی هموار مرتب های S-سیستم بین رابطه همچنین و S مرتب تمامیت و

باشد. مͬ S مرتب تمامیت با

ی نوشته Perfection for pomonoids مقاله از تحقیق نامه پایان این اصلͬ ی ایده

شده سعͬ منابع سایر از استفاده با و شده گرفته V ictoria Gould. Lubna Shaheen

گیرند. قرار بررسͬ مورد دقیق طور به مفاهیم است

تصویری، مرتب های S-سیستم مرتب، S-سیستم مرتب، تͺواره کلیدی: های واژه

کامل. مرتب تͺواره و قوی هموار مرتب های S-سیستم
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چ مطالب فهرست

٨٨ فارسͬ به انͽلیسͬ نامه واژه

٩۴ انͽلیسͬ به فارسͬ نامه واژه

١٠٠ راهنما فهرست



پيشͽفتار

سال ١در ایزبل توسط بار اولین برای چپ کامل مرتب های تͺواره مورد در تحقیق

ادامه استپانوا۴ ٣و پرویوخین فانتن٢، توسط تحقیق این شد. ارائه ای مقاله طͬ ١٩٧١

تمامیت بین رابطه و را S تمامیت و MR و D و A های شرط بین رابطه آنها و کرد پیدا

دادند. قرار بررسͬ مورد مرتب S-سیستم بودن تصویری و بودن قوی هموار با را S

موارد با متناظر مرتب های S-سیستم مورد در ها ͷنیͺت و نتایج از بسیاری مقاله این در

باشد. مͬ S-سیستم مورد در مشابه

در است، آمده اول فصل در که اولیه تعاریف و مفاهیم بیان از پس نامه پایان این در

آزاد، مرتب های S-سیستم شود. مͬ معرفͬ مرتب های S-سیستم رسته دوم فصل

شود مͬ تعریف قوی هموار مرتب S-سیستم شوند، مͬ معرفͬ تصویری و ناپذیر تجزیه

شود. مͬ بیان E و P های شرط با بودن قوی هموار رابطه همچنین و
١Isbell
٢Fountain
٣Pervukhin
۴Stepanova



٢ پيشͽفتار

ثابت همچنین شود. SF = P باعث که کنیم مͬ بررسͬ را هایͬ شرط سوم فصل در

هستند. معادل مرتب های S-سیستم مورد در A۰ و A شرط که شود مͬ

پایان در و پردازیم مͬ مرتب تͺواره ͷی مرتب تمامیت ی مطالعه به چهارم فصل در

کنیم. مͬ بیان است مقاله این کلͬ هدف و نهایͬ نتیجه که را ١٨.۴ قضیه فصل



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

تعاریف بیان به سپس و شویم مͬ آشنا S-سیستم و تͺواره رسته، مفاهیم با فصل این در

گیرند. مͬ قرار استفاده مورد بعدی های فصل در که پردازیم مͬ قضایایͬ و

ای رسته مفاهیم ١.١

زبانͬ رسته باشد. ١مͬ رسته جبری های ساختار بررسͬ در سودمند ابزارهای از ͬͺی

فراهم را ریاضͬ مختلف حالات به پرداختن برای عمومͬ ای زمینه که است مشترک

همراه ریاضͬ، های ساختمان که است این رسته تعریف در شهودی ای ایده کند. مͬ

به باتوجه هستند. برخوردار مشترکͬ خواص از آنها اشیاء بین مناسبͬ های نͽاشت با

ایم. داده اختصاص آن به را فصل این موضوع اهمیت

داده نشان A,B,C, ... با معمولا که اشیاء از C مانند است ای رده رسته هر .١.١ تعریف

باشد: دارا را زیر شرایط ترتیب به و شود مͬ
١Category

٣



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

شود(برای مͬ داده نمایش hom(A,B) با که جدا، هم از های مجموعه از رده ͷی .١

B به A از ٢ ریخت ͷی hom(A,B) از f عنصر ͷی C در اشیاء از جفت هر

شود) مͬ داده نمایش f : A→ B با و نامیده

مانند تابعͬ ، C در اشیاء از (A,B,C) تائͬ سه هر ازای به .٢

hom(B,C)× hom(A,B) → hom(A,C)

(g, f) → gof صورت به تابع این ،f : A→ B و g : B → C های ریخت (برای

موضوع اصل دو در که شود) مͬ خوانده g و f ترکیب gof : A → C و نوشته

کند: مͬ صدق زیر

باشند C از هایͬ ریخت g : B → C و f : A → B و h : C → D الف)هرگاه

پذیری). (شرکت ho(gof) = (hog)of آنͽاه

ازای به که طوری به دارد وجود idB : B → B ریختͬ C از B Ͱش هر ازای ب)به

،f : A→ B و g : B → C هر

goidB = g

و

idBof = f

مانند ریختͬ اگر ٣نامند تعادل را f : A → B ریخت C ی رسته در .٢.١ تعریف

.fog = idB و gof = idA که طوری به باشد موجود C در g : B → A

٢Morphism
٣Equivalence



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تعادل f : A → B اگر است. تعادل ͷی باشند، شده تعریف وقتͬ تعادل، دو ترکیب

. A ≃ B نویسیم مͬ و باشد ۴مͬ معادل B و A گوییم باشد

،A,B ∈ S ازای به باشد. ها مجموعه تمام ی رسته S کنیم فرض .٣.١ مثال

تعادل ͷی S از f ریخت است. f : A → B توابع تمام مجموعه hom(A,B)

باشد. دوسویͬ f اگر تنها و اگر است

hom(A,B) ،A,B ∈ G ازای به باشد. ها گروه تمام ی رسته G کنیم فرض .۴.١ مثال

است تعادل ͷی G از f ریخت است. f : A → B گروه های همریختͬ تمام مجموعه

باشد. یͺریختͬ f اگر تنها و اگر

باشد. C اشیاء از ای خانواده {Ai|i ∈ I} و بوده رسته ͷی C کنیم فرض .۵.١ تعریف

خانواده با همراه C از P مانند است شیئͬ {Ai|i ∈ I} خانواده برای ۵ ضرب حاصل ͷی

خانواده و B Ͱش هر ازای به که طوری به {ϕi : P → Ai|i ∈ I} مانند ها ریخت از ای

وجود φ : B → P مانند فردی به منحصر ریخت ها، ریخت از {φi : B → Ai|i ∈ I}

دیͽر عبارت به . ϕiφ = φi باشیم داشته i ∈ I هر ازای به که طوری به باشد داشته

باشد. جایͬ جابه ذیل نمودار

{Ai|i ∈ I} ی خانواده برای ضرب حاصل دو (Q, {ψi}) و (P, {ϕi}) هرگاه .۶.١ قضیه
۴Equivalent
۵Product



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

اند. معادل Q و P آنͽاه باشند C ی رسته اشیاء از

□ شود. مراجعه ٧.٣.١ ی قضیه [١] به برهان:

ͷی باشد. اشیاء از ای خانواده {Ai|i ∈ I} و بوده رسته ͷی C کنیم فرض .٧.١ تعریف

خانواده با همراه C از S مانند است شیئͬ {Ai|i ∈ I} خانواده برای ۶ ضرب حاصل هم

خانواده و B Ͱش هر ازای به که طوری به {ιi : Ai → S|i ∈ I} مانند ها ریخت از ای

وجود ψ : S → B مانند فردی به منحصر ریخت ، ها ریخت از {ψi : Ai → B|i ∈ I}

نمودار دیͽر عبارت به . ψoιi = ψi باشیم داشته i ∈ I هر برای که طوری به باشد داشته

باشد. جایͬ جابه ذیل

ی خانواده برای ضرب حاصل هم دو (S ′, {λi}) و (S, {ιi}) هرگاه .٨.١ قضیه

اند. معادل S ′ و S آنͽاه باشند C ی رسته اشیاء از {Ai|i ∈ I}

□ شود. مراجعه ٧.۵.١ قضیه [١] به برهان:

هر به که σ چون تابعͬ با همراه C مانند است ای ٧رسته ملموس ی رسته .٩.١ تعریف

که قسمͬ به دهد مͬ نسبت )را A ی زمینه مجموعه نام (به σ(A) مجموعه C از A Ͱش

باشیم: داشته را زیر شرایط

است. σ(A) → σ(B) ی زمینه های مجموعه بر تابعͬ C از A→ B ریخت هر .١
۶Coproduct
٧Concrete category



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. σ(A) ی زمینه ی مجموعه بر همانͬ تابع C از A Ͱش هر همانͬ ریخت .٢

است. ͬͺی زمینه های مجموعه بر توابع ترکیب با C در ها ریخت ترکیب .٣

و ناتهͬ ای مجموعه X ،C ملموس رسته در شیئͬ F کنیم فرض .١٠.١ تعریف

Ͱش هر ازای به اگر است ٨ آزاد X ی مجموعه بر F باشد. نͽاشت ͷی i : X → F

موجود f : F → A مانند C از فردی به منحصر ریخت f : X → A نͽاشت و C از A

باشد. جایͬ جابه ذیل نمودار دیͽر عبارت به . fi = f که، طوری به باشد

ازای به اگر ٩است تͺریختͬ) تͺین(یا C ی رسته از f : C → D ریخت .١١.١ تعریف

.h = g که شود نتیجه fh = fg از g, h ∈ hom(B,C) های ریخت و B اشیاء جمیع

به اگر ١٠است بروریختͬ) (یا برویͬ C ی رسته از f : C → D ریخت .١٢.١ تعریف

که شود مͬ نتیجه kf = tf از k, t ∈ hom(D,E) های ریخت و E اشیاء جمیع ازای

.k = t

اگر تنها و اگر است (برویͬ) تͺین ها مجموعه ی رسته در ریخت ͷی .١٣.١ مثال

باشد. (پوشا) ͷی به ͷی
٨Free
٩Monomorphism
١٠Epimorphism



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشند C ی رسته از هایͬ ریخت g : C → D و f : B → C کنیم فرض .١۴.١ قضیه

هستند. برقرار زیر های گزاره صورت این در

است. تͺین gf آنͽاه باشند تͺین g و f اگر .١

است. تͺین f آنͽاه باشد تͺین gf اگر .٢

است. برویͬ gf آنͽاه باشند برویͬ g و f اگر .٣

است. برویͬ g آنͽاه باشد تͺین gf اگر .۴

است. برویͬ و تͺین f آنͽاه باشد تعادل ͷی f اگر .۵

□ شود. مراجعه ١٣.۶.١ ی قضیه [١١] به برهان:

باشد. C رسته از ریختͬ f : A→ B کنیم فرض .١۵.١ تعریف

وجود g ∈ hom(B,A) یعنͬ باشد راست معͺوس دارای f اگر ١١گوییم بری درون را f

است. A بر درون B گوییم علاوه به . fg = idB که طوری به باشد داشته

بری درون هم را f باشد. C رسته از ریختͬ f : A → B کنیم فرض .١۶.١ تعریف

به باشد داشته وجود g ∈ hom(B,A) یعنͬ باشد چپ معͺوس دارای f اگر ١٢گوییم

است. B بر درون هم A گوییم علاوه به . gf = idA که طوری

زیر نتایج f : A→ B ریخت برای باشدآنͽاه ملموس ی رسته ͷی C اگر .١٧.١ قضیه

شود: مͬ حاصل

تͺریختͬ ⇐ بودن ͷبهیͷی ⇐ همدرونبری

بروریختͬ ⇐ بودن پوشا ⇐ درونبری
١١Retract
١٢Coretract



٩ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

□ شود. مراجعه ١۴.۶.١ قضیه [١١] به برهان:

و f ∈ hom(P, Y ) هر برای اگر نامیم مͬ تصویری A رسته در P Ͱش .١٨.١ تعریف

طوری به باشد داشته وجود f ∈ hom(P,X) ریخت ،π ∈ hom(X, Y ) بروریختͬ هر

که

πf = f

باشد. جایͬ جابه زیر نمودار دیͽر عبارت به

است. تصویری تصویری، Ͱش هر بر درون .١٩.١ قضیه

□ شود. مراجعه ٣٠.١.٧ گزاره [١١] به برهان:

با که D به C از T ١٣ همورد تابعͽر باشند. رسته دو D و C کنیم فرض .٢٠.١ تعریف

D از T (C) مانند شیئͬ C از C Ͱش به که است تابعͬ شود، مͬ داده نمایش T : C → D

T (f) : T (C) → T (C ′) مانند ریختͬ C از f : C → C ′ ریخت به و دهد مͬ نسبت را

که طوری به دهد مͬ رانسبت D از

T (idC) = idT (C) ،C از idC همانͬ ریخت هر ازای به .١

باشد شده تعریف ها آن gof ترکیب که C از g و f ریخت دو هر ازای به .٢

. T (gof) = T (g)oT (f)

١٣Covariant functor



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

به C از همورد فراموشͬ تابعͽر باشد. ملموس رسته ͷی C کنیم فرض .٢١.١ مثال

f : A → A′ ریخت هر به و آن زمینه مجموعه A Ͱش هر به ها مجموعه از S ی رسته

دهد. مͬ نسبت را f : A→ A′ تابع

(E, e) زوج باشند. ها ریخت از زوج ͷی f, g : A → B کنید فرض .٢٢.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه شود مͬ نامیده g و f برای ١۴ ساز برابر E → A که

.fe = ge .١

مانند فرد به منحصر ریختͬ fe′ = ge′ اگر e′ : E ′ → A ریخت هر برای .٢

جایͬ جابه زیر دیاگرام مثلث یعنͬ e′ = ee که باشد موجود قسمͬ به e : E ′ → A

باشد.

برقرارند: زیر های گزاره .٢٣.١ قضیه

است. فرد به منحصر یͺریختͬ حد در ساز برابر .١

است. تͺریختͬ e باشد ساز برابر (E, e) اگر .٢

□ شود. مراجعه ٨.٢.٢ گزاره [١١] به برهان:
١۴Equalizer



١١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

(C, c) زوج باشند. ها ریخت از زوج ͷی f, g : A → B کنیم فرض .٢۴.١ تعریف

صدق زیر شرایط در هرگاه شود، مͬ نامیده g و f برای ١۵ ساز برابر هم B c //C که

کند:

.cf = cg .١

مانند فرد به منحصر ریخت c′f = c′g اگر c′ : B → C ′ ریخت هر برای .٢

جایͬ جابه زیر دیاگرام مثلث یعنͬ c′ = cc که باشد موجود قسمͬ به c : C → C ′

باشد.

شده داده A رسته در زیر صورت به f۲ و f۱ های ریخت کنیم فرض .٢۵.١ تعریف

باشند:

(f۱, f۲)جفت ١۶ بر عقب A در i = ۱,۲ که pi : P → Xi با (P, (p۱, p۲))جفت

اگر شود مͬ نامیده
١۵Coequalizer
١۶Pullback



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

f۱p۱ = f۲p۲ .١

f۱p
′
۱ = f۲p

′
۲ که i = ۱,۲ ، p′i : P ′ → Xi با (P ′, (p′۱, p

′
۲)) جفت هر برای .٢

. i = ۱,۲ ،pip = p′i که باشد داشته وجود p : P ′ → P فرد به منحصر ریخت

باشد. جایͬ جابه زیر دیاگرام دیͽر عبارت به

جفت هسته ، f : X → Y ریخت برای (f, f) جفت از (K, (p۱, p۲)) بر عقب

شود. مͬ نامیده f

باشند: شده داده زیر صورت به f۲ و f۱ و رسته ͷی A کنیم فرض .٢۶.١ تعریف

(f۱, f۲) جفت ١٧ بر جلو A در i = ۱,۲ ، qi : Yi → Q با ((q۱, q۲), Q) جفت

اگر شود مͬ نامیده
١٧Pushout



١٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.q۱f۱ = q۲f۲ .١

ریخت q′۱f۱ = q′۲f۲ و i = ۱,۲ ، q′i : Yi → Q′ ، ((q′۱, q′۲), Q′) جفت هر برای .٢

.i = ۱,۲ ، qqi = q′i که طوری به باشد داشته وجود q : Q→ Q′ فرد به منحصر

باشد. جایͬ جابه زیر دیاگرام دیͽر عبارت به

نامند. مͬ f جفت هسته هم را ، (f, f) جفت از ((q۱, q۲), Q) بر جلو

جزئͬ مرتب های مجموعه ٢.١

مرتب های مجموعه روی آتͬ های فصل در گرفته صورت کار عمده که جایͬ آن از

مͬ آغاز زیر تعریف با که ایم داده اختصاص موضوع این به را بخش این است جزئͬ

شود.

مجموعه به A مجموعه از R رابطه ͷی ساده طور به یا دوتایͬ رابطه ͷی .٢٧.١ تعریف

باشد. B مجموعه به A از ای رابطه R کنیم فرض است. A×B از ای مجموعه زیر B

نسبت y با x گوییم مͬ آنͽاه xRy اگر . R(x) = y یا xRy نویسیم مͬ (x, y) ∈ R اگر

اگر است). x با رابطه در y (یا دارد رابطه y با x ساده طور به یا است مرتبط R به


