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  چكيده

  

  

هاي مجموعه مقدار غيرفشرده گسترش  در اين پايانامه، ابتدا قضيه نقطه ثابت لفشتز را روي دو كلاس متفاوت از نگاشت

هاي بسته و محدب است تعريف  ي فضاي باناخ كه يك اجتماع موضعاً متناهي از مجموعه دهيم كه روي يك زيرمجموعه مي

در ادامه از ديدگاه . دهيم هاي مجموعه مقدار مي ناسبام براي نگاشت همچنين، يك جواب جزئي به حدس. شده اند

هاي مجموعه مقدار به طور توپولوژيكي انقباضي بدون شرط فشردگي  توپولوژيكي، وجود و يكتايي نقطه انتهايي را براي نگاشت

ه روي فضاهاي توپولوژي هاي مجموعه مقدار پيوست همچنين، نتايج مجموعه ثابت را براي نگاشت. كنيم فضا ثابت مي

هاي به طور توپولوژيكي انقباضي روي فضاهاي  در ادامه، نتايج وجود نقطه انتهايي براي نگاشت. دهيم غيرفشرده ارائه مي

  .آوريم دست مي توپولوژي منظم به

لوژي منظم ارائه هاي مجموعه مقدار پيوسته روي فضاهاي توپو همچنين، نتايج مجموعه فراكتال را براي سيستمي از نگاشت

   . كنيم مي

هاي مجموعه مقدار مجانبي انقباضي از  ي يكتا براي نگاشت در ادامه از ديدگاه متريكي، وجود و يكتايي مجموعه ثابت فشرده

ها در شرايطي كه يا به طور توپولوژيكي  همچنين، وجود و يكتايي نقطه انتهايي براي اين نگاشت. كنيم نوع پاياني ثابت مي

 .نماييم اضي باشد يا در خاصيت نقطه انتهايي تقريبي صدق كند، ثابت ميانقب
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پیشͽفتار

با مقدار مجموعه نگاشت Έی T : X ( X و ͳغیرته مجموعه Έی X کنید فرض

گویند T نگاشت از ثابت نقطه یك x ∈ X نقطه�ی این�صورت در باشد، ͳغیرته مقادیر

همچنین .T (x) = {x} اگر م�ͳشود، گفته T از انتهایی نقطه Έی x و x ∈ T (x) هرگاه

.T (A) = A اگر م�ͳشود، گفته T ثابت مجموعه X از A زیرمجموعه�ی Έی

و ͳ΋توپولوژی مهم شاخه�ی دو دارای ثابت مجموعه و انتهایی نقطه و ثابت نقطه قضایای

نقطه زمینه�ی در ͳقدیم مهم بسیار نتایج از ͳ΋ی ،ͳ΋توپولوژی دیدگاه از م�ͳباشد. ͳ΋متری

خاصیت دارای Rn فضای در ی΋ه گوی م�ͳكند بیان كه م�ͳباشد براوئر قضیه�ی ثابت،

باشد پیوسته نگاشت یك f : B → B اگر ͳیعن م�ͳباشد پیوسته توابع برای ثابت نقطه

.f(x) = x كه ͳقسم به دارد وجود x ∈ B نقطه یك آنگاه

نامتناه�ͳالبعد باناخ فضای در را براوئر ثابت نقطه قضیه�ی ١٩٣٠ سال در [۶١] ١ شودر

ͳاساس نقش ͳفشردگ شودر ثابت نقطه قضیه�ی در داد. تعمیم فشرده نگاشت�های برای

كه است f تابع روی بر ͳشرط گذاشتن شودر قضیه�ی تعمیم جهت در قدم اولین دارد.

برای مشخصه�ای نیازمند كه یافت پایا ،f تحت فشرده�ی مجموعه�ی یك شرط این با بتوان

م�ͳباشد. مجموعه یك ͳفشردگ
Schauder١



ث پیشΎفتار

ͳ΋غیرفشرده�یكوراتفس اندازه�ی مفهوم بار اولین برای [۴٣] ٢ ͳ΋كوراتفس ١٩٣٠ سال در

اندازه�ی از دیΎری مفاهیم آن دنبال به و كرد ͳمعرف كانتور مقط΄ قضیه�ی تعمیم جهت در را

داریم: آن از ͳكل تعریف عنوان به كه گردید ͳمعرف غیرفشرده

عنصر با C شب΋ه با توپولوژی فضای Έی (C, τ) و توپولوژی فضای Έی X کنید فرض

ͳغیرته زیرمجموعه�های همه گردایه�ی B کنید فرض م�ͳشود. داده نشان ٠ با كه مینیمال

.A,A ∪B ∈ B باشیم داشته A,B ∈ B هر برای ͳقسم به باشد

كه: ͳقسم به است µ : B → C تابع یك B به نسبت X روی غیرفشرده اندازه�ی یك

µ(A)؛ = µ(A) ،A ∈ B هر برای (i)

باشد؛ نسبی فشرده�ی A مجموعه�ی اگر فقط و اگر µ(A) = ٠ (ii)

.µ(A ∪B) = max{µ(A), µ(B)} ،A,B ∈ B هر برای (iii)

غیرفشرده�ی اندازه�ی باید كامل متریك فضای در تعریف این دوم خاصیت به توجه با

تصویر غیرفشرده� اندازه�ی بین ͳارتباط باید بنابراین باشد صفر پایا، f تحت مجموعه

باشد. داشته وجود مجموعه خود و مجموعه

X روی فشرده غیر اندازه�ی µ : X → [٠,∞] و توپولوژی فضای Έی X کنید فرض

این�صورت در باشد، مقدار مجموعه نگاشت Έی T : X ( X فرض باشد.

باشد داشته وجود k ∈ [٠,١) اگر م�ͳشود گفته ͳانقباض k-µ-مجموعه ،T نگاشت (i)
Kuratowski٢



ج پیشΎفتار

،A ⊆ X هر برای که ͳقسم به

µ(T (A)) ≤ kµ(A).

که X از A کراندار زیرمجموعه�ی هر برای اگر م�ͳشود گفته ͳمنقبض T نگاشت (ii)

باشیم داشته ،µ(A) > ٠

µ(T (A)) < µ(A).

Y اگر كرد ثابت ١٩۵۵ سال در [٢١] ٣ داربو شودر، ثابت نقطه قضیه تعمیم جهت در

نگاشت یك f و باشد X باناخ فضای از كراندار و بسته محدب، ͳغیرته زیرمجموعه یك

دارای f آن�گاه است، ͳ΋كوراتفس غیرفشرده اندازه� µ كه باشد ͳانقباض k-µ-مجموعه

را ͳمنقبض نگاشت مفهوم ١٩۶٧ سال در [۵٩] ۴ ͳ΋سادوس آن از بعد است. ثابت نقطه

محدب، زیرمجموعه�ی روی پیوسته ͳمنقبض نگاشت یك f اگر كرد ثابت و نمود ͳمعرف

در [۴٩] ۵ مهتا است. ثابت نقطه دارای f آن�گاه باشد باناخ فضای یك كراندار و بسته

نیم�پیوسته مقدار مجموعه نگاشت�های برای را ͳ΋سادوس ثابت نقطه قضیه ١٩٩٠ سال

نمود. ثابت بالایی

یك صورت به كه است آن مجانبی حالت قضیه، این به مربوط تعمیم�های از دیΎر ͳ΋ی

م�ͳكنیم: بیان زیر در كه شد بیان ١٩٧٢ سال در ۶ ناسبام توسط حدس

X باناخ فضای یك در محدب و كراندار بسته مجموعه یك G كنید فرض حدس١.٠.

Darbo٣
Sadovskĭi۴

Mehta۵
Nussbaum۶



چ پیشΎفتار

ͳقسم به دارد وجود N ≥ ٢ عدد یك كنید فرض باشد. پیوسته نگاشت یك f : G→ G و

است. ثابت نقطه یك دارای f این�صورت در است. فشرده fN(G) كه

X باناخ فضای یك در محدب و كراندار بسته مجموعه یك G كنید فرض حدس٢.٠.

ͳقسم به دارد وجود N ≥ ٢ عدد یك كنید فرض باشد. پیوسته نگاشت یك f : G→ G و

یك دارای f این�صورت در است. k < ١ با ͳانقباض k-مجموعه نگاشت یك fN(G) كه

است. ثابت نقطه

باز مجموعه�ی یك روی f نگاشت این�كه ͳاضاف شرایط با را حدس�ها این ناسبام

قضیه از استفاده با براوئر مشابه، طور به نمود. ثابت باشد، پیوسته دیفرانسیل�پذیر فرشه

را مجانبی ثابت نقطه قضایای فشرده، مطلق ͳΎهمسای درون�بر برای لفشتز ثابت نقطه

ناسبام اخیراً نمود. ثابت مطلق، ͳΎهمسای درون�بر روی شده تعریف نگاشت�های برای

از استفاده با نمودند. ثابت دیΎر ͳاضاف فرض دو با را حدس�ها این ٧ مالت-پارت و

نقطه قضایای از سری یك یافته، تعمیم لفشتز خصوصعدد به جبری توپولوژی روش�های

كه باناخ فضای از مجموعه زیر یك روی شده تعریف نگاشت�های برای را مجانبی ثابت

گرینویچ كردند. ثابت را است، محدب و بسته مجموعه�های از ͳمتناه موضعاً اجتماع یك

ͳكلاس برای را شودر ثابت نقطه قضیه جبری توپولوژی روش�های از استفاده با [٣۴] ٨

مطلق ͳΎهمسای درون�بر متریك فضای روی كه غیرفشرده مقدار مجموعه نگاشت�های از

داد. گسترش را شده�اند تعریف X
Mallet-Paret٧

Górniewicz٨



ح پیشΎفتار

عدد خصوص به جبری توپولوژی روش�های از استفاده با پایانامه، این دوم فصل در

نگاشت�های از متفاوت کلاس دو روی را لفشتز ثابت نقطه قضیه یافته، تعمیم لفشتز

باناخ فضای زیرمجموعه�ی Έی روی که م�ͳدهیم گسترش غیرفشرده مقدار مجموعه

اند. شده تعریف است محدب و بسته مجموعه�های از ͳمتناه موضعاً اجتماع Έی که

م�ͳدهیم. مقدار مجموعه نگاشت�های برای ناسبام حدس به ͳجزئ جواب یك همچنین،

سال�های در م�ͳكنیم. ͳبررس ͳ΋توپولوژی دیدگاه از ابتدا را انتهایی نقطه قضایای ادامه در

نگاشت�های برای را انتهایی نقاط ی΋تایی و وجود ریاض�ͳدانان از زیادی تعداد اخیر

منابع این جمله از كردند مطالعه توپولوژی فضاهای و متریك فضاهای در مقدار مجموعه

.[٧٣ ،٧٢ ،٧١ ،٧٠ ،۶٩ ،۶٨ ،۶۶ ،۶۵ ،۵٨ ،٢٧ ،١٠ ،٩ ،٨ ،۴] كرد ذكر م�ͳتوان را

طور به مفهوم مقدار مجموعه نگاشت�های برای [۶۵] یوآن و ترفدار ١٩٩۵ سال در

نگاشت�های برای را انتهایی نقطه ی΋تایی و وجود و كردند ͳمعرف را ͳانقباض ͳ΋توپولوژی

نمودند. ثابت ،ͳانقباض ͳ΋توپولوژی طور به مقدار مجموعه

طور به T : X ( X مقدار مجموعه نگاشت یك توپولوژی، فضای Έی X کنید فرض

با X از A فشرده ͳغیرته زیرمجموعه�ی هر برای اگر م�ͳشود گفته ͳانقباض ͳ΋توپولوژی

انتهایی نقطه حقیقت در است. عضوی تك A مجموعه�ی باشیم داشته ،T (A) = A شرط

است. T

یك T : X ( X و فشرده و هاسدورف توپولوژی یΈفضای X فرضکنید .٣.٠ قضیه

باشد. بسته مقادیر با ͳانقباض ͳ΋توپولوژی طور بالایی پیوسته نیم مقدار مجموعه نگاشت



خ پیشΎفتار

∩∞
n=٠T

n(X) = و م�ͳباشد x ی΋تای انتهایی نقطه Έی دارای T نگاشت این�صورت در

.{x}

روی غیرفشرده اندازه�ی یك µ : ٢X → [٠,∞] و توپولوژی فضای Έی X کنید فرض

تعمیم ͳانقباض µ-مجموعه ،T : X ( X مقدار مجموعه نگاشت یك باشد. X فضای

هر برای كه ͳقسم به باشد داشته وجود δ > ٠ ،ε > ٠ هر برای اگر م�ͳشود گفته یافته

.µ(T n(A)) < ε كه ͳقسم به باشد داشته وجود n ∈ N ،ε ≤ µ(A) < ε+ δ با A ⊆ X

را یافته تعمیم ͳانقباض µ-مجموعه مفهوم [٣] فخار -ͳزعفران -ͳامین ٢٠١٠ سال در

مقدار مجموعه نگاشت یك و ͳ΋توپولوژی فضای یك اگر دادند نشان و نمودند ͳمعرف

A زیرمجموعه�ی هر برای اگر فقط و اگر باشد X روی یافته تعمیم ͳانقباض µ-مجموعه

.limn→∞ µ(T n(A)) = ٠ باشیم داشته ،µ(A) <∞ و T (A) ⊆ A كه X از

نگاشت یك ͳانقباض k-µ-مجموعه مقدار مجموعه نگاشت كه دادند نشان همچنین

نیست. برقرار آن عكس ͳول م�ͳباشد یافته تعمیم ͳانقباض µ-مجموعه مقدار مجموعه

كنیم ͳمعرف را یافته تعمیم ͳانقباض µ-مجموعه مفهوم ابتدا پایانامه، این سوم فصل در

مقدار مجموعه نگاشت�های برای را مجانبی انتهایی نقطه ی΋تایی و وجود ادامه در و

به م�ͳكنیم. ثابت فضا ͳفشردگ شرط بدون ͳانقباض ͳ΋توپولوژی طور به بالایی نیم�پیوسته

سازی مشخصه ͳانقباض ͳ΋توپولوژی طور به مقدار مجموعه نگاشت�های از تعدادی علاوه�،

نگاشت�های برای شده شناخته ثابت نقطه قضایای از تعدادی كاربرد، عنوان به شده�اند.

شده�اند. بیان مقداری تك
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تكرار، توابع سیستم�های در توجه�ای قابل و مهم كاربردهای ثابت مجموعه نظریه�ی

را منابع این جمله از كه دارد ثابت نقطه و بازی نظریه ،ͳ΋دینامی سیستم�های فراكتال�ها،

ͳ΋توپولوژی دیدگاه از هم نظریه این .[۵۶ ،۵۵ ،۴٠ ،٣٨ ،١٧ ،۶ ،۵] كرد ذكر م�ͳتوان

ͳبررس مورد ͳ΋توپولوژی دیدگاه از آن ما پایانامه، این در است. شده ͳبررس ͳ΋متری هم و

مقدار مجموعه نگاشت�های برای را ثابت مجموعه نتایج حقیقت، در م�ͳدهیم. قرار

نقطه وجود نتایج ادامه، در م�ͳدهیم. ارائه غیرفشرده توپولوژی فضاهای روی پیوسته

منظم توپولوژی فضاهای روی ͳانقباض ͳ΋توپولوژی طور به نگاشت�های برای انتهایی

نگاشت�های از ͳسیستم برای را فراكتال مجموعه نتایج همچنین، م�ͳآوریم. به�دست

م�ͳكنیم. ارائه منظم توپولوژی فضاهای روی پیوسته مقدار مجموعه

ͳامین م�ͳباشد. اهمیت مورد نیز ͳ΋متری دیدگاه از ثابت مجموعه و انتهایی نقاط وجود

قضیه و [١٣] بوید-ونگ ͳانقباض قضیه�ی ترتیب به ٢٠١٠ سال در [٢٧] فخار و [۴]

وجود و دادند گسترش مقدار مجموعه نگاشت�های به را [۴١] ٩ كرك مجانبی ͳانقباض

نقطه تقریبی طور به خاصیت دارای كه نگاشت�هایی چنین برای انتهایی نقاط ی΋تایی و

نمودند. ثابت را هستند انتهایی

ͳپایان نوع از ͳانقباض مجانبی مقدار مجموعه نگاشت پایانامه، این چهارم فصل در

ی΋تا فشرده�ی ثابت مجموعه ی΋تایی و وجود و م�ͳكنیم ͳمعرف متریك فضاهای در را

Kirk٩
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این برای انتهایی نقطه ی΋تایی و وجود همچنین، است. شده اثبات نگاشت�ها این برای

انتهایی نقطه خاصیت در یا باشد ͳانقباض ͳ΋توپولوژی طور به یا كه ͳشرایط در نگاشت�ها

م�ͳنماییم. ثابت كند، صدق تقریبی



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم

مقدار مجموعه نگاشت Έی T : X ( X و ͳغیرته مجموعه Έی X کنید فرض

گاه هر گويند، T ثابت مجموعه X از A زیرمجموعه�ی Έی باشد. ͳغیرته مقادیر با

.T (A) = A

همه�ی مجموعه�ی .T (x) = {x} اگر گويند، T از انتهایی نقطه Έی x ∈ X عضو Έی

م�ͳشود. داده نشان End(T ) با T انتهایی نقاط

T : مقدار مجموعه نگاشت یك توپولوژی، فضای Έی X کنید فرض .١.١ تعریف

ͳغیرته زیرمجموعه�ی هر برای اگر م�ͳشود گفته ͳانقباض ͳ΋توپولوژی طور به X ( X

در است. عضوی تك A مجموعه�ی باشیم داشته ،T (A) = A شرط با X از A فشرده

است. T انتهایی نقطه حقیقت

T مقدار مجموعه نگاشت باشد، متریك فضای یك (M,d) كنید فرض .٢.١ تعریف

اگر است تقریبی انتهایی نقطه خاصیت دارای

infx∈Msupy∈Txd(x, y) = ٠.

صورت اين در T : X ( Y و توپولوژی فضای�های Y و X کنید فرض تعریف٣.١.



٢ ͳمقدمات قضایای و مفاهیم .١ فصل

باشد. بسته T (A) ،X از A بسته�ی مجموعه�ی هر برای اگر گويند، بسته را T (i)

مجموعه�ی ،B ⊆ Y بسته زیرمجموعه�ی هر برای اگر نامند، بالایی نیم�پیوسته را T (ii)

T−(B) = {x ∈ X : T (x) ∩B ̸= ∅}

باشد. بسته X در

مجموعه�ی ،V ⊆ Y باز زیرمجموعه�ی هر برای اگر گويند، ͳپایین پیوسته نیم را T (iii)

T−(V ) = {x ∈ X : T (x) ∩ V ̸= ∅}

باشد. باز X در

باشد. ͳپایین پیوسته نیم و بالایی نیم�پیوسته اگر است، پیوسته T (iv)

مقدار مجموعه نگاشت یك متریك، فضای�های Y و X کنید فرض تعریف١.۴.

T : X ( Y

م�ͳشود، گفته (u.H.usc مختصر طور (به هاسدورف بالایی نیم�پیوسته ی΋نواخت طور به

ͳقسم به باشد داشته وجود δ > ٠ ،ε > ٠ هر و X از A بسته زیرمجموعه�ی هر برای اگر

که

T (Nδ(A)) ⊂ Nε(T (A)),

.Nε(A) = {x ∈ X : d(x,A) < ε} که

شب΋ه با توپولوژی یΈفضای (C, τ) و توپولوژی XیΈفضای فرضکنید تعریف١.۵.

زیرمجموعه�های همه گردایه�ی B فرضکنید م�ͳشود. داده نشان ٠ با كه مینیمال عنصر با C

.A,A ∪B ∈ B باشیم داشته A,B ∈ B هر برای ͳقسم به باشد ͳغیرته

كه: ͳقسم به است µ : B → C تابع یك B به نسبت X روی غیرفشرده اندازه�ی یك



٣ ͳمقدمات قضایای و مفاهیم .١ فصل

µ(A)؛ = µ(A) ،A ∈ B هر برای (i)

باشد؛ نسبی فشرده�ی A مجموعه�ی اگر فقط و اگر µ(A) = ٠ (ii)

.µ(A ∪B) = max{µ(A), µ(B)} ،A,B ∈ B هر برای (iii)

از (An)∞n=١ دنباله�ی یك .µ(A) ≤ µ(B) گاه آن ،A ⊆ B اگر که کنید توجه

هر برای باشد، بسته An اگر م�ͳشود، نامیده ͳآشیان-µ B در ͳغیرته زیرمجموعه�های

.limn→∞ µ(An) = ٠ و An+١ ⊆ An ،n ∈ N

در (An)∞n=١ ͳنزول-µ دنباله�ی هر برای اگر است، ͳ΋كوراتفس خاصیت دارای µ گوییم

باشد. فشرده و ͳغیرته A =
∩

n∈NAn اشتراك ،B

هاسدورف و ͳ΋کوراتفس غیرفشرده اندازه�ی تعریف غیرفشرده، اندازه�ی از مثال عنوان به

م�ͳکنیم. بیان را

صورت به م�ͳشود داده نشان δ(A) با که A قطر ،A ⊂ M و Έمتری فضای (M,d) اگر

م�ͳشود. تعریف δ(A) = sup{d(x, y)|x, y ∈ A}

باشد M از کراندار زیرمجموعه�ی Έی A اگر .δ(A) <∞ اگر است کراندار A مجموعه

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به γ(A) ͳ΋کوراتفس غیرفشرده اندازه�ی

γ(A) = inf{ε > ٠| A = ∪∞
i=١Ai : δ(Ai) ≤ ε, ١ ≤ i ≤ n ≤ ∞}.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به Aهاسدورف فشرده�ی غیر اندازه�ی و

χ(A) = inf{ε > ٠| A = ∪n
i=١B(xj, ε), xj ∈M},

است. δ شعاع و xj مرکز با M در گوی دهنده�ی نشان B(xj; δ) که

γ آن�گاه باشد کامل Έمتری فضای Έی (M,d) اگر که کرد ثابت [۴٣] ͳ΋کوراتفس

است. ͳ΋کوراتفس خاصیت دارای


