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ণپاس...
تحصیل دوران از مرحله این تا کرد یاریم منمنتگذاشتو بر که را سپاسخدايمتعال
و بزرگوار اساتید کمک و راهنمایی از مسیر، این از گذر در شک بی رسانم. پایان به نیز را
ادب کمال در که می�دانم لازم خود پسبر نبوده�ام. بی�نیاز عزیزم دوستان همدلی و همراهی

ویژه، به کنم. سپاس�گزاري عزیزان این تکتک از تواضع و
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سپاسگزارم. ایشانبی�اندازه نیزهمراهیوحمایت�هايدلسوازنه و پیشبردعلمیاینپایان�نامه

متشکرم. بسیار آقايدනر່یدونرධرষیا جناب مشاور، محترم استاد از همچنین
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صمیمانه و خالصانه یاريکردند، حاصلشپیشرويشماست، تلاشیکه رساندن سرانجام
تحصیلی ابتدايدوره از که آذر پریحاجͬعباس�زاده ازدوستعزیزم ویژه به قدردانیمی�کنم.
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مقدمه

در سرور٣ و لارسون٢ و [٢١] در کادیسون١ توسط ١٩٩٠ سال در موضعͬ اشتقاق مفهوم

اشتقاق�های زمانͬ «چه که است این مͬ�کند خطور ذهن به طبیعتاً که سؤالͬ شد. معرفͬ [٢٣]

اشتقاق�های بین ارتباط بسیاری افراد کنون تا هستند؟». اشتقاق ͷاتوماتی طور به موضعͬ

داده�اند؛ قرار بررسͬ مورد را اشتقاق�ها و موضعͬ

به نویمان فون جبر ͷی از نرم-پیوسته موضعͬ اشتقاق�های که داد نشان [٢١] در کادیسون

هستند. اشتقاق مدول، دو هر دوگان

ͷیX که را B(X) روی خودریختͬ�ها و موضعͬ اشتقاق�های [٢٣] در سرور و لارسون

دادند. قرار مطالعه مورد است، باناخ فضای

متناهͬ- و هیلبرت فضای Lروی جابجایͬ زیرفضایͬ مشبͺۀ برای [٧] و [۶] در کریست۴

کرد. بررسͬ algL روی را موضعͬ خودریختͬ�های و موضعͬ اشتقاق�های ،H بعد

ͷی از موضعͬ اشتقاق هر که کرد ثابت و داد تعمیم� را کادیسون نتایج [١٩] در جانسون۵

اشتقاق هر که داد نشان علاوه به است؛ اشتقاق ͷی باناخ مدول A-دو هر Aبه مانند ∗C-جبر

است. کران�دار باناخ، مدول A-دو هر Aبه از موضعͬ

Kadison١

Larson٢

Sourour٣

Crist۴

Johnson۵

١



٢ مقدمه

اشتقاق�های ،H مانند تفͺی�ͷپذیر و هیلبرتمختلط براییͷفضای [١۴] در ل٧ͬ و هادوین۶

و جابجایͬ زیرفضایͬ مشبͺه�ای جبرهای شامل که انعͺاسͬ جبرهای از بعضͬ روی را موضعͬ

B(H) از ضعیف-بسته یͺدار جبرهای و زیرفضایͬ J-مشبͺه�ای جبرهای توزیع�پذیر، کاملا́

جبر، عنوان به مͬ�توانند، که جبرهایͬ از برخͬ روی [١۵] در همچنین دادند. قرار بررسͬ مورد

را موضعͬ خودریختͬ�های و اشتقاق�ها و نموده مطالعه شوند، تولید خود�توان�هایشان توسط

داده��اند. قرار بحث مورد جبرها این روی

رویCSL-جبرهایخاصبررسͬ را اشتقاق�هایموضعͬ [٣٢] در ،١٠یان و پن٩ ،٨زان

نمودند.

روی مثلثͬ بالا ماتریس�های همۀ جبر از موضعͬ اشتقاق هر که کرد ثابت [١] در احمد١١،

[٣١] در وی١٣ و ١٢فن�یان سرانجام و است اشتقاق ͷی خودش، بتوی جابجایͬ، یͷحلقۀ

موضعͬ اشتقاق هر آنͽاه باشد، قوی-دوگانه مثلثͬ زیرفضایͬ مشبͺۀ ͷیD اگر که دادند نشان

اشتقاق ͷی مͬ�باشد، ناصفر مختلط انعͺاسͬ باناخ فضای ͷی X که ،B(X) به algD از

است.

اشتقاق�ها بین ارتباط زمینۀ در شده انجام کارهای مهمترین از نمونه�هایͬ شد ذکر که مواردی

نͽاشت�های آن در که شرایطͬ از استفاده با پایان�نامه این در هستند. موضعͬ اشتقاق�های و

Hadwin۶

Li٧

Zhang٨

Pan٩

Yang١٠

Ahmed١١

Yongfeng١٢

Wei١٣



٣ مقدمه

شده پرداخته موضوع این به متفاوتͬ نظرگاه از ،(١.٢.٣ (گزارۀ هستند ضرب�گر پوچساز نͽهدار

مقالات از حاضر پایان�نامۀ مطالب عمدٔ است.

J. Alaminos, M. Bresar, J. Extremera, A. Villena, Characterizing homomorphisms

and derivations on C∗-algebras [2]
و

J. Li, Z. Pan ,Annihilator-preserving maps, multipliers, and derivations [24]

است؛ شده نͽاشته فصل پنج در و استخراج

مورد پایان�نامه این سراسر در که است یافته اختصاص قضایایͬ و تعاریف بیان به ١ فصل

ابزار که پوچساز نͽهدار نͽاشت�های و ضرب�گرها ،٢ فصل در گرفت. خواهند قرار استفاده

دو این بین ارتباط برقراری فصل، این در هدف مهم�ترین مͬ�شوند. معرفͬ هستند، کار اصلͬ

معرفͬ از پس است، پایان�نامه این در اصلͬ فصل دو از ͬͺی که ،٣ فصل در است. مفهوم

فصل در که ابزاری از استفاده با موضعͬ، (تعمیم�یافتۀ) اشتقاق و (تعمیم�یافته) اشتقاق مفهوم

ͷی موضعͬ، (تعمیم�یافتۀ) اشتقاق هر آن در که مͬ�کنیم بررسͬ را شرایطͬ آورده�ایم دست به ٢

مͬ�باشد، پایان�نامه این اساسͬ فصل دومین که ،۴ فصل در بود. خواهد (تعمیم�یافته) اشتقاق

گرفته قرار بررسͬ مورد ∗C-جبرها روی خاص طور به موضعͬ اشتقاق و اشتقاق بین ارتباط

است. شده استفاده ابزار عنوان به همریختͬ مفهوم از منظور این برای و

موضعͬ اشتقاق و اشتقاق مفاهیم بین ارتباط برقراری برای ٣ فصل در دید خواهید که چنان�

فصل در شوند. تولید خودتوان�هایشان توسط مͬ�توانند جبرها که است شده استفاده شرایطͬ از

شامل فقط است ممͺن که جبرهایͬ از مثالͬ عنوان به را، جبرها گراف� از خاص دسته�ای ۵

و اشتقاق�ها متفاوت، شرایطͬ از استفاده با سپس و نموده معرفͬ باشند، بدیهͬ خودتوان�های

داد. خواهیم قرار مطالعه مورد جبرها این روی را موضعͬ ضرب�گرهای

است. اختصاصیافته� فصل، آن در نیاز مورد اصلͬ مفاهیم معرفͬ به فصل هر اول بخش ضمناً،



١ فصل

پیش�نیاز قضایای و تعاریف

مͬ�پردازیم. پایان�نامه این در استفاده مورد اولیۀ مفاهیم و قضایا تعاریف، بیان به فصل این در

بخش در فصل، هر موضوع به توجه با اختصاصͬ�تر اولیۀ مفاهیم شد، گفته مقدمه در که چنان

است. شده آورده فصل همان اول

شده�اند. استخراج [٢٨] و [١١] ،[۵] ،[٣] از اغلب فصل این مطالب

۴



۵ پیش�نیاز قضایای و تعاریف .١

نͽاشت باشند. F میدان روی نرم�دار فضاهای Z و Y ،X کنیم فرض تعریف. ١.١

ϕ : X × Y → Z

هرگاه گوییم دوخطͬ یͷنͽاشت را

باشد؛ خطͬ x 7→ ϕ(x, y)اشتͽن ،y ∈ Y هر ازای به (آ)

باشد. خطͬ y 7→ ϕ(x, y)اشتͽن ،x ∈ X هر ازای به (ب)

مͬ�شود. نامیده دوخطͬ فرم نͽاشتͬ چنین ،Z = F وقتͬ

Mی > ٠ هرگاه مͬ�شود نامیده کران�دار ϕ : A×Y → Z دوخطͬ نͽاشت تعریف. ٢.١

که طوری به باشد داشته وجود

∥ϕ(x, y)∥ ≤M∥x∥∥y∥, (x ∈ X, y ∈ Y ).

صورت به ϕ نرم صورت این در

∥ϕ∥ = sup{∥ϕ(x, y)∥; ∥x∥ ≤ ١, ∥y∥ ≤ ١}

مͬ�شود. تعریف

BL(X, Y ;Z) نماد با را Z به X×Y از کران�دار دوخطͬ نͽاشت�های همۀ مجموعۀ

مͬ�دهیم. نشان

ضابطۀ A×Aبا → A دوخطͬ نͽاشت با همراه ،A برداری فضای تعریف. ٣.١

(a, b) 7→ ab,

،a, b, c ∈ A هر ازای به هرگاه مͬ�شود نامیده جبر ͷی

a(bc) = (ab)c.



۶ پیش�نیاز قضایای و تعاریف .١

،a, b ∈ A هر ازای به هرگاه گوییم نرم�دار جبر ͷی ∥.∥ نرم با همراه Aرا جبر

∥ab∥ ≤ ∥a∥ ∥b∥.

گویند. باناخ جبر را کامل نرم�دار جبر ͷی

به که طوری به باشد موجود A در ١ عنصر هرگاه است یͺدار و نرم�دار جبر ͷیA گوییم

.∥١∥ = ١ و a١ = ١a = a باشیم داشته ،a ∈ A هر ازای

هرگاه گوییم A تتمیم را B باناخ فضای باشد. نرم�دار جبر ͷی A کنیم فرض تعریف. ۴.١

باشد. داشته وجود B از چͽال زیرجبری Aبروی از طولپای یͺریختͬ ͷی

است. یͺتا طولپای، یͺریختͬ حد در B

ͷی M باشند. F روی برداری فضای ͷی M و جبر ͷی A کنیم فرض تعریف. ۵.١

در M توی به A×M از (a,m) → am نͽاشت هرگاه مͬ�شود نامیده چپ A-مدول

کند صدق زیر شرایط

باشد؛ Mخطͬ mروی 7→ amاشتͽن ،a ∈ A هر ازای به (الف)

باشد؛ Aخطͬ روی a 7→ amاشتͽن ،m ∈ Aثابت هر ازای به (ب)

.a١(a٢m) = (a١a٢)m باشیم داشته ،m ∈ M هر و a١, a٢ ∈ A هر ازای به (ج)

A×M از (a,m) → maاشتͽن گاه راستاستهر MیAͷ-مدول مشابه، طور به

a١, a٢ ∈ A هر ازای به همچنین و کند صدق (ب) و (الف) با مشابه شرایط Mدر توی به

.(ma١)a٢ = m(a١a٢) باشیم داشته ،m ∈ M هر و



٧ پیش�نیاز قضایای و تعاریف .١

به و باشد راست A-مدول و چپ A-مدول هرگاه مͬ�شود نامیده مدول A-دو ͷی M

.a(mb) = (am)b باشیم داشته ،m ∈ M و a, b ∈ A هر ازای

بود. خواهد مدول یAͷ-دو خودش، ضرب Aبا مانند جبر هر که است واضح

ͷیM باشند. F روی نرم�دار فضای ͷیM و نرم�دار جبر ͷی A کنیم فرض تعریف. ۶.١

موجود K > ٠ و باشد چپ -Aمدول ͷی M هرگاه مͬ�شود نامیده نرم�دار چپ A-مدول

که طوری به باشد

∥am∥ ≤ K∥a∥ ∥m∥, (a ∈ A,m ∈ M).

مͬ�شود. تعریف مشابه طور به نرم�دار راست A-مدول

نرم�دار چپ مدول A-دو همزمان طور به M هرگاه نامیم باناخ مدول A-دو ͷی را M

A اگر همچنین باشد. کامل نرم�دار، فضای ͷی عنوان به و باشد نرم�دار راست مدول A-دو و

،m ∈ M هر ازای به هرگاه نامیم یͺدار مدول یAͷ-دو Mرا باشد، یͺدار جبر ͷی

١m = m١ = m,

Aاست. واحد عنصر ١ آن در که

Aاست در سره ایده�آلͬ ،A در بیشین یͷایده�آل باشد. جبر ͷیA کنیم فرض تعریف. ٧.١

Aنباشد. در دیͽر سرۀ ایده�آل هیچ در مشمول که

رادیͺال Aرا بیشین ایده�آل�های اشتراکتمام باشد. یͺدار Aیͷجبر فرضکنیم تعریف. ٨.١

مͬ�دهیم. نمایش radA نماد با را آن و Aنامیم

نامیم. نیم�ساده Aرا آنͽاه ،radA = {٠} اگر



٨ پیش�نیاز قضایای و تعاریف .١

در مͬ�گیریم. نظر در را A = A ⊕ C١ یعنͬ ،A شدۀ یͺدار جبر نباشد، یͺدار A اگر

حالت این

rad(A) = rad(A١) ∩ A.

روی a 7→ a∗ نͽاشتخطͬ-مزدوج هرگاه گوییم یͷ∗-جبر را (A, ∗) دوتایͬ تعریف. ٩.١

.(ab)∗ = b∗a∗ و a∗∗ = a باشیم داشته a, b ∈ A هر ازای به که تعریفشود Aطوری جبر

،a ∈ A هر ازای به هرگاه گوییم ∗C-جبر ͷی Aرا باناخ ∗-جبر

∥a∗a∥ = ∥a∥٢.

و دلخواه مجموعۀ ͷیX کنیم فرض تعریف. ١٠.١

F = {fα : X → Yα}α∈A

این در است. ͷتوپولوژی فضای ͷی Yα هر آن در که باشد نͽاشت�ها از ناتهͬ خانواده�ای

α ∈ A هر ازای به که ،f−١(Uα) شͺل به مجموعه�هایͬ توسط شده تولید صورتتوپولوژی

منحصر توپولوژیِ این واقع در مͬ�شود. ضعیفنامیده توپولوژی است، باز Yα در Uα مجموعۀ

هستند. پیوسته fαها همۀ آن در که Xاست روی توپولوژی ضعیف�ترین فرد، به

آن دوگان فضای X∗ و (C (روی نرم�دار برداری فضای ͷی X کنیم فرض تعریف. ١١.١

ضابطۀ با را x̂ : X∗ → C خطͬ نͽاشت ،x ∈ X هر ازای به باشد.

x̂(f) = f(x), (f ∈ X∗)

خانواده توسط شده تعریف ضعیفِ توپولوژی حال مͬ�کنیم. تعریف

X̂ = {x̂ : x ∈ X} ⊆ X∗∗

مͬ�شود. نامیده ضعیف∗ توپولوژی ،X∗ برداری فضای روی



٩ پیش�نیاز قضایای و تعاریف .١

،T ∈ B(X, Y ) هر با متناظر باشند. نرم�دار فضای دو Y و X کنیم فرض تعریف. ١٢.١

ضابطۀ با را T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) عملͽر

T ∗(f) = f(T ), (f ∈ Y ∗)

نامیم. T الحاقͬ عملͽر را T ∗ مͬ�کنیم. تعریف

ضابطۀ با T ∗∗ ∈ B(X∗∗, Y ∗∗) عملͽر ،T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) هر با متناظر ترتیب، همین به

T ∗∗(F ) = F (T ∗), (F ∈ X∗∗)

نامیم. T دوم الحاقͬ عملͽر را آن که مͬ�شود تعریف

تابع صورت این در .x ∈ H و باشد هیلبرت فضای ͷیH کنیم فرض تعریف. ١٣.١

px : B(H) → R+

u 7→ ∥u(x)∥,

توسط شده تولید ،B(H) روی محدب موضعاً توپولوژی B(H)است. روی نیم-نرم ͷی

SOT نماد با را آن که مͬ�شود قوینامیده عملͽری توپولوژی ،{px}x∈H تفͺیͷکنندۀ خانوادۀ

مͬ�دهند. نمایش

موضعاً توپولوژی صورت این در باشد. هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض تعریف. ١۴.١

نیم�-نرم�های از کننده ͷیͺتف خانواده� توسط شده تولید ،B(H) روی هاسدورف محدب

B(H) → R+

u 7→ | < u(x), y > |, (x, y ∈ H)

مͬ�دهند. WOTنمایش نماد با را آن که مͬ�شود ضعیفنامیده عملͽری توپولوژی



١٠ پیش�نیاز قضایای و تعاریف .١

آنͽاه باشد، B(H) از محدب زیرمجموعۀ ͷی S اگر (٢.٨ نتیجۀ ،[۵]) قضیه. ١۵.١

است. برابر S SOT-بستار با S WOT-بستار

B(H) از بسته Aیͷ∗-زیرجبر اگر باشد. هیلبرت Hیͷفضای فرضکنیم تعریف. ١۶.١

است. نویمان فون Aیͷجبر گوییم آنͽاه باشد، قوی عملͽری توپولوژی در

توپولوژی در نویمان فون جبر هر پس است، WOTمعادل و SOT در بودن بسته ،١۵.١ بر بنا

است. بسته نیز B(H) روی ضعیف عملͽری

نویمان فون جبر هر است، ضعیف�تر نرم توپولوژی از قوی عملͽری توپولوژی که آنجا از

است. ∗C-جبر ͷی

به که را A از E ′ زیرمجموعۀ باشد. A جبر از زیرمجموعه�ای E کنیم فرض تعریف. ١٧.١

صورت

E ′ = {a ∈ A; xa = ax, x ∈ E}

نامیده A مرکز ،A′ یعنͬ A در A جابجاگر نامیم. (A (در E جابجاگر مͬ�شود، تعریف

مͬ�شود.

این در باشد. B(H) از زیرمجموعه�ای S کنیم فرض (٢.١٢ گزاره ،[۵]) گزاره. ١٨.١

صورت

.(S ′′)′ و T ′ ⊆ S ′ آنͽاه ،S ⊆ T اگر (آ)

است. همانͬ عضو شامل و قوی-بسته جبر ͷی S ′ (ب)



١١ پیش�نیاز قضایای و تعاریف .١

توپولوژیͷنامیده یͷجبر صورتAرا این در باشد. جبر ͷیA کنیم فرض تعریف. ١٩.١

هرگاه مͬ�شود

و باشد (هاسدورف) ͷتوپولوژی فضای ͷیA (آ)

باشد. پیوسته ،A×A روی حاصل�ضربͬ توپولوژی در f ; (a, b) 7→ abاشتͽن (ب)

متغیرۀ ͷی چندجمله�ای هر هرگاه گوییم جبری-بسته میدان ͷی را F میدان تعریف. ٢٠.١

باشد. داشته F در ریشه ͷی ،F در ضرایبͬ با اول درجه



٢ فصل

ضرب�گرها و پوچساز نͽهدار نͽاشت�های

خواهد معرفͬ پوچساز نͽهدار نͽاشت و پوچساز ضرب�گر، مفاهیم فصل، این از اول بخش در

نͽهدار نͽاشت و ضربͽر مفهوم دو میان ارتباطͬ ۶.٢.٢ و ۵.٢.٢ قضیه�های دوم بخش در شد.

بسیار بعد، فصل اساسͬ احͺام بیان برای فصل این قضایای کرد. خواهند ایجاد پوچساز

است. ضروری

است. شده برداشت [٢۴] از فصل این مطالب اصلͬ�ترین

١٢



١٣ ضرب�گرها و پوچساز نͽهدار نͽاشت�های .٢

� مقدماتͬ مفاهیم ١.٢

تفͺی�ͷپذیر، و مختلط هیلبرت فضای ͷی H مͬ�کنیم فرض پایان�نامه سراسر در پس این از

M ،C روی یͺدار جبر ͷی A ،H روی کران�دار و خطͬ عملͽرهای همۀ مجموعۀ B(H)

Mباشند. Aبه از خطͬ نͽاشت ͷی f و مدول یAͷ-دو

دو هر برای هرگاه نامیم مشبͺه ͷی را X مانند جزئͬ مرتب مجموعۀ ͷی تعریف. ١.١.٢

کوچ�ͷترین و x∧ y نماد با (g.l.b) y و x پایین کران بزرگ�ترین ،x, y ∈ X دلخواه عنصر

شوند. Xواقع در x ∨ y نماد با (l.u.b) آنها بالای کران

مͬ�نامند. نیز y و x رسند ترتیبوستو به را x ∨ y و x ∧ y

H در بسته زیرفضاهای از گردایه�ای L و هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض تعریف. ٢.١.٢

مͬ�کنیم تعریف {Mr} مانند L عناصر از خانواده هر ازای به Hاست. و ٠ شامل که ∨باشد
Mr = span{Mr} و

∧
Mr =

∩
Mr

نامند. زیرفضایͬ مشبͺۀ را آن که است مشبͺه ͷی Lصورت این در

نامیم. یͷآشیانه را مرتب کلا́ زیرفضایͬ مشبͺۀ ͷی تعریف. ٣.١.٢

دارد. نام آشیانه�ای جبر مͬ�دارند، نͽه پایا را آشیانه ͷی که عملͽرهایͬ تمام جبر تعریف. ۴.١.٢

با متناظر .H = M ⊕ M⊥ آنͽاه باشد، H از بسته زیرفضایͬ M اگر که مͬ�دانیم

که طوری به کرد تعریف M بروی PM مانند فرد به منحصر تصویر ͷی مͬ�توان تجزیه این


