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چکيده فارسي

چ

چکيده 

کاربرد تبديلات انتگرالي در حل معادلات انتگرال منفرد و معادلات با مشتقات جزيي کسري:نامهعنوان پايان

فرشاد نقي ياسوري:نگارنده

فيوژن کسري کشي با دييدلهمعايتعميم يافتهتابع رايت، براي مه پاسخي براساس جملاتي ازدر اين پايان نا
ي آشفتگي کسري کشي با توزيع گسسته يا همچنين براي تعميم معادله.شودارائه ميLAاستفاده از تبديل انتگرالي 

بنابراين در فصل اول به .استپاسخي حاصل شدهLAتبديل انتگرالي با مشتق کسري زمان با بکار بردن پيوسته
- Hهاي رايت و در فصل دوم توابع خاص از جمله تابع. شودپرداخته ميL2معرفي تبديلات انتگرالي لاپلاس و 

شوند که در جواب آنها تابعهاي خاص در فصل سوم برخي معادلات انتگرال منفرد حل مي. فوکس بررسي مي شوند
.يلي از نوع کشي  حل شده اندمساشوند و در فصل آخر ديده مي

فوکس-H، تابع LAبديل انتگرالي لاپلاس، تبديل انتگراليي ديفيوژن کشي، تمعادله:کليد واژه



پيشگفتار
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پيشگفتار

ها لازم است که بتوان هاي مختلف مانند فيزيک، مکانيک، فني و مهندسي وساير شاخهبا توجه به گسترش علوم در زمينه

منجر ...دانيم مدلسازي يک پديده فيزيکي يا فني و همچنين مي. تر طراحي نمودتر و منطبقهاي طبيعي مدلي مناسباز پديده

به دليل . گونه از معادلات را بشناسيمهاي حل اينشود در نتيجه لازم است راهنسيل يا انتگرال ميي ديفرابه ارائه يک معادله

دلات مربوط به آنها را اباشد که به تناسب معهاي فيزيکي، فني و مهندسي، هر مسئله داراي شرايط اوليه و مرزي مينوع پديده

.شناسيمبه نام مسائل مقدار مرزي يا مقدار اوليه مي

اين . باشدمانند آن ميستفاده از تبديل انتگرالي لاپلاس و تبديلاتييکي از روشهاي حل مسائل مقدار مرزي و اوليه ا

.تبديل در اغلب کتب معادلات ديفرانسيل مقدماتي معرفي شده است

نسيل و انتگرال را با دانشمندان برآن شدند تا معادلات ديفرا٢و کاپوتو١ليوويل–با معرفي مشتقات کسري توسط ريمان 

در اين زمان سوال جديدي طرح . تر با پديده فيزيکي بسازندتر و منطبقاين مشتقات ترکيب کرده تا بدين وسيله مدلي مناسب

بنابراين بسياري تلاش کردند روشهاي قبلي و معمول را » آيا اين معادلات جديد با روشهاي قبل قابل حل هستند؟«گرديد ، 

.اجازه دهيد ابتدا خيلي مختصر چند تعريف را مرور نماييم.در اين ميان روشهاي جديدي هم گاهي ايجاد گرديدارتقاء دهند و

باشد در ديفرانسيل معمولي يا با مشتقات جزئي شامل يک تابع و مشتقات معمولي يا جزئي از مراتب طبيعي ميمعادله

ي ديفرانسيل معمولي گيرد حال اگر در معادلهخل نماد انتگرال قرار ميمعادلات انتگرال هم يک تابع مجهول در انتگرالده در دا

مشتقات کسري تابع را قرار دهيم يک معادله با مشتقات کسري داريم و اگر در معادله انتگرال مشتقات تابع مجهول را چه از 

.ي انتگرال ديفرانسيل روبرو هستيمي معمولي يا کسري قرار دهيم با يک معادلهمرتبه

وقتي تعميم و تعريفهاي جديد از مشتق و معادلات ديفرانسيل و انتگرال معرفي شد در راه حل آنها هم توابع فوق 

شوندشود که چگونه چند شاخه ظاهرا مجزا از رياضيات بهم مرتبط ميي آنها مشاهده گرديد بنابراين ديده ميهندسي و نظريه

ي معادلات ديفرانسيل و انتگرال به معادلات با ولي به مراتب کسري، توسعهراتب معممي مشتق از توسعهکه در اين راستا

.را مي توان برشمردارائه روشهاي تعميم يافته و جديد براي حل آنها و توابع فوق هندسي و نظريه آن، مشتقات کسري

1 Riemann-Liouvill
2 Caputo



پيشگفتار

2

تا بتوان معادلات را حل نمود و ديابنبايد روشهاي آنها هم تعميم پيدا کردندوقتي معادلات تعميم همانطور که بيان شد، 

در اين تعميم . مي باشدهاي آن يکي از روشهاي کارآمد براي حل معادلات با مشتقات کسري تبديل انتگرالي لاپلاس و تعميم

ضرايب هم از حالت ثابت به ضرايب غير ثابت تغيير يافتند لذا روشهاي جديد بايد توانايي حل معادلات با ضرايب غيرثابت را 

براي حل معادلات ديفرانسيل و انتگرال با مشتقات کسري با ضرايب غير ثابت تبديل لاپلاس به راحتي و تنهايي .داشته باشند

نمايد لذا براي حل ي معروف بسل تبديل لاپلاس به سختي راه حلي ارائه ميقادر به حل مسأله نيست حتي در مورد معادله

.رالي بر پايه تبديل لاپلاس معرفي شدنداي از تبديلات انتگاين مشکل خانواده

شوند يکي بررسي معادله در زمينه اين تغيير و تحولات در معادلات و تعميم آنها دو معادله و مسأله زير معرفي مي

معرفي گرديد و ديگري بررسي آشفتگي در يک محيط ] ۱۷،۱۸[٢و رومن١ي جيوناديفيوژن کشي روي فراکتالها که بوسيله

و 2Lي لاپلاس به نام اين مسائل به کمک تبديلات انتگرالي از خانواده. مطرح شد] ۳۶[٣ي شانکاربناک که بوسيلهلزج و چس

ALيافته فوق هندسي هستيمشوند و در پاسخها ما شاهد ظهور توابع خاص و تعميمحل مي.

ي بررسي و از آنها در حل و يافتن پاسخ چند انتگرال و معادله2Lديلات انتگرالي لاپلاس و نامه تببنابراين در اين پايان

ليوويل و کاپوتو به بررسي و تعميم و حل -شود و با معرفي توابع فوق هندسي و مشتقات کسري ريمانانتگرالي استفاده مي

بينيم که توابع فوق هندسي در اين پاسخها خود را نشان شود و ميپرداخته ميهاي متفاوتدلات انتگرالي منفرد با هستهامع

ي ي ويژگيهاي آن به بررسي و حل تعميم يافتهو ارائهALدهند سپس با تعميم تبديل انتگرالي لاپلاس به تبديل انتگرالي مي

.شودي فوق پرداخته ميدو مسأله

1 Giona
2 Roman
3 Shankar



2Lپلاس وتبديلات انتگرالي لا.۱

تبديل لاپلاس ۱-۱

وارون تبديل لاپلاس۱-۲

با مشتقات جزييديفرانسيل دلاتاتبديل لاپلاس و مع۱-۳

2Lتبديل انتگرالي ۱-۴
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:مقدمه 

تبديل لاپلاس اولين . نمايندتبديلات انتگرالي روشي براي حل معادلات ديفرانسيل با مقادير اوليه و شرايط مرزي ارائه مي

در فيزيک و مهندسي از اين تبديل براي. ي احتمالات معرفي شداز کارهايش برروي نظريهيکيبار توسط پير لاپلاس در 

بطور ساده . شودد مدارهاي الکتريکي و سيگنالها و سيستمهاي مکانيکي استفاده مينتحليل سيستمهاي پايدار زماني خطي مان

باشيد که توصيف رياضي آن يعني توابع ورودي و خروجي آن معلوم باشد تبديل لاپلاس آن به ما کمک اگر سيستمي داشته

2Lدر اين فصل به دو تبديل انتگرالي لاپلاس و . حليل رفتار اين تابع را آسانتر سازدکند تا تابع جايگزيني پيدا کنيم که تمي

.نماييمپرداخته و روابط و کاربردهاي آنها را معرفي مي

تبديل لاپلاس: ۱-۱

است در اينصورت تبديل لاپلاس آن بصورت تعريف شده0tتابعي باشد که براي tf)(اگر : )۱-۱-۱(تعريف

شود زير تعريف مي

     .



0

)()(});({ dttfesFstfL st

وجود تبديل لاپلاس: )۲-۱-۱(قضيه 

)0,(روي هر بازه متناهي fتابع اگر 0t0اي پيوسته و براي بطور قطعهtt ي نمايي از مرتبه باشد تبديل لاپلاس

].۱[وجود دارد و بطور مطلق همگراست)Re(sتابع براي 

حقيقي و مثبت وجود دارند که Mو است يعني اعداد ثابت ي نمايي از مرتبهfتابع : اثبات 

0,)( ttMetf t  توان ميبودن اي پيوسته و بدليل بطور قطعهM را به اندازه کافي بزرگ گرفت و بيان کرد براي

در اينصورت . مي باشديي ي نمااز مرتبهfتابع ،tهر 
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انتگرال سمت راست بصورت  )Re(sبدليل اينکه 
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محاسبه شده )(

.جود دارد و بطور مطلق همگرا استدر نتيجه انتگرال تبديل لاپلاس و

در اينجا . توان خواص و ويژگيها و مثالهاي فراواني از اين تبديل انتگرالي يافتنسيل معمولي ميدر هر کتاب معادلات ديفرا

.چندين مورد مهم تر را بيان مي کنيم

attfتبديل لاپلاس دو تابع : )۳-۱-۱(مثال  sinh)(  وattg sin)(  بترتيب
22

)(
as

a
sF


 و

22
)(

as

a
sG


باشند مي.

روي بازه fتابع اگر: )۴-۱-۱(قضيه  0,0 t0براي وپيوستهtt  ،ي نمايي مرتبهازte وf  هم تابعي از

});({)(باشد و ي نمايي و بطور قطعه اي پيوستهمرتبه sFstfL  0(آنگاه()(});({ fssFstfL ] .۱[

fو fبا فرض اينکه توابع : )۵- ۱- ۱(قضيه   هر دو در بازه 0,0 t 0پيوسته و برايtt ي نمايي باشند از مرتبه
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وارون تبديل لاپلاس : ۱-۲

تابع پوچ : )۱- ۲-۱(تعريف 

)(0که 0tبراي tN)(هر تابع 
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.براي اين کار با روش انتگرال گيري جزء به جزء ، انتگرال زير را محاسبه نماييد.است
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نتگرال محاسبه ا: )۴-۲-۱(مثال
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از معادله انتگرال منفرد آبل: )۹-۲-۱(مثال  
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