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پیشͽفتار

رابطه و هستند مختلفͬ سیستم�های زیر دارای موجود سیستم�های از بسیاری واقعͬ دنیای در

به�طوری�كه داد قرار مختلفͬ سطوح در را آن�ها مͬ�توان كه است گونه�ای به زیرسیستم�ها این بین

و گرفتن قرار نحوه بͽیرند. قرار سطح یك در هستند، مشتركͬ ویژگͬ�های دارای كه زیرسیستم�هایی

معمولا˟ بالاتر سطح و گیرد مͬ� صورت سیستم بر حاكم قوانین و اصول به توجه با سطوح بین ارتباط

سیستم�های از بسیاری برای كه را ساختاری چنین است. مسلط تر پایین سطح بر جنبه�ها بعضͬ از

مͬ�گویند. سلسله�مراتبی١ ساختار یك نمود، بنا مͬ�توان واقعͬ

بخش�های دارای كارخانه هر و مجزا كارخانه چند دارای شركتͬ كنیم فرض مثال، به�عنوان

با و دارد قرار تصمیم�گیری اول سطح در شركت مدیره هیأ�ت شركتͬ، چنین در است. مختلفͬ

شركت توسعه جهت در را مهم�تری تصمیم�های دارد، كه بیشتری اطلاعات و مسؤلیت به توجه

مدیره هیأت توسط شده اتخاذ تصمیمات گیرد. مͬ شركت اهداف بهینه�كردن كلͬ طور به و

مدیران اما شود؛ اجرا تابعه كارخانجات مدیران توسط بایستͬ دارد، قرار بالاتری سطح در چون

معیارهای كه گونه�ای به كنند، اتخاذ را تصمیماتͬ مͬ�توانند خود اختیارات حوزه در نیز كارخانجات

طرفدیͽر از دارند. وضعیتͬ چنین نیز مختلفكارخانجات بخش�های كنند. بهینه را خود عملͺردی

هیأت تصمیم�گیری فضای و شركت هدف به رسیدن میزان در مͬ�تواند كارخانه سطح در تصمیم�ها

تصمیم�های كند. خود تصمیم�گیری در تغییر به مجبور را شركت مدیره هیأت و بͽذارد اثر مدیره

بͽذارد. كارخانجات مدیران تصمیمات روی مشابه� اثری مͬ�تواند نیز كارخانه مختلف بخش�های

پذیرد، صورت سادگͬ به بهینه تصمیم�گیری ساختارهایی، چنین در نمͬ�گذارد كه است مشͺلͬ این

قرار نفوذ تحت برای تصمیم�گیرنده ͷی توانایی مدل�بندی برای بسیاری تلاش�های وجود این با

مختلف، افراد و شد انجام شخصͬ، منفعت با مستقیم، غیر به�طور دیͽر، تصمیم�گیرنده�های دادن

١Hierarchical Structure



٣ پیشͽفتار

روش و ،(١٩۶٠) ولف٢ تجزیه روش به مͬ�توان جمله آن از كه كردند پیشنهاد گوناگونͬ روش�های

برای كافͬ صلاحیت فاقد این�روش�ها تمام اما كرد، اشاره هͽˀان٣(١٩٧٢)، چند�هدفه بهینه�سازی

چندسطحͬ، برنامه�ریزی مسائل ١٩٨٢ سال در این�كه تا بودند موجود زیرسیستم�های مدل�بندی

قدرتمند و موثر ابزاری عنوان به تاكنون زمان آن از و شدند تعریف كاروان۵ و ، بیالاس۴ توسط

برنامه�ریزی فراوان كاربردهای بعلاوه شوند. مͬ محسوب غیرمتمركز۶ شرایط در تصمیم�گیری برای

و حمل شبͺه�های طراحͬ دولتͬ، سیاست�گذاری�های جمله از مختلف، زمینه�های در چندسطحͬ

برای كارا و صریح حل�های راه یافتن دنبال به زیادی افراد شده سبب ،... و شیمͬ اقتصاد، نقل،

باشند. مسائل این حل

یكتصمیم�گیرنده شامل فقط كه متمركز برنامه�ریزی مسائل برخلافدیͽر چندسطحͬ برنامه�ریزی

در تصمیم�گیری قدرت نظر از كه مͬ�باشد تصمیم�گیرنده چندین شامل هستند، هدف تابع یك و

كنترل را تصمیم�گیری متغیر�های از بخش یك مستقل به�طور یك هر و دارند قرار مختلفͬ سطوح

اتخاذ به قادر اول سطح تصمیم�گیرنده كه مͬ�شوند مطرح مسائل این هنگامͬ واقع در مͬ�كنند.

تمام به خود تصمیم كردن دیͺته قدرت دیͽر عبارت به نیست، متغیر�ها تمام مورد در تصمیم

ندارد. را سیستم بخش�های

مͬ�كند سعͬ مراتب سلسله از سطح یك در تصمیم�گیرنده هر چندسطحͬ، برنامه�ریزی مسائل در

و تصمیم�گیرنده هر تصمیم وجود این با سازد، بهینه دیͽر قسمت هدف به توجه بدون را خود تابع

نتیجه در و بͽذارد تأثیر دیͽر سطوح سیاست�گذاری�های بر تا مͬ�دهد اجازه او به کنترلش اسباب

از مراتب سلسله ͷی براساس متوالͬ به�طور نهایی تصمیم سرانجام بخشد. بهبود را خود هدف تابع

مͬ�توان چندسطحͬ بهینه�سازی بیشتر مطالعه� برای مͬ�شود. اجرا سطح پایین�ترین به سطح بالاترین

که را چندسطحͬ مسائل از خاصͬ دسته�ای ما رساله این در کرد. مراجعه [٩] و [٢] مراجع به

خطͬ تابع دو حاصلضرب صورت به اول سطح مسأله هدف تابع و دارند سطح دو با ساختاری

ͷی مسأله مشترک قیود توسط شده تشͺیل ناحیه� و است خطͬ تابع ͷی دوم سطح هدف تابع و

چنین بهینه جواب که است شده ثابت مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد است، کرندار و ناتهͬ چندوجهͬ

موضوع این به توجه با مͬ�دهد.[۶] رخ مذکور کراندار چندوجهͬ رأسͬ نقاط از ͬͺی در مسائلͬ

٢Wolf
٣Hogan
۴Bialas
۵Karwan
۶Decenteralize Conditions



۴ پیشͽفتار

برای مقعر صفحه�ای برش�های پی در پی ایجاد بر مبنͬ الͽوریتمͬ ،٢٠٠٨ سال در گاله و کالوت

داده�اند. پیشنهاد مذکور مسأله حل

مقاله:� بر شرحͬ رساله این

Bilevel Multiplicative problems :

A penalty approach to optimality and a cutting plane based algorithm.

است. شده تنظیم زیر صورت به و مͬ�باشد گاله و کالوت نوشته�

شدنͬ ناحیه� مهم ویژگͬ�های و پرداخته خطͬ-خطͬ دوسطحͬ مسائل معرفͬ به اول، فصل در •

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد مͬ�دهد، رخ آن در بهینه جواب که را مسأله

مͬ ارائه آن�ها حل برای روشͬ و كرده معرفͬ را ضربی-خطͬ مسائل ابتدا دوم فصل در •

تعریف را شبه�مقعر دوسطحͬ مسائل و خطͬ-خطͬ ضربی دوسطحͬ مسائل دهیم.سپس

مͬ�كنیم.

مقعر صفحه�ای برش�های ساختن نحوه� و تعریف را برشصفحه�ای ͷی مفهوم سوم فصل در •

مͬ�دهیم. ارائه بهینه�سازی مسائل از خاصͬ حالت برای را

خطͬ-خطͬ ضربی دوسطحͬ مسائل حل به LSCP الͽوریتم شرح با نیز آخر فصل در •

مͬ�پردازیم.



١ فصل

خطͬ�خطͬ دوسطحͬ برنامه�ریزی

به مثال چند شرح با و كرده تعریف را خطͬ-خطͬ دوسطحͬ برنامه�ریزی مسائل ابتدا فصل این در

این حل برای الͽوریتمͬ و كرده بیان را دوسطحͬ مسأله ویژگͬ�های سپس پردازیم؛ مͬ مسأله تبیین

دهیم. مͬ ارائه مسائل نوع

(١LBLP)،ͬخط�خطͬ دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله ١.١

ساختار که تصمیم�گیرنده چند شامل تصمیم�گیری فرایندهای توجیه برای چندسطحͬ برنامه�ریزی

مسائل از خاصͬ حالت دوسطحͬ برنامه�ریزی مسائل است. شده پیشنهاد ٢دارند، مراتبی سلسله

كلیه کنترل دوسطحͬ، مسائل در دارند. دوسطح با ساختاری که هستند چندسطحͬ برنامه�ریزی

تصمیم�گیرنده دو بین (x = (x١١, x
١
٢, . . . , x

١
n١ , x

٢
١, . . . , x

٢
n٢) مسأله(بردار تصمیم متغیرهای

تصمیم� مͬ�شوند. شناخته دوم سطح و اول سطح تصمیم�گیرنده�های عنوان به که مͬ�شود �بندی تقسیم

تصمیم�گیرنده و x١ = (x١١, x
١
٢, . . . , x

١
nبردار(١ یعنͬ x بردار مؤلفه� n١ اولین اول، سطح گیرنده

در واقع در مͬ�کند. کنترل را x٢ = (x٢١, x
٢
٢, . . . , x

٢
n٢) بردار یعنͬ باقیمانده مؤلفه� n٢ دوم سطح

تصمیم�گیرنده آن�گاه مͬ�سازد، معین را xبردار١ اول سطح تصمیم�گیرنده ابتدا دوسطحͬ، مسأله هر

مͬ�سازد. بهینه اول سطح تصمیم�گیرنده از ارسالͬ x١ بردار تحت را خود هدف تابع دوم سطح

سطح تصمیم�گیرنده ممͺن واکنش�های از کامل اطلاع با اول سطح تصمیم�گیرنده مجدداً آن از پس

١Linear Bilevel Linear Programming
٢Hierarchical Structure



۶ (LBLP) خطͬ�خطͬ، دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله ١.١

مسائل نتیجه در سازد. بهینه را خودش هدف تابع که مͬ�کند انتخاب به�گونه�ای را پارامترها دوم

به�طور اول سطح مسأله شدنͬ ناحیه که مͬ�شوند شناخته بهینه�سازی مسأله� دو با همواره دوسطحͬ

مͬ�شود. تعیین دوم سطح مسأله توسط ضمنͬ

مͬ�شوند: فرموله زیر شͺل به دوسطحͬ مسائل کلͬ حالت در

min
(x١,x٢)∈S

f١(x١, x٢)

x٢ ∈ argminv∈S(x١) f٢(x١, v)

(١.١)

کنترل تحت متغیرهای ترتیب به x٢ ∈ X٢ ⊆ Rn٢ و x١ ∈ X١ ⊆ Rn١ آن در که
ترتیب به f١, f٢ : X١ × X٢ → R١ توابع هستند. دوم سطح و اول سطح تصمیم�گیرنده�های
توسط شده تشͺیل ناحیه� S ⊂ Rnو n = n١ + n٢ مسأله، دوم سطح و اول سطح هدف توابع
دوم سطح مسأله شدنͬ ناحیه S(x١) = {x٢ ∈ X٢ : (x١, x٢) ∈ S} و دوم سطح مسأله قیود

که: شود توجه بعلاوه مͬ�باشد. x١ ∈ X١ ارسالͬ پارامتر هر به�ازای

argminv∈S(x١) f٢(x١, v) =
{

v∗ ∈ S(x١) : f٢(x١, v∗) = min
v∈S(x١)

f٢(x١, v)
}

(٢.١)

مسائل نوع این خطͬ مدل روی بر دوسطحͬ، برنامه�ریزی مورد در علمͬ تحقیقات از وسیعͬ دسته�

مͬ�پردازیم.[٩،۵،٢] آنها معرفͬ به بخش این در که است شده متمرکز

فرموله زیر صورت به LBLP مسائل دوسطحͬ، برنامه�ریزی در معمول نمادگذاری�های از استفاده با

مͬ�شوند.

a) min
x١∈X١

f١(x١, x٢) = α١ + c١١x١ + c١٢x٢

b) s.t B١x١ +B٢x٢ ≤ b١

c) min
x٢∈X٢

f٢(x١, x٢) = α٢ + c٢١x١ + c٢٢x٢

d) s.t A١x١ + A٢x٢ ≤ b

(٣.١)

B١ ماتریس�های هستند. قبول قابل ابعاد با بردارهایی ،i, j ∈ {١, ٢} برای cij بردارهای آن در که

A٢ B٢و ماتریس�های همچنین m×n١مͬ�باشند. n١×m١و بعد با ماتریس�هایی ترتیب به A١ و

m١و بعد با ستونͬ بردار ͷی ،b١ بردار m×n٢هستند. n٢×m١و بعد با ماتریس�هایی ترتیب به

مجموعه�های که شود توجه هستند. اسͺالر α٢ و α١ و مͬ�باشد m بعد با ستونͬ بردار ͷی b بردار



٧ (LBLP) خطͬ�خطͬ، دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله ١.١

تعریف X٢ = {x٢ : x٢ ≥ ٠} و X١ = {x١ : x١ ≥ ٠} صورت به موارد اغلب در X٢ و X١

مͬ�شوند.

ͷی مͬ�شود داده نمایش T با که مسأله قیود تمام توسط شده تشͺیل چندوجه٣ͬ مͬ�کنیم فرض

است. کراندار۴ و ناتهͬ چندوجهͬ

T = {(x١, x٢) ∈ Rn : x١ ∈ X١, x٢ ∈ X٢, B١x١ +B٢x٢ ≤ b١, A١x١ + A٢x٢ ≤ b}

مͬ�دهیم. نمایش T١ با را Rn١ روی T تصویر۵

T١ = {x١ ∈ Rn١ : (x١, x٢) ∈ T}

که: داریم توجه

S = {(x١, x٢) ∈ Rn : x١ ∈ X١, x٢ ∈ X٢, A١x١ + A٢x٢ ≤ b}

Rn١ روی S تصویر مشابه به�طور و باشد ناتهͬ و کراندار چندوجهͬ ͷی نیز S که مͬ�کنیم فرض

مͬ�دهیم. نمایش S١ با را

S١ = {x١ ∈ Rn١ : (x١, x٢) ∈ S} (۴.١)

سطح تصمیم�گیرنده از که x̃١ ∈ T١ هر برای دوسطحͬ مسائل سلسله�مراتبی ساختار به توجه با

دیͽر عبارت به مͬ�سازد. بهینه را خود هدف تابع دوم سطح تصمیم�گیرنده مͬ�شود، ارسال اول

مͬ�کند. حل را زیر بهینه�سازی مسأله دوم سطح تصمیم�گیرنده

LB(x̃١) : min
x٢∈X٢

f٢(x̃١, x٢) = c٢٢x٢ + α̃٢

s.t A٢x٢ ≤ b̃ (۵.١)

پیرو۶ مسأله یا پایین سطح مسأله مسأله، این .̃b = b٢ − A١x̃١ و α̃٢ = c٢١x̃١ + α٢ آن در که

با را x̃١ ∈ T١ هر به�ازای (۵.١) مسأله بهینه جواب�های مجموعه مͬ�شود. نامیده

M(x̃١) = {x٢ ∈ X٢ : x٢ ∈ argmin[f٢(x̃١, x̂٢) : x̂٢ ∈ S(x̃١)]}

٣Polyhedron
۴Bounded
۵Projection
۶Follower’s Problem



٨ (LBLP) خطͬ�خطͬ، دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله ١.١

تصمیم توسط شده اتخاذ تصمیم هر برای دوم سطح گیرنده تصمیم� مͬ�کنیم فرض مͬ�دهیم. نشان

بردار ،x̃١ ارسالͬ پارامتر هر برای دیͽر عبارت به باشد، داشته واکنش مجال اول سطح �گیرنده

.M(x̃١) ̸= ϕ یعنͬ مͬ�سازد. بهینه را پایین سطح مسأله هدف تابع که دارد وجود x̃٢ ∈ S(x̃١)

و ،x١ بردار یعنͬ اول سطح تصمیم�گیرنده کنترل تحت متغیرهای بین تابعͬ رابطه ͷی امر این

نگاشت ͷی بنابراین مͬ�کند. ایجاد ،xبردار٢ یعنͬ دوم سطح تصمیم�گیرنده منطق٧ͬ واکنش�های

را X٢ از مجموعه زیر ͷی ،x١ ∈ X١ نقطه هر به�ازای به�طوری�که دارد وجود مجموعه٨ به نقطه
واکنش٩ تابع مͬ�شود، داده نمایش ψ : X١ → ٢X٢ وسیله� به که را نگاشت این مͬ�سازد. نظیر

شده شناخته اول سطح تصمیم�گیرنده توسط کامل به�طور تابع این مͬ�کنیم فرض و مͬ�نامیم ψ(·)

،x١ ارسالͬ پارامتر هر به�ازای کنیم فرض و دهیم نشان x٢(x١) با را ψ(x١) عناصر اگر باشد.

x١ پارامتری بردار تعیین دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله هدف آن�گاه باشد، به�فرد منحصر واکنش این

x٢ بردار وسیله� به پایین سطح تصمیم�گیرنده واکنش دیͽر عبارت به است. پایین سطح مسأله برای

قیود: که بود خواهد به�گونه�ای

B١x١ +B٢x٢ ≤ b١ (۶.١)

یعنͬ: شود. مͬ�نیمم f١(x١, x٢(x١)) هدف تابع و باشند برقرار

min
x١∈X١

f١(x١, x٢(x١))

s.t

 B١x١ +B٢x٢(x١) ≤ b١

x٢(x١) ∈ ψ(x١)
(٧.١)

ناحیه� را بالا سطح مسأله شدنͬ ناحیه مͬ�شود. نامیده رهبر١٠ مسأله یا بالا سطح مسأله مسأله، این

دیͽر: عبارت به مͬ�دهیم. نمایش IR با آن�را و مͬ�نامیم القایی١١

IR = {(x١, x٢) ∈ T : x١ ∈ T١, x٢ ∈M(x١)} (٨.١)

٧Rational Reaction
٨Point To Point Map
٩Reaction Function
١٠Leader’s Problem
١١Inducible regoin



٩ (LBLP) خطͬ�خطͬ، دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله ١.١

دوسطحͬ مسأله بنابراین است، دوسطحͬ مسأله شدنͬ جواب ͷی ،IR نقطه هر که است واضح

کنیم. بازنویسͬ زیر شͺل به مͬ�توانیم را (٣.١) شده� فرموله

min
x١,x٢

f١(x١, x٢)

s.t (x١, x٢) ∈ IR

(٩.١)

مسأله جواب که است معتبر زمانͬ فقط دوسطحͬ، مسائل مورد در مذکور تعاریف که شود توجه

ساختار بهتر درک برای اکنون شود. تعیین یͺتا به�طور ،x١ ∈ T١ پارامتر هر به�ازای پایین سطح

مͬ�کنیم. بررسͬ را زیر مثال�های خطͬ-خطͬ، دوسطحͬ مسائل

و x٢ ∈ R١ و x١ ∈ R١ آن در که بͽیرید نظر در را زیر LBLP مسأله .١.١.١ مثال

تحت متغیر x١ و X٢ = {x٢ ∈ R١ : x٢ ≥ ٠} و X١ = {x١ ∈ R١ : x١ ≥ ٠}

است. دوم سطح تصمیم�گیرنده کنترل تحت متغیر x٢ و اول سطح تصمیم�گیرنده کنترل

min
x٠≤١

f١(x١, x٢) = x١ − ۴x٢

min
x٠≤٢

f٢(x٢) = x٢

s.t



−x١ − x٢ ≤ −٣

−٢x١ + x٢ ≤ ٠

٢x١ + x٢ ≤ ١٢

−٣x١ + ٢x٢ ≥ −۴

ترسیم با .S١ = T١ نتیجه در است، S = T مثال این در که است واضح شد گفته پیش�تر آنچه بنابر

شͺل همانند ،S کراندار و محدب چندوجهͬ مختصات، دستگاه در مسأله قیود

X١مجموعه� = R١ در S تصویر است مشاهده قابل شͺل در که همان�گونه مͬ�آید. دست به (١.١)

مͬ�کند. حل را زیر مسأله دوم سطح تصمیم�گیرنده ،x̃١ ∈ [١, هر[۴ برای لذا مͬ�باشد. S١ = [١, ۴]
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min
x٠≤٢

x٢

s.t



−x٢ ≤ −٣ + x̃١

x٢ ≤ ٢x̃١
x٢ ≤ ١٢− ٢x̃١
−٢x٢ ≤ ۴− ٣x̃١

توسط زیر مسأله است، گردیده ١)مشخص .١) شͺل در که x̃١ = ٢ برای مثال عنوان به

مͬ�شود. حل دوم سطح تصمیم�گیرنده

min
x٠≤٢

x٢

s.t



x٢ ≥ ١

x٢ ≤ ۴

x٢ ≤ ٨

٢x٢ ≥ ٢

پارامتر هر به�ازای دوم سطح مسأله شدنͬ ناحیه که مͬ�شویم متوجه هندسͬ روشͬ به مسأله این حل با

داشته قرار S کراندار و محدب چندوجهͬ درون که است خطͬ قطعه ،S(x̃١) یعنͬ x̃١ ∈ [١, ۴]

پایین سطح مسأله هدف این�که به توجه با بنابراین مͬ�باشد. عمود x̃١ نقطه در x١ها محور بر و

به�ازای پایین سطح مسأله بهینه جواب�های مجموعه مͬ�شود نتیجه است، x٢ متغیر کردن مͬ�نیمم

که است S(x̃١) عمودی خط روی نقطه پایین�ترین بالا، سطح تصمیم�گیرنده از x̃١ ارسالͬ مقدار

رابطه توسط

M(x̃١) = max

{
−x̃١ + ٣, ٣x̃١ − ۴

٢

}
داریم: القایی ناحیه� تعریف به توجه با لذا مͬ�شود. آورده دست به

IR = {(x١, x٢) : ١ ≤ x١ ≤ ٢, x٢ = ٣− x١} ∪
{

(x١, x٢) : ٢ ≤ x١ ≤ ۴, x٢ =
٣x١ − ۴

٢

}
است. شده داده نشان تیره خطوط با (١.١) شͺل در IR ناحیه�



١١ (LBLP) خطͬ�خطͬ، دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله ١.١

(١.١) شͺل

بالا سطح تصمیم�گیرنده گردید، مشخص IR ناحیه� همان یا بالا سطح مسأله شدنͬ ناحیه که اکنون

حل را زیر مسأله بالا سطح تصمیم�گیرنده دیͽر، عبارت به مͬ�سازد. بهینه ناحیه این روی را خود هدف تابع

مͬ�کند.

min
x١,x٢

x١ − ۴x٢

s.t (x١, x٢) ∈ IR

x١ − ۴x٢ خط بنابراین است [١,−۴]T بردار ،x١ − ۴x٢ خطͬ تابع جزیی مشتق بردار یا گرادیان١٢

در فوق مثال بهینه جواب ،(١ .١) شͺل به توجه با لذا دارد، [−١, ۴]T بردار جهت در را کاهش بیشترین

تابع مقدار و −١٢ برابر نقطه این به�ازای اول سطح هدف تابع مقدار مͬ�دهد. رخ (x∗
١, x

∗
٢) = (۴, ۴) نقطه

مͬ�باشد. ۴ دوم سطح هدف

از اما دارد بهتری مقدار (٣, ۶) نقطه به�ازای اول سطح مسأله هدف تابع که است ذکر به لازم

انتخاب مذکور مسأله بهینه نقطه عنوان به نمͬ�تواند نیست، القایی ناحیه� درون نقطه این که آن�جایی

جواب آن�گاه کند، انتخاب را x١ = ٣ نقطه اول سطح تصمیم�گیرنده اگر که شود توجه بعلاوه شود.

که داریم توجه همچنین بود. خواهد x٢ = ٢٫ ۵ برابر مذكور x١ ازای به دوم سطح مسأله بهین

نسبت (٣, ٢٫ ۵) نقطه در دوم سطح مسأله بوضوح درنتیجه .f٢٫)٢ ۵) = ٢٫ ۵ و f(٣)١ = −٧

نقطه به نسبت نقطه این در اول سطح هدف تابع مقدار چون اما دارد بهتری مقدار (۴, ۴) نقطه به

نیست. بهینه (٣, ٢٫ ۵) نقطه که مͬ�شود نتیجه است، بیشتر بهینه

١٢Gradiaents
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تصمیم�گیرنده منطقͬ واکنش�های مجموعه� است، مشاهده قابل (١.١) شͺل در که همان�طور

را خود هدف تابع اول سطح تصمیم�گیرنده لذا است، نامحدب١٣ ،IR ناحیه� همان یا دوم سطح

دوسطحͬ مسائل یعنͬ حالت ساده�ترین در حتͬ بنابراین سازد. مͬ بهینه نامحدب مجموعه� ͷی بر

واقع در است. نامحدب دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله هستند، خطͬ توابع تمام که خطͬ-خطͬ

از تعدادی اجتماع از خطͬ-خطͬ، دوسطحͬ مسأله هر با متناظر القایی ناحیه� داد نشان مͬ�توان

مهمͬ دسته� LBLP مسائل این�رو از است.[٩،۶،٢] شده تشͺیل S مجموعه به�هم متصل وجه�های

نوع این بهینه جواب که کرد ثابت مͬ�توان به�ویژه، مͬ�روند. به�شمار نامحدب بهینه�سازی مسائل از

نتایج این (اثبات است نیز S رأسͬ نقطه ͷی که مͬ�دهد رخ IR رأسͬ نقطه ͷی در همواره مسائل

مͬ�اندازیم). تعویق به بعدی بخش تا را

کنترل تحت x٢ متغیر و اول سطح تصمیم�گیرنده کنترل تحت x١ متغیر زیر مسأله در .٢.١.١ مثال

مͬ�باشد. دوم سطح تصمیم�گیرنده

min
١≤x١≤۶

f١(x١, x٢) = x١ + ٣x٢

min
x٠≤٢

f٢(x١, x٢) = −x٢

s.t


x١ + x٢ ≤ ٨

x١ + ۴x٢ ≥ ٨

x١ + ٢x٢ ≤ ١٣

(٢.١) شͺل در مͬ�دهیم نمایش T با را آن که مسأله قیود تمام توسط شده تشͺیل چندوجهͬ حل:

به كه است قیدی گونه هر فاقد اول سطح بهینه�سازی مسأله چون واقع در است. شده داده نشان

شͺل به توجه با .T = S داریم باشد، وابسته دوم سطح تصمیم�گیرنده كنترل تحت متغیرهای

و اول سطح هدف توابع مͬ�نیمم�سازی جهات همچنین، .T١ = [١, ۶] که است واضح (٢.١)

هستند. مشاهده قابل مذكور شͺل در جهت�نما پیͺان�های وسیله� به دوم سطح

از دقیقاً ،x̃١ ∈ T١ ارسالͬ پارامتر هر ازای به دوم سطح مسأله شدنͬ ناحیه كه آن�جایی از

روی x̃١ ∈ T١ پارامتر به�ازای اگر لذا مͬ�شود، آورده دست به x١ = x̃١ خط با S مجموعه� اشتراک

حتم به�طور آن�گاه کنیم، حرکت f٢(x١, x٢) = −x٢ تابع مͬ�نیمم�سازی جهت در S(x̃١) مجموعه�

شͺل در شده داده نشان تیره خطوط روی نقطه�ای در پایین سطح مسأله بهینه جواب که مͬ�بینیم

١٣Nonconvex



١٣ (LBLP) خطͬ�خطͬ، دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله ١.١

(٢.١) شͺل

به�ازای پایین سطح مسأله بهینه جواب x٢(x١) کنیم فرض اگر دیͽر، بیان به مͬ�دهد. رخ ،(٢ .١)

مͬ�گیریم: نتیجه آن�گاه باشد x١ ∈ T١ ارسالͬ پارامتر

x٢(x١) =

 ۶٫ ۵− ٠٫ ۵x١ ١ ≤ x١ ≤ ٣

٨− x١ ٣ ≤ x١ ≤ ۶

همان یا اول سطح مسأله شدنͬ ناحیه است، گردیده مشخص شͺل در که تیره�ای خطوط بنابراین

دست به f١(x١, x٢) تابع در x٢(x١) با x٢ جایͽزینͬ با اکنون مͬ�دهد. نمایش را IR ناحیه�

مͬ�آوریم:

f١(x١, x٢(x١)) =

 ١٩٫ ۵− ٠٫ ۵x١ ١ ≤ x١ ≤ ٣

٢۴− ٢x١ ٣ ≤ x١ ≤ ۶

به x∗١ = ۶ به�ازای که است ١٢ ،x١ از تابعͬ عنوان به f١ مقدار بهترین که دید مͬ�توان آسانͬ به

فوق مسأله بهینه نقطه ،D = (٢, ۶) نقطه که مͬ�گیریم نتیجه ،x٢(x∗١) = ٢ چون و مͬ�آید دست

مشاهده قابل ،f١ مͬ�نیمم�سازی جهت به توجه با (٢ .١) شͺل روی از همچنین مطلب این است.

است.

که است این معمولͬ ریاضͬ برنامه�ریزی مسائل سایر از دوسطحͬ مسائل تمایز وجه ͷی

برای بهینه جواب وجود بر دلیلͬ ،S شدنͬ ناحیه بودن فشرده و f٢ و f١ هدف توابع پیوستگͬ

دوم سطح تصمیم�گیرنده بهینه جواب�های مجموعه که مͬ�دهد رخ وقتͬ مشͺل نیست. مسأله

مقداری تک دادیم، نشان M(x١) با آن�را که اول، سطح تصمیم�گیرنده از ارسالͬ x١های به�ازای

مͬ�گیریم. نظر در را (٣.١) مسأله مجدداً مطلب، این بیشتر توضیح منظور به نباشد.[٢،٩]



١۴ (LBLP) خطͬ�خطͬ، دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله ١.١

کند انتخاب ارسالͬ پارامتر عنوان به را x١ = x̂١ نقطه اول سطح تصمیم�گیرنده کنید فرض

مواجه ،x̂١ بردار توسط شده پارامتری بهینه�سازی مسأله ͷی با دوم سطح تصمیم�گیرنده آن�گاه

به باشد. چندگانه مسأله این بهینه جواب�های مجموعه است ممͺن خاص مثال�های در مͬ�شود.

مجموعه که دارد وجود امͺان این باشند خطͬ دوسطحͬ، مسأله قیدی توابع تمام هرگاه نمونه، عنوان

شامل اول، سطح تصمیم�گیرنده از x١ = x̂١ ارسالͬ مقدار به�ازای دوم سطح مسأله بهینه جواب�های

ابرصفحه آن نقطه هر به نسبت دوم سطح صورتتصمیم�گیرنده این در باشد. ابرصفحه ͷی از بخشͬ

این با مͬ�باشد. یͺسان مجموعه نقطه�این هر در نظیرش هدف تابع بهینه مقدار یعنͬ است بی�اثر

باشد؛ متفاوت ابرصفحه این نقاط از ͷی هر روی اول سطح تصمیم�گیرنده اثر دارد امͺان وجود

اما بیفتد (x̂١)Mاتفاق مجموعه� از معین نقطه ͷی در فقط اول سطح هدف تابع بهینه مقدار یعنͬ

از کند. وادار نقطه آن کردن پیدا به را دوم سطح تصمیم�گیرنده تا باشد نداشته وجود راهͬ هیچ

به مقدارش مͬ�نیمم هرگز کند، انتخاب x̂١ از غیر نقطه�ای هر اول سطح تصمیم�گیرنده اگر طرفͬ

است. شده بررسͬ زیر مثال در موقعیت این نمͬ�شود. آورده دست

بردار و اول سطح تصمیم�گیرنده کنترل تحت x = (x١, x٢) بردار کنید فرض .٣.١.١ مثال

باشد. دوم سطح تصمیم�گیرنده کنترل تحت y = (y١, y٢)

min
x١,x٢

f١(x١, x٢) = (٢y١ + ٣y٢)x١ + (۴y١ + y٢)x٢

s.t


x١ + x٢ = ١

x١ ≥ ٠

x٢ ≥ ٠

(١٠.١a)

min
y١,y٢

f٢(y١, y٢) = −y١(x١ + ٣x٢) − y٢(۴x١ + ٢x٢)

s.t


y١ + y٢ = ١

y١ ≥ ٠

y٢ ≥ ٠

(١٠.١b)

یعنͬ: باشد اول سطح تصمیم�گیرنده از ارسالͬ پارامتر x = (x١, x٢) بردار کنیم فرض حل:

x ∈ {(x١, x٢) : x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠, x١ + x٢ = ١}

متغیرهای و x١ پارامتر برحسب f٢ تابع آوردن دست به و x٢ جای به ١− x١ باجایͽذاری آن�گاه
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کند. حل را زیر مسأله باید دوم سطح تصمیم�گیرنده که مͬ�شود نتیجه ،y٢ و y١

min
y١,y٢

f٢(y١, y٢) = −y٢−)١x١ + ٣) − y٢)٢x١ + ٢)

s.t


y١ + y٢ = ١

y١ ≥ ٠

y٢ ≥ ٠

و x١ متغیرهای مͬ�شود فرض اول حالت در مͬ�شود. گرفته نظر در حالت سه مسأله این حل برای

نامساوی در x٢ = ١−x١ جایͽذاری با آن�گاه .x١ +٣x٢ > ۴x١ +٢x٢ که باشند به�گونه�ای x٢
اینکه به توجه با بنابراین .−(٣ − ٢x١) < −۵

٢
لذا ،x١ <

١
۴
که مͬ�شود نتیجه به�روشنͬ قبل

ممͺن مقدار حداکثر y١ است لازم f١ تابع مͬ�نیمم�سازی برای که مͬ�شویم متوجه است y١ ≥ ٠

y١ + y٢ = ١ معادله� در باید دوم سطح مسأله شدنͬ بردار هر چون دیͽر، طرف از باشد. داشته را

مͬ�شود فرض بعدی حالت در مͬ�باشد. y٢ = ٠ بنابراین و y١ = ١ که مͬ�گیریم نتیجه کند، صدق

تصمیم�گیرنده� بهین جواب که مͬ�شود نتیجه بالا مشابه استدلالͬ با و x١ +٣x٢ < ۴x١ +٢x٢ که

است. y = (٠, ١) بردار دوم، سطح

x٢ برای ١−x١ جایͽذاری با و x٣+١x٢ = ۴x٣+١x٢ فرضمͬ�کنیم حالتسوم در سرانجام

حسب بر که f٢یی تابع در مقدار این کردن جانشین با آن�گاه .x١ =
١
۴
مͬ�گیریم نتیجه قبل، رابطه در

به�ازای تابع این که است واضح .f٢(y١, y٢) = −۵
٢
(y١ +y٢) مͬ�آوریم دست به شده، تعریف x١

مقدار مͬ�نیمم نقاط این از ͷی هر در لذا و بوده ثابت تابعͬ ،y١ + y٢ = ١ که (y١, y٢) بردار هر

جواب�های مجموعه� ،x١ =
١
۴
پارامتر به�ازای که مͬ�شود نتیجه دلیل همین به مͬ�کند. اختیار را خود

M(١/۴) = {(y١, y٢) : y١ ≥ ٠, y٢ ≥ ٠, y١ + y٢ = ١} با برابر دوم سطح مسأله بهین

سطح مسأله بهینه جواب�های مجموعه� اگر بالا، مطالب به توجه با است. مقداری چند که مͬ�باشد

آن�گاه دهیم نمایش y(x) با اول سطح تصمیم�گیرنده از x = (x١, x٢) ارسالͬ مقدار به�ازای را دوم

داریم:

y(x) =


(١, ٠) x١ <

١
۴

M(١/۴) x١ =
١
۴

(٠, ١) x١ >
١
۴

بازنویسͬ زیر به�صورت را اول سطح مسأله ،(١٠.١a) رابطه در y(x) کردن جانشین با اکنون
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مͬ�کنیم:

min
x
f١ =


٢x١ + ۴x٢ x١ <

١
۴

٢y١ + ٣
٢ ٠ ≤ y١ ≤ ١, x١ = ١

۴

٣x١ + x٢ x١ >
١
۴

(١١.١)

s.t


x١ + x٢ = ١

x١ ≥ ٠

x٢ ≥ ٠

حل برای تلاش در امر این که نیست خوش�تعریف ،x١ =
١
۴
نقطه در f١ که مͬ�شود مشاهده

مͬ�دهد. نمایش را مسأله این با متناظر گراف (٣.١) شͺل مͬ�شود. مشͺلاتͬ به منجر (١١.١)

(٣.١) شͺل

روی اول سطح هدف تابع مقدار بهترین که مͬ�شود مشاهده به�وضوح (٣.١) شͺل به توجه با

تصمیم�گیرنده که آن�جایی از اما مͬ�آید به�دست (١۴ ,
٣
۴ , ٠, ١) نقطه ازای به که است ١٫ ۵ برابر ،IR

او که ندارد وجود تضمینͬ هیچ است، بی�اثر y١ + y٢ = ١ خط روی نقطه� هر به نسبت دوم سطح

سوی از كند. انتخاب بهین جواب عنوان به x = (١۴ ,
٣
۴) ارسالͬ پارامتر ازای به را y = (٠, ١) نقطه

(y١, y٢) ∈M(١۴) انتخاب برای راهͬ است لازم اول سطح هدف تابع مقدار محاسبه� برای دیͽر،

سطح متغیرهای یعنͬ متغیرها از بخشͬ کنترل فقط اول سطح تصمیم�گیرنده که علت این به اما بیابیم

نمͬ�تواند او بͽذارد، تأثیر دوم سطح تصمیم�گیرنده انتخاب�های روی نمͬ�تواند و دارد برعهده� را اول

داشتن اطمینان برای ،(٣.١) شͺل به توجه با کند. تحمیل دوم سطح تصمیم�گیرنده به را مقدار این
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در که کند انتخاب را نقطه�ای او که است این راه تنها اول، سطح تصمیم�گیرنده انتخاب بهترین از

ͷی ε > ٠ آن در که کند انتخاب را x∗ = (١۴ + ε, ٣۴ − ε) نقطه او مͬ�کنیم فرض .x١ >
١
۴
آن

f ∗
١ = ١٫ ۵+ ٢ε برابر نقطه این در اول سطح هدف تابع مقدار آن�گاه است. دلخواه ͷکوچ مقدار

بهینه جواب�های مجموعه هرگاه بنابراین مͬ�باشد. آن برای دسترس قابل مقدار بهترین که است

این نباشد، مقداری تک اول سطح تصمیم�گیرنده از ارسالͬ پارامتر ͷی به�ازای دوم سطح مسأله

آورد. بدست را نظیرش مͬ�نیمم نتواند طریقͬ هیچ به اول سطح تصمیم�گیرنده که دارد وجود امͺان

دوسطحͬ برنامه�ریزی مسأله ͷی در سطوح ترتیب اهمیت ١.١.١

مͬ�کنیم. وارون را (١٠.١) مسأله ساختار ،LBLP یͷمسأله در ترتیبسطوح اهمیت شرح منظور به

از: است عبارت حاصل مسأله

min
y
f٢(y١, y٢) = −(x١ + ٣x٢)y١ − (۴x١ + ٢x٢)y٢

s.t


y١ + y٢ = ١

y١ ≥ ٠

y٢ ≥ ٠

(١٢.١a)

min
x
f١(x١, x٢) = (٢y١ + ٣y٢)x١ + (۴y١ + y٢)x٢

s.t


x١ + x٢ = ١

x١ ≥ ٠

x٢ ≥ ٠

(١٢.١b)

است عبارت اول سطح مسأله از y ارسالͬ پارامتر به�ازای ،(١٢.١b) دوم سطح مسأله بهینه جواب

از:

x(y) =


(١, ٠) y١ >

١
٢
یعنͬ ; ٢y١ + ٣y٢ < ۴y١ + y٢ برای

M(١/٢) y١ =
١
٢

(٠, ١) y١ <
١
٢

به�ازای بنابراین است. M(١/٢) = {(x١, x٢) : x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠, x١ + x٢ = ١} آن در كه

بهینه جواب ،(١٢.١b) دوم سطح مسأله اول، سطح تصمیم�گیرنده�ی از y١ =
١
٢
ارسالͬ مقدار
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اول سطح مسأله ،(١٢.١a) در x = (x١, x٢) جای به x(y) کردن جانشین با اکنون دارد. چندگانه

مͬ�کنیم. بازنویسͬ زیر صورت به را

min
y
f٢(y١, y٢) =


−y١ − ۴y٢ y١ >

١
٢

−(٣− ٢x١)(
١
٢
) − ٢(x١ + ١)(١

٢
) y١ =

١
٢

−٣y١ − ٢y٢ y١ <
١
٢

s.t y١ + y٢ = ١, y١ ≥ ٠, y٢ ≥ ٠

= min
٠≤y١≥١


−۴ + ٣y١ y١ >

١
٢

−۵
٢

y١ =
١
٢

−٢− y١ y١ <
١
٢

مسأله بهینه نقطه y∗ = (١٢ ,
١
٢) بردار که مͬ�شود نتیجه به�وضوح ٠ ≤ y١ ≤ ١ برای f٢ ترسیم با

است. مشاهده قابل (۴.١) شͺل در نتیجه این است. (١٢.١)

(۴.١) شͺل

سطح تصمیم�گیرنده (١٠.١) مسأله همانند حالت این در هرچند که است این توجه قابل نکته�

انتخاب از صرف�نظر اول سطح تصمیم�گیرنده اکنون اما است بی�اثر نقاط از محدوده ͷی برای دوم

نقطه یعنͬ IR از معین نقطه ͷی در را خود هدف تابع مقدار بهترین دوم، سطح تصمیم�گیرنده

نتیجه را LBLP مسأله ͷی در سطوح ترتیب اهمیت امر این که مͬ�آورد به�دست y∗ = (١٢ ,
١
٢)

مͬ�دهد.
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خوش�حالت١۴ دوسطحͬ مسأله ٢.١.١

به�ازای که هستند استوار فرض این بر دوسطحͬ مسائل باب در شده ذکر مفاهیم و تعاریف تمامͬ

مقداری تک ،M(x١) یعنͬ دوم سطح تصمیم�گیرنده بهینه جواب�های مجموعه ،x١ ∈ T١ هر

نیست. خوش�حالت اول سطح بهینه�سازی مسأله مͬ�شود گفته نیست، چنین كه مواردی در باشد.

یعنͬ دوم سطح هدف تابع مقدار موارد این�گونه در شد، داده نشان (٣.١.١) مثال در که همان�طور

اثرات مͬ�توانند جواب�ها این وجود این با است، یͺسان جواب�ها از مجموعه�ای به�ازای f٢(x١, x٢)

مجبور است ممͺن وضعیت این از اجتناب برای باشند. داشته اول سطح هدف تابع بر گوناگونͬ

واگذار اول سطح به را دوم سطح در چندگانه بهینه جواب�های بین در انتخاب روی کنترل باشیم

مͬ�شود دوم سطح تصمیم�گیرنده توسط x٢ ∈M(x١) معین نقطه انتخاب به منجر کار این کنیم.

آورد. فراهم نقطه آن به�ازای را اول سطح هدف تابع مقدار محاسبه� امͺان تا

به که است شده ارائه دوسطحͬ مسأله بودن خوش�حالت از اطمینان برای متفاوتͬ روش�های

مͬ�کنیم.[٧،۵] اشاره آن�ها از مورد چند

اول سطح تصمیم�گیرنده مͬ�شود فرض این�روش در ضعیف١۶: روش یا بینانه١۵ خوش روش �١

به را دوم سطح تصمیم�گیرنده مͬ�تواند لذا و دارد را دوم سطح تصمیم�گیرنده روی تأثیرگذاری حق

سطح تصمیم�گیرنده بنابراین مͬ�دهد، دست به را f١ مقدار بهترین که کند وادار x٢ی بردار انتخاب

مͬ�کند. حل را زیر مسأله� اول

min
x١∈T١

ϕ٠{x١}

ϕ٠{x١} = min
x٢∈M(x١)

f١(x١, x٢)

همواره دوم سطح تصمیم�گیرنده که این�روشفرضمͬ�کنیم در روشقوی١٨: یا روشبدبینانه١٧ �٢

مͬ�دهد، دست به را f١ یعنͬ اول سطح هدف تابع مقدار بدترین که مͬ�کند انتخاب را x٢ی بردار

١۴Well Posed
١۵Optimistic
١۶Weak Approach
١٧Pessimitstic
١٨Strong Approach
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مͬ�کند. حل را زیر مسأله موضوع، این به اطمینان با اول سطح تصمیم�گیرنده لذا

min
x١∈T١

ϕρ{x١}

ϕρ{x١} = max
x٢∈M(x١)

f١(x١, x٢)

ͷی حداقل بینانه خوش روش تحت همواره خطͬ-خطͬ دوسطحͬ مسائل در که است ذکر به لازم

[١٨] است. مسأله بهینه جواب که دارد وجود T چندوجهͬ رأسͬ نقطه

دوسطحͬ برنامه�ریزی کاربردهای ٣.١.١

توجه مورد بسیار و داشته وجود علوم مختلف شاخه�های در دوسطحͬ برنامه�ریزی مسائل کاربردهای

برای مͬ�کنیم. مطرح شیمͬ در را دوسطحͬ برنامه�ریزی مسائل کاربردهای از ͬͺی زیر در است.

شود. رجوع [٢] مرجع به دوسطحͬ برنامه�ریزی مسائل از متنوع�تر کاربردهای مشاهده�

بهینه شیمیایی معادله

مخلوطͬ چͽونه که داد پاسخ پرسش این به باید اغلب شیمیایی واکنش�های وسیله� به مواد تهیه برای

باشیم: مطمئن تا کنیم ترکیب را شیمیایی مواد از

است (واکنشͽاه) راکتور در شیمیایی واکنش محصول واقعاً داریم را تهیه�آن قصد که ماده�ای •

حال عین در و

باشد. کم یا زیاد ممͺن اندازه� به واکنش، محصول در موجود نظر مورد مواد از برخͬ مقدار •

اول، هدف آن در که کرد مدل�بندی دوسطحͬ بهینه�سازی مسأله ͷی شͺل به مͬ�توان را بالا مسأله

مورد اول سطح هدف تابع کردن مشخص برای دوم هدف و مͬ�دهد شرح را دوم سطح مسأله

مͬ�گیرد. قرار استفاده

بالا بسیار دماهای در را شیمیایی واکنش ͷی نتیجه� نیستند قادر فنͬ نظر از شیمیدان�ها اگرچه

دهند. شرح را نهایی نتیجه� محدب برنامه�ریزی مسأله ͷی وسیله� به مͬ�توانند آنها اما کنند، مشاهده

گرفته نظر در دوم سطح مسأله عنوان به فوق دوسطحͬ بهینه�سازی مسأله مدل�بندی در مسأله، این

شرکت نظر مورد واکنش در که است موادی کل Nتعداد و گازی مواد Gتعداد فرضکنید مͬ�شود.

و iام سطر در موجود درایه� که باشد ماتریسͬ A کنید فرض همچنین .G ≤ N داریم و مͬ�کنند


