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 چکیده
  
مقدمات تحقیق را فراهم نموده وبه معرفی در  فصل اول .این رساله در سه فصل تدوین یافته است    

.                                                                              عملگرهاي هیلبرت اشمیت می پردازیم
                         

تشخیص سپس چند قضیه که ابزار مهمی براي ، عملگرهاي ابردوري را معرفی کرده  در فصل دوم      
در محک ابردوري    T  عملگر  ابردوري بودن یک عملگر هستند را بیان می کنیم و نشان می دهیم که



بر جبر عملگر هاي هیلبرت   TA =  ) A ( TL با ضابطه   TL کند  اگر وفقط اگر عملگر صدق می
ر فضاي باناخ به بیان شرایط لازم وکافی براي برقراري یک عملگر ب وهمچنین  اشمیت ابردوري باشد

.                                                                        تفکیک پذیر در محک ابر دوري می پردازیم
                                                   

ی براي شرایط لازم وکاف به بیان  غاز کرده و سپسآ دوريمعرفی عملگرهاي سوپرفصل سوم را با     
در محک سوپردوري  Tاز جمله ثابت می کنیم که . در محک سوپردوري می پردازیم T برقراري عملگر

.                          سوپردوري باشد H (B (با توپولوژي عملگر قوي در TL  اگربر قرار است اگر وتنها
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   Abstract:   
 
   This  thesis  contains  three  sections .In the first section , we discuss  
some elementary  facts  and introduce  Hilbert–Schmidt   operator. 

   In the second section , we introduce hypercyclicity operators ,then 
discuss some results that are the main tools we use  to show when an 
operator is hypercyclic  .we prove that the Hypercyclicity Criterion for 
any operator T on a Hilbert space is equivalent to the hypercyclicity of the 
left multiplication operator induced by T on the algebra of Hilbert –
Schmidt operators, then we give necessary and sufficient conditions for an 
operator on a separable Hilbert space  to satisfy the Hypercyclicity 
Criterion. 

    In the third section, we start to introduce supercyclicity operators, then 
we prove the Supercyclicity Criterion for any T on a Hilbert space is 



equivalent to the supercyclicity of the left multiplication operator induced 
by T in the strong operator topology. 
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  مقدمه - 1

تی و بعضی از قضایاي مورد نیاز در در بخش اول به ارائه تعاریف مقدما. این فصل شامل دو بخش است 
پردازیم  میهاي اثر رده اشمیت وعملگر -هاي هیلبرتدوم به عملگر در بخش.فصلهاي بعدي می پردازیم 

  .و برخی از خواص آنها را موردبررسی قرار می دهیم

  مطالب مقدماتی  1- 1

  .ضایاي مورد نیاز در فصلهاي بعدي را ارائه دهیم اهیم تعاریف مقدماتی و بعضی از قاین بخش می خودر 

تابعی    Xضرب داخلی روي  –باشد آنگاه نیم  Fیک فضاي برداري روي میدان   X اگر:  1.1-1تعریف  

در موارد زیر    Xدر  zوy و x هرو Fدر  βو αبه طوریکه براي هر   F          X   ×X    :uاست  مانند 
  : صدق می کند 

   y,z (β )+x,z (   ) =βy,z + x (u)  (الف 

   x,z (β u)+x,y (u α  ) =βz + y , x (u)  (ب 

   x,x (u( ≤  ∘)  پ 

  y,x (u) =x,y (u)   (ت 

  :ضرب داخلی است که شرط زیر نیز صدق می کند  -در واقع یک نیم   Xیک ضرب داخلی روي 

  .  x= ∘آنگاه x,x (u( = ∘اگر)  ج 



٢ 
 

  .نمایش می دهیم  x,y 〈 ) =x,y (u 〈ضرب داخلی را با نماد

ضــرب داخلــی  -یــک نــیم 〉0,0〈اگــر .  )شــوارتز -بانیاکوســکی -نامســاوي کوشــی(:  1.2-1قضــیه 

 ∣〉x , y〉∣2  ≤ 〈x , x〉  〈y , y〉  :باشد ، آنگاه   Xروي 

، که هر دو مخالف  β,αعلاوه بر این تساوي برقرار است اگر و تنها اگر اسکالرهاي .  Xدر  y,xبراي هر 
  .∘ = 〈βx+αy,βx+αy〉  : صفر هستند ، وجود داشته باشند بطوریکه 

  ) .4.1، قضیه 3، صفحه [4] (رجوع کنید به :اثبات 

1〈 , 〉باشد و  Xیک نیم ضرب داخلی روي  〉0,0 〈اگر  : 1.3- 1نتیجه  
2  =║x║  براي هر ،x  درX  ،

  :آنگاه 

  . Xدر  x وy براي هر   ، ║y ║  +║x≤║ ║x+y║) الف  

  . Xدر  x و Fدر  αبراي هر  ║x║ ∣α│ =║αx║)  ب  

  :یک ضرب داخلی باشد آنگاه  〉 0,0 〈اگر 

  . =x  ∘نتیجه می دهد ║x║= ∘)پ  

داخلی همراه با یک ضرب  Fروي  Hیک فضاي هیلبرت یک فضاي ضرب داخلی مانند :  1.4- 1تعریف 

یک  H، ضرب داخلیا شده توسط ، الق x-y║ =d(x,y)║است بطوریکه با توجه به متر  〉0 ,0 〈مانند
  .فضاي متریک تام  باشد 

است که مجموع مربع متناهی دارد ،  Cروي x   { =x{ فضاي دنباله هاي مختلط ℓ  : 1.5- 1تعریف 

  .یعنی در رابطه زیر صدق می کنند 



٣ 
 

, ∞ < ∣ x  │Σ ∞ = 1  

∑    y= 〈x,y〉  .لفه و ضرب داخلی به صورت زیر ، تعریف می شود فضا ، جمع به صورت مؤلفه به مؤدر این  x       

  .است  y {=y{و   X=} x{که در آن 

 (∞,P:X → [0یک نیم نرم تابعی است مانند .یک فضاي برداري مختلط باشد Xاگر : 6. 1 - 1تعریف  

  :که خواص زیر را دارا باشد

∋P(x , y) ≤ P(x) P(y)      ,        (x,y)  الف   )   
 ∣ = P(x)     ,   (α ∈ C , x ∈ X) .     ∣αP(α x) )ب  

 : است بطوریکه Pنیم نرم  ، یک نرم.  ∘ =(∘)Pنتیجه می شود که) الف(از 

  . =x ∘آنگاه =P(x) ∘اگر) ج 

 .نمایش داده میشود ⃦    · ⃦    معمولا نرم با نماد
فضاي نرم  یک Xتوجه کنید اگر.را یک فضاي نرم دارمی نامیم  Xنگاهآداراي نرم باشد   Xاگر فضاي برداري
است ودرنتیجه  X  یک متر روي dانگاه  ∥ d(x,y)= ∥ x-y قرار میدهیم  Xعضوyوx دار باشد براي هر

 .را متریک تولید شده به وسیله نرم می نامیم  dودراین حالتهرفضاي نرم دار یک فضاي متریک بوده است 

اگر نسبت به متر تولید شده به وسیله نرم یک  ، رایک فضاي باناخ گوییم Xفضاي نرمدار: 1-7.1تعریف  

 .فضاي متریک کامل باشد یعنی اینکه هر دنباله کوشی در آن همگراباشد 

 اشتراك برابرباهر گاه ،می خوانیم    را یک مجموعه Xازفضاي   Aزیر مجموعه   1-8.1 :تعریف 

یک باز، مجموعهباشند توجه کنید که هر زیر  Xشمارش پذیر گردایه اي از زیر مجموعه هاي باز
  .است     مجموعه

  



۴ 
 

از نگاه اشتراك هر گردایه شمارش پذیریک فضاي متریک باشد آ Xاگر) قضیه بئر(  1-9.1 :قضیه  

  . چگال است Xخود نیز در ،Xباز در مجموعه هاي چگال

  .([9]) : اثبات

هر گاه یک زیر . را تفکیک پذیر نامیم  Xک فضاي متریک باشد ، یX ید فرض کن: 10.  1-1تعریف 

  .  X = Aچگال باشد یعنیX وجود داشته باشد که در Aمانند  Xمجموعه شمارش پذیر از 

  .در نظر می گیریم  Yبتوي  Xرا فضاي تمام تبدیل هاي خطی کراندار از  B(X,Y)از اینجا به بعد 

یک تبدیل خطی باشد ، عبارات زیر معادل  → Y A:Xفضاهاي نرمدار باشند و Yو Xاگر :11.  1-1قضیه 

  :خواهند بود

  . B(X,Y) A ϵ)الف 

  .پیوسته است  0در نقطه  A) ب 

  .در نقطه اي پیوسته است  A) پ 

  . ∋ X xبراي هر‖x‖  C  ≤ ‖Ax‖وجود دارد بطوریکه  C  مانندثابتی ) ت 

  ∥A∥=sup{∥Ax∥:∥x∥≤1} و   A∊B(X,Y)اگر

 ∥ A∥=sup{∥Ax∥:∥x ∥=1} آنگاه
                                              =sup { ∥  ∥∥ ∥  : x≠∘} =inf {c>∘∶ ∥   ∥ ≤ c  ∥ x ∥  , ∀ x ∈  یک فضاي نرمدار خواهد شد اگر ، جمع و ضرب اسکالر به صورت B (X,Y)می نامیم و  Aرا نرم ‖A‖                  ([4] ) .     :اثبات                 { 



۵ 
 

  .یک فضاي  با ناخ باشد  Yیک فضاي با ناخ است اگر ، B (X,Y)نقطه اي تعریف شده باشد ، 

  هستند در این صورت   هیلبرتفضاهاي Y و X باشد که در آن ∋ B (X,Y)  A اگر   : 12.  1- 1تعریف

ر یدر شرط ز ∋Y yو هر ∋ X xوجود دارد بطوریکه به ازاء هر B (X,Y)در  ∗Aعملگر منحصر به فرد 
  〉 A x , y 〉 = 〈 x , A* y 〉  :صدق کند 

  .می نامیم  Aرا عملگر الحاقی  ∗Aعملگر 

  .نامیده می شود لد بسته نباشد منیف ماالزارا که X از M زیر فضاي خطی:  13.  1- 1تعریف

یک تابعک  fبوده و  Xیک زیر فضاي خطی نرم دار  Mهر گاه ) .  1با ناخ –هان ( :  14.  1-1قضیه

 طوري توسیع داد که Xهب fرا می توان به یک تابعک خطی کراندار مانند  fباشد ، آنگاه  Mخطی کراندار بر

 ‖f‖  =‖F‖ .  

  . ) 16.  5، قضیه  104، صفحه [9] (رجوع کنید به : اثبات 

  :با ناخ را ذکر می کنیم  –حال دو نتیجه مهم از قضیه هان 

  xدر ایـن صـورت   .   X ∈ x بـوده و X یک زیر فضاي خطی نرمـدار  Mفرض کنیم :  15.  1-1نتیجه 

موجود باشد به طوري کـه بـه   X بر  fاست اگرو فقط اگر یک تابعک خطی کراندار مانند  Mاز   Mدربست 
  . ο  f ≠  (  x )ولی M x ∈  ،f ( x ) = οازاي هر 

، یک تابعک خطی کراندار   ο ≠ xو   X ∈ xیک فضاي خطی نرم دار بوده وXاگر : 16.  1-1نتیجه 

  . x ‖ =( x  ) f‖وجود دارد بطوریکه  1با نرم  Xبر fمانند 

  باشد ، آنگاهX یک منیفلد خطی از  Mیک فضاي نرمدار بوده وXاگر  :17.  1-1قضیه 

cl M ≡ ∩ {     ∶  ∈  ∗, ⊆ ker  } 



۶ 
 

  . ) 13-6، قضیه  81، صفحه [4]  (رجوع کنید به  :اثبات 

چگال است  XدرM باشد ، آنگاه X یک منیفلد خطی در Mیک فضاي نرمدار و  Xاگر:  18.  1-1نتیجه 

  .را صفر می کند تابعک خطی صفر باشد  M که  Xاگر وتنها اگر تنها تابعک خطی کراندار روي

را یک جبر با ناخ می نامیم هر گاه این جبر داراي یک نرم باشد که این  Cروي  Xجبر:  19.  1-1تعریف 
  نرم یک فضاي با ناخ به وجود می آورد و در شرایط زیر صدق می کند

 .x , y ∈  ∘ ∀                ‖y‖  ‖x‖ ≤ ‖xy‖  

 T – λIاست بطوریکه  λمجموعه اي از اسکالر هاي  Tطیف  ∋ B (X) Tفرض کنید  :20.  1- 1تعریف 

  .نمایش می دهیم  σ(T)را با نماد   Tطیف . معکوس پذیر نیست 

  :توجه کنید که 

 (T) σ∈ λ  اگر و فقط اگر در یکی از شرایط زیر برقرار باشد:  

  .نباشد X تمام T – λΙ برد ) الف 

  .یک به یک نباشد  T – λΙ) ب 

 ker(T-λΙ)می نامیم و متناظر با آن  Tرا یک مشخصه براي  λبرقرار باشد ، ) ب(توجه کنید که اگر شرط 
 Tیک بردار مشخصه از  ker (T-λΙ)بردار مخالف صفر .می نامیم  λرا یک فضاي مقدار مشخصه وابسته به 

  .نامیده می شود 

 B (X)، توپولوژي تعریف شده روي  (SoT)توپولوژي عملگرهاي قوي  ازمنظور:  21.  1- 1تعریف 

∋h : {ياي از نیم نرم هااست ، که توسط خانواده     { P   که در آن(T)=Th P   است به وجود می آیند
=  :به صورت زیر تعریف می شود  در این توپولوژي U مجموعه هاي باز مانند .   ( ∘ ,   ;   ,  , … ,   ) = {  ∈  ( ): ∥ ( −  ∘)  ∥<  ,∀ = 1,2, … , }     
  



٧ 
 

 .هستند  Xبردار در  f1  ،Nو f2 و. . .و  fاست و  B (X)یک عملگر در  Vοو  ο > εجاییکه 

. باشد  Hیک پایه متعامد براي { e}یک فضاي هیلبرت تفکیک پذیر و Hفرض کنید :  22.  1- 1تعریف

را به مضربی از بردار   eهر بردار  Tمی نامیم هر گاه  Hزندار روي ورا یک عملگر انتقال  Tعملگر   e  1 ببرد و به عبارت دیگر براي هرn  یک مقدار مختلطw  موجود باشد که  

.  e  1 w  = Te  

زندار یک جانبه می نامیم اما اگر ورا یک عملگر انتقال  Tروي اعداد صحیح و نا منفی باشد  nاگر اندیس 
n  هر عدد صحیح باشد در این صورتT  زندار دو جانبه می نامیم ورا یک عملگر انتقالی.  

⊗ باشند ، آنگاه  Hدو بردار در  hو  gاگر :  23.  1- 1تعریف ℎ  نشان دهنده رتبه یک عملگر رويH 

⊗   .است که به صورت زیر تعریف می شود  ℎ( ) = 〈 ,ℎ 〉  .                                                       

⊗ )   بنابرین ℎ) =∨ ⊗ )ker  :باشد همچنین داریم   h=0مگر اینکه { } ℎ) = {ℎ} .                                                          

فشرده است  Aگوییم . خطی باشد  F → A : Eفضاهاي نرم شده و Fو  Eفرض کنید :  24.  1-1تعریف

∞، اگر به ازاي هر دنباله ي کراندار
1 {x }  درE دنباله ي∞

1 {Ax }     داراي یک زیـر دنبالـه ي همگـرا درF 

  .باشد 

موجـود بـود ، بـه     Eدر { x}الزاما کراندار است ، زیرا اگر چنین نبود ، دنباله ي کرانـدار   Aعملگر فشرده 
توجـه کنیـد کـه    . یک زیر دنباله همگرا داشته باشد { Ax} و در این صورت  ‖ Ax‖ → ∞گونه اي که

  .نمایش داده می شود   Bο  =( H ) Bοبا  Hمجموعه تمام عملگرهاي فشرده روي 

بسـته وداراي بعـد متنـاهی     Tمـی نـامیم اگـر بـرد     1را فرد هلمBروي Tعملگر کراندار : 1-25.1تعریف 

 .اشدوهسته نیز بعد متناهی داشته باشدب
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____________________________________________________ 
1. Fredholm  

∋λ . 1طیف اصلی :1-26.1  تعریف فردهلم یک عملگر  T-λرا طیف اصلی نامیم هرگاه ، ¢
  .نباشد

هرگاه  نامیم رافضاي محدب موضعی می Xفضاي برداري توپولوژیکی :  27. 1- 1تعریف
∩  : باشد به قسمی که Pتوپولوژي تعرف شده روي آن توسط خانواده اي از شبه نرم هاي  { : ( ) =∘} =∘.                                            

یک فضاي فرچت است اگرو تنها اگر در سه  Xیکفضاي برداري توپولوژ  : 1-28.1تعریف 
  .شرط زیر صدق کند

  .کامل باشد )  1

  .محدب باشد  ضعاًمو)  2

یعنـی   .بـه وجـود آیـد    القـاء شـده  ي آن بتواند بوسیله یک انتقال پایـاي متریـک   ژتوپولو)  3
× d:Xیک متري  →R  به طوریکه:  

                               d(x , y)=d(x+a , y+a)    ,    ∀ ,  , ∈   

  .که نسبت به یک انتقال پایا متریک کامل باشد است محدبی موضعاً يفضا ،فرچت يبه طور خلاصه فضا

  

  
  

__________________________ 
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1.Essential Spectrum 

  اشمیت –عملگرهاي هیلبرت    1-2

و برخی از . اثر رده می پردازیم اشمیت و عملگرهاي  –در این بخش به معرفی عملگرهاي هیلبرت 
  :ابتدا به قضیه زیر توجه کنید . می دهیم خواص آنها را مورد بررسی قرار 

پایه  { f}و  { e}یک فضاي هیلبرت تفکیک پذیر و مختلط باشد اگر  Hفرض کنید :  1. 2-1قضیه 

  باشد آنگاه ∋ B(H) Aبوده و  Hهاي متعامدیکه براي 

                        . |2 〉 f   ,  ∑ ∑ |〈Ae     =∑ ‖A∗f ‖2   =∑ ‖Ae ‖2                                

توجه کنید که حکم مطرح شده در این قضیه به این معنی است که هر کدام از این مجموع هاي نامتناهی (
  .)با هم برابر خواهند بود همگراست اگر و تنها اگر تمام آنها همگرا باشد ، در چنین حالتی هر سه مجموع 

  :داریم  nهر  ال ، برايوبا استفاده از تساوي پارس :ثبات ا

                                           |2 〉 f  و∑ |〈Ae   =‖Ae ‖2  

 ،  mاز طرفی براي هر 

|2 〉 f  A∗ و ∑ |〈e  = ‖ ∗f ‖2  

  . بت شده است  بنابراین حکم ثا

        : باشد ، تعریف می کنیم  Hیک پایه متعامد براي { e} و  ∋ B(H) Aاگر :  2.  2- 1تعریف 

                                                    ∑ ‖Ae ‖2∞  1  1
2 =‖A‖2   
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ــه ) 1.  2-1(از قضــیه  ــی شــود ک ــه انتخــابی اســت     2‖ · ‖  نتیجــه م ــابراین خــوش . مســتقل از پای بن

ــت  ــف اس ــه . تعری ــد ،  A‖2‖ > ∞در صــورتی ک ــرت  Aباش ــامیم   –را عملگــر هیلب ــی ن . اشــمیت م

   .نشان می دهیم B2= B2 (H) اشمیت را با –مجموعه تشکیل شده از همه عملگرهاي هیلبرت 

  :  3. 2- 1گزاره 

  . ‖A‖2 ≤ ‖A‖، آنگاه  ∋ B(H) Aاگر ) الف

  .است  B2یک نرم بر  2‖  · ‖) ب

  .است  B (H)یک ایده آل در B2  (H)) ج

پس . باشد  e  =e1و Hیک پایه متعامد براي  { e}، فرض می کنیم  ‖e‖= 1و ∋ H eاگر ) الف: (اثبات 

  خواهیم داشت

                                          ‖A‖2
2

   =∑‖Ae ‖2 ≤ ‖Ae‖2  

  :در نتیجه داریم 

                                                     ‖A‖2 ≤  ‖Ae‖  

  .نتیجه می شود ) الف(ها  eریمم بر تمام پ وحال با گرفتن س

 {‖ Be‖}و  {‖ Ae‖}آنگاه.  Hیک پایه متعامد براي  { e}باشند و  Aو  ∋ B2 Bکنید فرض ) ب(

  : و نامساوي شوارتز خواهیم داشت ℓ2حال با استفاده از نامساوي مثلثی براي نرم . هستند  ℓ2متعلق به 

                          ∥  +  ∥  = ∑ ∥    +    ∥   

                        ≤ ∑(∥    ∥ +∥    ∥)   

             =∥  ∥  + 2∑ ∥    ∥ ∥    ∥ +∥  ∥     ≤∥  ∥ + 2(∑ ∥    ∥ )  (∑ ∥    ∥ )  +∥  ∥                  
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                    =∥  ∥  + 2 ∥  ∥ ∥  ∥ +∥  ∥         

                                      =(∥  ∥ +∥  ∥ ) < ∞              

+ بنابرین   ∈ ∥ :وداریم       +  ∥ ≤∥  ∥ +∥  ∥                                                  

∥بقیه شرایط براي نرم بودن    ·   .بدیهی است   ∥

  :باشد آنگاه داریم  Hیک پایه متعامدیکه براي  { e}و  ∋ B(H) T ∈  ،(H) B2 Aفرض کنید  ) ج

                                                ‖Ae ‖2 ‖T‖2  ≤ ‖TAe ‖2  

  بنابراین ،

                                                ∞  <  ‖A‖2  ‖T‖ ≤ ‖TA‖2  

،        ) 1.  2-1(باشــد بــا توجــه بــه قضــیه  ∋ B2 A (H)از طــرف دیگــر اگــر .  ∋ B2 TA (H)در نتیجــه  (H) B2 ∈ A∗  بنابراین . می باشدB2 ∈ A∗ T∗  و در نتیجه(T∗A∗)∗  =AT  درB2   است و این اثبـات

  .را تمام می کند 

  .اشمیت فشرده اند  –عملگرهاي هیلبرت :  4.  2-1قضیه 

ارائـه شـده ثابـت مـی     ) 2.  1-2(همان ها باشند که در تعریف  { e}و دنباله ي  Aفرض کنید که : اثبات 

فشرده است ، به این ترتیب که آن را به صورت یک حد نرم عملگرهاي با رتبه متناهی بیان مـی   Aکنیم که 
∋ k)را به صورت زیر تعریف می کنیم   F →  E  :A     .کنیم  ℕ)                                                       :  

                                           ∑ x Ae    1  = ∑ x e ∞  1   A     

  که در آن ،

)1(                                              X = ∑ x e     


