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به دکتری درجه شرایط از ͳی عنوان به نامه پایان این
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به تقدیم

هستم پدری پرمهر دستان مرهون است، یافته ͳرسان یاری یارای دستانم امروز اگر •

رفت سپیدی به موهایش که او هاست. ͳمهربان سایبان همیشه دستانش بلندای که

بمانم. تاسپیدرو

ͳآسمان دعاهای مدیون بینم ͳم یافته تحقق ͳهست پهنه�ی بر را آرزوهایم امروز اگر •

بخش آرامش دریغش ͳب محبت و راهم بدرقه�ی همیشه نΎرانش نΎاه که هستم مادری

مهر. همه برایم وجودش و بوده رن; همه برایش وجودم که او وهست. بوده زندگیم

و صبر اسوه که او باشد، ͳم زندگیم سار سایه مهربانیش سایه که مهربانم و عزیز همسر •

نمود. تسهیل برایم را مسیر مشلات و بوده تحمل

... عزیزم دختر و •
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ͳقدردان و تشر

پایه�ی بر و خویش مطلق ͳپاک در را ͳهست که است مهربان پروردگار سزاوار ستایش و سپاس

راه وپیمودن اندیشیدن درگرو ͳخوشبخت به نیل که آموخت بشر به و آفرید وعدالت دانش

ͳم کران ͳب سپاس اش مهربانانه های ͳگشای وگره ها یاری نهایت ͳب برابر در را او است.

گویم.

مدت دراین که ͳمولای محمدرضا پروفسور آقای جناب ارجمندم استاد بر پایان ͳب سپاس

و دانم ͳم ایشان زحمات مدیون را خود همواره و بردم بهره ایشان ͳواخلاق ͳعلم محضر از

سپاسΎزارم. ام، ͳعلم رشد مسیر در ارزشمندشان واهتمام ͳراهنمای خاطر به

و ͳابراهیم محمد دکتر آقای هنری، بهمن پروفسور آقای جناب داور اساتید از همچنین

از را اینجانب و داده قرار مطالعه مورد را پایان�نامه این که ͳابراهیم ندا دکتر خانم سرکار

دارم. را سپاسΎزاری و تشر کمال نمودند، بهره�مند خود ارزنده راهنمای�ͳهای

احمدی علیرضا سید

sa.ahmdi@gmail.com
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مقدمه

Έی و برداشته را حساب ماشین Έی است، ساده ͳخیل جواب چیست؟ ͳدینامی «سیستم

کنید. اعمال آن روی مرر به�طور را ͳتابع کلیدهای از ͳی سپس کنید. وارد را دلخواه عدد

« [١۴] است. گسسته ͳدینامی سیستم�های از مثال Έی ترار روش این

توجه باید مطلب این در است. ͳدینامی سیستم�های مبحث با دانشجویان ͳآشنای نحوه این

صورت به را محاسبات نظر مورد حساب ماشین که شده گرفته آن بر فرض که باشیم داشته

را sin کلید و کنیم اختیار حساب ماشین در را ١ عدد اگر مثال عنوان به دهد. انجام دقیق

م�ͳدهد. نشان را صفر عدد حساب ماشین ͳمدت از بعد که دید خواهیم کنیم، اعمال مرراً

ͳمنف جواب که م�ͳدانیم است؟ واق΄ Έی نقطه مدار در صفر عدد که معناست بدان این آیا

شروع حساب ماشین ͳوقت زیرا است روشن امر این دلیل م�ͳافتد؟ اتفاق این چرا پس است،

بنابراین م�ͳدهد. ارائه ͳتقریب به�صورت و کرده گرد را جواب�ها م�ͳکند، مقادیر محاسبه به

عبارت به م�ͳآوریم، بدست را ͳقبل عدد سینوس از ͳتقریب sin دکمه فشار مرحله با هر در ما

از ͳنقاط بله نیست ͳواقع مدار Έی نقاط م�ͳآوریم بدست روش این در ما که ͳنقاط دیΎر

م�ͳباشد. مدار شبه Έی

تشری را سیستم Έی Έدینامی م�ͳتوانند مدارها شبه آیا که م�ͳشود مطرح سؤال این حال

نظریه این یافت. ͳدینامی سیستم�های ͳسایه�زن نظریه در م�ͳتوان را سؤال این جواب کنند؟

Έی با بتوان را آن مدار شبه هر که م�ͳپردازد ͳدینامی سیستم�های از دسته آن ͳبررس به

انواع با طبیعتاً است، مختلف انواع دارای تقریب مفهوم که آنجا از و زد تقریب ͳواقع مدار

و



شد. خواهیم روبرو ͳسایه�زن برای تعاریف از ͳمختلف

سیستم�های مانند خاص�تر ͳدینامی سیستمهای در که ͳسایه�زن از ͳنوع�های بین این در

است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از م�ͳباشد، برقرار ... و هذلولوی ͳدینامی

استاندارد ͳسایه�زن یا و ٢ ͳسایه�زن ، ١ مدار شبه اثرگذاری خاصیت به که ͳسایه�زن نوع اولین

سیستم�های از ͳخاص دسته برای ͳروس ریاضیدان ٣ آنوسوف توسط بار اولین دارد، شهرت

ͳنوع که مفهوم این شد. مطرح آنوسوف وابرریخت�ͳهای نام به دیفرانسیل�پذیر ͳدینامی

باشد، مؤثر م�ͳتواند ͳدینامی سیستم�های شبیه�سازی در م�ͳکند ͳمعرف سیستم در را پایداری

ثابت خطای با نقاط از دنباله Έی رابه�وسیله نقطه Έی حرکت مدار اگر که ͳمعن این به

Έی م�ͳتوان آنΎاه باشد، Έکوچ ͳکاف اندازه به تخمین این در ما خطای و بزنیم تخمین

باشد. Έنزدی مذکور دنباله به دلخواه اندازه به که یافت نظر مورد سیستم در ͳواقع مدار

ارائه را ͳسایه�زن از دیΎری انواع و دادند گسترش را نظریه این زیادی ریاضیدانان آن از بعد

لیپ�شیتز ͳسایه�زن به م�ͳتوان جمله آن از که [۶٢ ،۴٣ ،۴٢ ،٣٩ ،٣۴ ،٢٨ ،١٣] دادند

ͳضریب مدار، با شبه�مدار تقریب خطاهای آن در و شد ͳمعرف ۴ پیلیوگین توسط که کرد اشاره

سیستم�های برای خاصیت این که داد نشان [٣۶] در پیلیوگین م�ͳباشد. مدار شبه خطای از

مفهوم این که دادند نشان ۵ تیخومیروف همراه به [۴۵] در و است برقرار هذلولوی ͳدینامی

م�ͳباشد. پایداری هم�ارز

زمان طول در بحث مورد خطاهای آن در که است ͳسایه�زن انواع از دیΎر ͳی حدی ͳسایه�زن

١pseudo orbit tracing property

٢shadowing

٣Anosov

۴Pilyugin

۵Tikhomirov

ز



نیز خاصیت این که کردند ثابت [١۵] در ٢ نوانلیا و ١ ایرولا پیلیوگین، م�ͳکند. میل صفر به

است. برقرار هذلولوی مجموعه�های حول

،٢١] نم�ͳپردازیم آنها به اینجا در ما که است شده مطرح ͳسایه�زن از زیادی متنوع تعاریف

خطاها آن در که م�ͳدهیم ارائه را ͳسایه�زن از ͳنوع پایان�نامه این در .[۵۵ ،۵٨ ،۵٧ ،٢٢

است. زمان به وابسته نیز آن میزان م�ͳکند، میل صفر سمت به ͳنمای سرعت با اینه بر علاوه

برقرار نیم�هذلولوی و هذلولوی ͳدینامی سیستم�های برای خاصیت این که داد خواهیم نشان

که م�ͳدهیم ارائه ͳمثال و م�ͳکنیم ͳبررس -پایداری Ω بحث با آنرا رابطه همچنین و است

است. متمایز سایه�زن�ͳها انواع سایر از ͳسایه�زن نوع این م�ͳدهد نشان

به دارد خود در را سیستم Έدینامی از ͳخواص که کرد خواهیم ͳمعرف را متری شبه ادامه در

بود. خواهد Έتوپولوژی ترایای ، سیستم باشد، صفر با متحد متر شبه این اگر که گونه�ای

خواص با را آنها رابطه و کرده ͳمعرف متریΈفازی فضاهای روی را ͳخواصسایه�زن پایان در

م�ͳکنیم. ͳبررس Έمتری فضاهای روی ͳسایه�زن

١Eirola

٢Nevanlinna

ح



چیده

این که داد خواهیم نشان م�ͳکنیم. ͳمعرف را ͳنمای حدی ͳسایه�زن مفهوم پایان�نامه این در

ͳمعرف را متری شبه همچنین . است برقرار هذلولوی ͳدینامی سیستمهای در خاصیت

روی را ͳسایه�زن انواع ادامه در م�ͳکند. القا سیستم روی را متعددی خواص که کرد خواهیم

م�ͳکنیم. ͳبررس خاص ساختار با ͳسیستمهای

،ͳبازگشت مجموعه ،ͳسایه�زن هذلولوی، مجموعه ،ͳدینامی سیستم کلیدی: کلمات

فازی سیستمهای
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١ فصل

ͳمقدمات قضایای تعاریفو

مقدمه ١.١

ͳریاض مدل�های وجود این با باشد، پیچیده کاملا̈ م�ͳتواند ͳواقع دنیای ͳطبیع پدیده�های

م�ͳگذارد. ما اختیار در مفیدی و ملاحظه قابل پیش�بین�ͳهای اغلب ساده بسیار

و م�ͳباشد پاره�ای و ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دوی هر شامل ͳریاض مدل�های ،ͳسنت طور به

نظریه از ͳاعظم قسمت مقابل در م�ͳدهد. نشان را پیوسته زمان ͳدینامی سیستمهای این�رو از

f نΎاشت ترار با که گسسته زمان ͳدینامی سیستمهای روی ͳدینامی سیستمهای مدرن

است. شده متمرکز م�ͳشود تولید X حالت فضای روی

بودن پیوسته محدودیت بدون اغلب م�ͳتواند ͳدینامی رفتار ساده�تر، ظاهراً صورت با چه اگر

ͳبازگشت نΎاشت از استفاده با م�ͳتوان را زیادی نتای; حالت هر در اما باشد، غن�ͳتر زمان،

حالت به زمان�گسسته حالت از ، ١ تعلیق مفهوم از استفاده با مشابه نΎاشت�های و پواناره

کرد. منتقل بالعس و زمان�پیوسته

١suspension

١



ͳدینامی سیستمهای ͳتعاریفکل ٢.١

نΎاشت از است عبارت X یΈمجموعه روی G �گروه Έی عمل از منظور تعریف١.٢.١.

م�ͳکند صدق زیر خواص در که θ : G×X → X

.θ(g۱g۲, x) = θ(g۱, θ(g۲, x)) ، x ∈ X هر و g۱, g۲ ∈ G هر برای .١

.θ(e, x) = x ، x ∈ X هر و G از e ͳهمان عضو برای .٢

X مجموعه Έی روی G �گروه Έی عمل از ͳدینامی �سیستم Έی .١ تعریف٢.٢.١.

م�ͳشود. حاصل

حاصل X مجموعه Έی روی G نیم�گروه Έی عمل از ͳدینامی سیستم نیم� Έی .٢

م�ͳشود.

نΎاشت g ∈ G هر ازای به و Έتوپولوژی فضای Έی X چنانچه .٣

θg = θ(g, .) : X → X

م�ͳنامند. Έتوپولوژی ͳدینامی سیستم را حاصل ͳدینامی سیستم باشد، پیوسته

نΎاشت g ∈ G هر ازای به و دیفرانسیل�پذیر منیفلد Έی X چنانچه .۴

θg = θ(g, .) : X → X

دیفرانسیل�پذیر ͳدینامی سیستم را حاصل ͳدینامی سیستم باشد، دیفرانسیل�پذیر

م�ͳنامند.

سیستم را حاصل ͳدینامی سیستم باشد، صحی اعداد ͳجمع گروه G = Z اگر .۵

f که است ͳحالت در گسسته ͳدینامی سیستم معمول�ترین م�ͳنامند. گسسته ͳدینامی

٢



.θn = fn = f ◦f ◦ ...◦f باشیم داشته n ∈ Z هر برای و باشد X روی نΎاشت Έی

است. ͳدینامی سیستم Έی (X, f) گوییم حالت این در

سیستم را حاصل ͳدینامی سیستم باشد، ͳحقیق اعداد ͳجمع گروه G = R اگر .۶

م�ͳنامند. پیوسته ͳدینامی

نقطه مدار این�صورت در باشد. ͳدینامی سیستم Έی (X, f) کنید فرض تعریف٣.٢.١.

م�ͳشود تعریف زیر صورت به و م�ͳدهند نشان Of (x) با را f سیستم تحت x ∈ X

Of (x) = {fn(x) : n ∈ Z}.

این�صورت در باشد، Έتوپولوژی ͳدینامی یΈسیستم (X, f) فرضکنید تعریف٢.١.۴.

م�ͳشود تعریف زیر صورت به و دهیم ͳم نشان Fix(f) با را f ثابت نقاط مجموعه .١

Fix(f) = {x ∈ X : f(x) = x}

م�ͳشود تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم نشان Per(f) با را f متناوب نقاط مجموعه .٢

Per(f) = ∪n≥۱{x ∈ X : fn(x) = x}

ͳطبیع اعداد از nk دنباله اگر م�ͳنامند x ∈ X برای -حدی ω یΈنقطه را y ∈ X نقطه .٣

.fnk(x) → y و nk → ∞ باشیم داشته آنΎاه k → ∞ اگر به�طوری�که باشد موجود

دید م�ͳتوان ͳبه�راحت م�ͳدهیم. نشان ω(x) با را x نقطه -حدی ω نقاط تمام مجموعه

که

ω(x) = ∩n∈N∪i≥nf i(x).

٣



م�ͳشود تعریف زیر به�صورت x -حدی α نقاط مجموعه

α(x) = ∩n∈N∪i≥nf−i(x).

ͳطبیع عدد x از U ͳΎهمسای هر برای اگر م�ͳنامند ١ سرگردان غیر را x ∈ X نقطه .۴

سیستم سرگردان غیر نقاط تمام مجموعه .fn(U) ∩ U ̸= ∅ که باشد موجود n ∈ N

است. f تحت پایا و بسته مجموعه�ای که م�ͳدهند نشان Ω(f) با را f ͳدینامی

سرگردان غیر نقطه Έی :١.١ شل

دو هر ازای به اگر م�ͳنامند ٢Έتوپولوژی ترایای را (X, f) ͳدینامی سیستم تعریف٢.١.۵.

.fn(U)∩V ̸= ∅ که یافت چنان را n ∈ N ͳطبیع عدد بتوان V و U مانند ͳناته باز مجموعه

(X, f) ͳدینامی سیستم آنΎاه باشد، فشرده Έمتری یΈفضای X اگر [۶] .۶.٢.١ قضیه

.Of (x) = X که باشد موجود x ∈ X نقطه اگر فقط و اگر است Έتوپولوژی ترایای

هر ازای به اگر م�ͳنامند ٣ Έتوپولوژی آمیخته را (X, f) ͳدینامی سیستم تعریف٧.٢.١.

١nonwandering

٢topologically transitive

٣topologically mixing

۴



هر برای که یافت چنان را N ∈ N ͳطبیع عدد بتوان V و U مانند ͳناته باز مجموعه دو

.fn(U) ∩ V ̸= ∅ باشیم داشته n ≥ N

هر ازای به اگر م�ͳنامند مینیمال را (X, f) ͳتوپولوژی ͳدینامی سیستم تعریف٨.٢.١.

.Of (x) = X باشیم داشته x ∈ X

دراین�صورت توپولوژیΈباشد. ͳدینامی سیستم دو (Y, g) و (X, f) فرضکنید تعریف٩.٢.١.

.ϕ◦f = g◦ϕ هرگاه م�ͳنامند g به f از Έتوپولوژی تزوی; Έی را ϕ : X → Y ͳهمسانریخت

X
f //

ϕ
��

X

ϕ
��

Y g
// Y

باشد، (X, d) Έمتری فضای روی ͳهمسانریخت Έی f کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف

مجموعه�های دراین�صورت

W s(x) = {y ∈ X : d(fn(x), fn(y)) → ۰ , n→ ∞}

و

W u(x) = {y ∈ X : d(f−n(x), f−n(y)) → ۰ , n→ ∞}

ϵ > ۰ هر برای همچنین م�ͳنامند. x نقطه ناپایدار مجموعه�ی و پایدار مجموعه�ی ترتیب به را

مجموعه�های

W s
ϵ (x) = {y ∈ X : d(fn(x), fn(y)) ≤ ϵ ∀n ≥ ۰}

و

W u
ϵ (x) = {y ∈ X : d(f−n(x), f−n(y)) ≤ ϵ ∀n ≥ ۰}

۵



م�ͳنامند. x نقطه ͳموضع ناپایدار مجموعه و ͳموضع پایدار مجموعه ترتیب به را

عدد Έی هرگاه نامند ͳانبساط را (X, f) Έتوپولوژی ͳدینامی سیستم تعریف١١.٢.١.

، d(f i(x), f i(y)) ≤ e باشیم داشته i ∈ Z هر برای اگر به�طوری�که باشد موجود e > ۰

.x = y آنΎاه

باشد، (X, d) Έمتری فضای روی ١ ͳهمسانریخت Έی f کنید فرض .١٢.٢.١ تعریف

توپولوژی که ͳمتری) D سازگار Έمتری اگر م�ͳنامند ٢ -هذلولوی L را f این�صورت در

برقرار زیر شرایط به�طوری�که باشد موجود X دارد)روی d ͳالقای توپولوژی با یسان ͳالقای

باشد:

باشد. ٣ لیپ�شیتز f .١

را δ > ۰ عدد ، ϵ ∈ (۰, ϵ۰) هر برای که گونه�ای به باشد موجود A, ϵ۰ > ۰ اعداد .٢

نقطه Έی شامل W u
ϵ (x,D) ∩W s

ϵ (y,D) آنΎاه ، D(x, y) < δ اگر که یافت بتوان

به�طوری�که باشد α(x, y)

D(α(x, y), x) ≤ AD(x, y) , D(α(x, y), y) ≤ D(x, y).

داشته n ≥ ۰ هر و x ∈ X هر برای به�طوری�که باشد موجود µ, ν ∈ (۰,۱) اعداد .٣

باشیم

D(fn(x), fn(y)) ≤ µnD(x, y) ; y ∈ W s
ν (x,D);

D(f−n(x), f−n(y)) ≤ µnD(x, y) ; y ∈ W u
ν (x,D).

١homeomorphism

٢L-hyperbolic

٣Lipschitz

۶



(X, d) فشرده Έمتری فضای Έی روی ͳهمسانریخت Έی f کنید فرض تعریف١٣.٢.١.

باشد: برقرار زیر شرایط اگر م�ͳنامیم ١ اسمیل فضای Έی را (X, f) این�صورت در باشد.

پیوسته نΎاشت و η مثبت عدد .١

[, ] : {(x, y) ∈ X ×X : d(x, y) < η} → X

بعلاوه و [x, x] = x که باشد موجود

[[x, y], z] = [x, z], [x, [y, z]] = [x, z],

f([x, y]) = [f(x), f(y)].

به�طوری�که باشد موجود ν ∈ (۰,۱) و δ > ۰ اعداد .٢

d(fn(y), fn(z)) ≤ νnd(x, y) ; y, z ∈ V s
δ (x), n > ۰,

d(f−n(y), f−n(z)) ≤ νnd(x, y) ; y, z ∈ V u
δ (x), n > ۰.

آن در که

V s
δ (x) = {u : u = [u, x], d(x, u) < δ},

V s
δ (x) = {v : v = [x, v], d(x, v) < δ}.

نیز و م�ͳباشد W u
δ (x) و W s

δ (x) مشابه V u
δ (x) و V s

δ (x) مجموعه�های که م�ͳکنیم توجه

م�ͳباشد. W u
δ (x) و W s

δ (x) ͳتلاق منحصربفرد نقطه متناظر [x, y]

١Smale space

٧



برای است. اسمیل فضای Έی ،( ١ کامل شیفت (فضای ({۰,۱}Z, σ) .١۴.٢.١ مثال

ببینید. را پیوست در آ�.١.١ مثال بیشتر جزئیات

١full shift space

٨


