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  به نام خدا
  

  اظهارنامه

 

ي ریاضـی گـرایـش جبر دانشـجوي رشتـه ایمان رضازادهاینجانب 

نامه حاصل پژوهش خـودم کنم کـه این پایاني علوم اظهار میدانشکده

شانی دقیق و نام، از منابع دیگران استفاده کرده بوده و در جاهایی کـه

کنـم کـه تحقیق و ام، همچنین اظهارمیرا نوشتهمشخصات کامل آن 

نمایم کـه بـدون مجـوز ام تکـراري نیست و تعهد میموضـوع پایان نامه

یر قرار دانشـگاه دستـاوردهاي آن را منتشر ننموده و یـا در اختیار غ

مطابق با آیین نامه مالکیت فکري و معنوي بدهم، کلیه حقوق این اثـر 
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  سپاسگزاري 

  

  شکر خدا که هرچه طلب کردم از خدا     بر منتهاي همت خود کامران شدم

  .ام نمودسپاس از خداوند منان که با لطف و رحمت بیکرانش در طول تحصیل یاري

 که سمت استاد راهنما را بر عهده داشتند و همچنین اساتید بابک امینیاز جناب آقاي دکتر 

  .نمایمتشکر می مشاور جناب آقاي دکتر ارشاد لنگرودي و دکتر افشین امینی

که نماینده تحصیلات تکمیلی اینجانب  ستاد فرهیخته جناب آقاي دکتر میردهقانهمچنین از ا

  .ال تشکر را دارمرا بر عهده داشتند کم

ي خانواده بزرگوارم شائبههاي بیشکیبایی و محبت همچنین فرصت را غنیمت شمرده و از بابت

ام کردند تا تحصیلاتم را به پایان رسانم، کمال تشکر را هاي همه جانبه خود یاريکه با حمایت

. کران آن را جبران نخواهد کردهاي بیاي از محبتهر چند این تشکر کلامی، گوشه. دارم
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  چکیده

  

  جابجاییآل اول در جبر ایدهاصل 

  

  به کوشش

  ایمان رضازاده

  

هاي معینی در آلایدهدهیم، تا نشان دهیم آل اول ارائه میدر این پایان نامه، ما اصلی را تحت عنوان اصل ایده

راست از بعضی نتایج استاندارد درباره با ارائه این اصل ما به یک بیان یکدست و سر. حلقه جابجایی اول هستند

-یساك، مکرول، کوهن، کاپلانسکی، هرشتاین، آرسیم که این نتایج به کجبر جابجایی می هاي اول درآلایده

-اول ما را قادر می آلایدهتر، طبیعت ساده اصل به طور واضح. شوندد اندرسون و دیگران منتسب می.آدام، د

بدست  "دهدرا نتیجه میبودن، اول بودن ماکسیمال  "نتایج تاکنون ناشناخته زیادي را از سري قضایاي سازد تا

هاي هاي اول، عبارتند از خانوادهلآایدهمفاهیم کلیدي لازم براي پرداختن به چنین مسائلی در مورد . آوریم

همچنین قسمت زیادي از این کار داراي تعبیري بر  .در حلقه جابجایی هاآلایدههاي آکو از اوکا و خانواده

 .باشدهاي دوري میحسب رسته مدول
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  مقدمه

  

  

  .باشدمی ]16[این پایان نامه برگرفته از منبع

 ]10[1ترین نتایج در جبر جابجایی، به عنوان اولین قضیه در کتاب کاپلانسکییکی از اساسی

ها در آلانواع خاصی از ایده کند کهاین قضیه بیان می. ده استذکر ش) 1-1(آمده است، که در

اند، مگر اینکه ها جابجایی و یکدار فرض شدهدر ادامه، همه حلقه.( حلقه جابجایی اول هستند

  . )خلاف آن ذکر شده باشد

یک مجموعه ضربی بسته در  Sکنیم فرض می. ) را ببینید ]1. ، ص10[مرجع( :1-1 قضیه

Iآل هر ایده. باشد Rحلقه  Rا بودن از که نسبت به مجزS  ماکسیمال باشد، اول

  .است

ین نتیجه بلافاصله بعد از ارائه ا .دهدمینسبت  2کاپلانسکی این نتیجه را به کرول

هاي اول بدون آلدر دو قضیه بعدي ما دو روش براي ساختن ایده ":کندکاپلانسکی بیان می

 و هرشتاین 3این قضایا به ترتیب به کوهن ". دهیماستفاده از مجموعه ضربی بسته، ارائه می

  .اندشوند، که در زیر آمدهمربوط می4

بوده که  Rآلی در حلقه ایده I کنیممی فرض. ) را ببینید ]10[مرجع( :2- 1قضیه 

 .اول است Iاه  گآن. نسبت به با تولید متناهی نبودن ماکسیمال باشد

باشدکه بین  Rآلی در حلقه ایده Iکنیم  فرض می Mمدول  R براي :3-1قضیه 

  .آلی اول استایده Iآنگاه . ماکسیمال باشد Mتمام پوچ سازهاي عناصر غیرصفر 

                                         
1 Kaplansky     
2 Krull 
3 Cohen 
4 Herstein   
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ارائه شد، کاپلانسکی همچنین قضیه زیر را به عنوان ) 2- 1(ه براي قضیههمانند بحثی ک

  .دهدنسبت می 1یساكآورده است، که آن را به آ ]8. ، ص10[تمرین در

باشد که نسبت به اصلی نبودن  Rدر حلقه  آلیایده Iکنیم فرض می :4- 1 قضیه

  .اول است Iآنگاه . ماکسیمال باشد

براي )  ]20، 18، 10، 5[به عنوان نمونه( هاي معتبر جبر جابجاییهایی که در کتاباثبات

اند، به طور کلی مشابه هستند، اما هیچ اطلاعاتی در ارایه شده) 4-1(تا) 1-1(قضایايسري 

چنین در متون هم .دهنداینکه این نتایج ممکن است به یکدیگر مرتبط باشند به ما نمیمورد 

که ( ارائه شده است 2"دهدماکسیمال بودن، اول بودن را نتیجه می "از دیگر نتایج گوناگونی

اما باز هم به نظر ). آمده است ]10[هاي کتاب کاپلانسکیبعضی از آنها براي نمونه در تمرین

، زیرا هیچ الگوي خاصی در شان دارنداثباتیک از این نتایج نیاز به یک بازبینی در  رسد هرمی

  .شودآنها مشاهده نمی اثبات چارچوب

، کندکنیم که بیان میمعرفی می 3آل اولنامه ما اصلی را تحت عنوان اصل ایدهدر این پایان

آل که نسبت به قرار هر ایده )جابجایی( ها در یک حلقهآلهایی مناسب از ایدهبراي خانواده

را در ) 4-1( تا) 1-1( این اصل فقط نتایج. آلی اول استنگرفتن در آنها ماکسیمال باشد، ایده

هاي دیگر نویسندگان از آنها آگاهیم، گیرد، بلکه براي تمام نتایج از این نوع که در نوشتهبر نمی

حداقل تلاش  تا با سازدا را قادر میتر، طبیعت ساده این اصل مبه طور واضح. کاربرد دارد

به ) و ماکسیمال (هاي اولآلکنون ناشناخته بسیاري را در مورد وجود ایدهممکن، نتایج تا

  .همراه کاربردشان بدست آوریم

 از 4عبارت است از خانواده اوکا ،سازدممکن میبراي ما مفهوم کلیدي که این امر را 

توان به انواده اوکا را میایده یک خ. معرفی شده است) 1-2( درها در یک حلقه که آلایده 

در مورد قضیه کارتان  5اوکا .از سري مقالات طولانی ك "VIIIشماره "اي مهم در مقالهنتیجه

منتشر شده است،  1951در سال هاي مختلط چندگانه که حدودا از توابع تحلیلی با متغیر

هاي آلاي در مورد ایدهبه خوبی به عنوان نتیجه ]209. ، ص22[از اوکا در 2نتیجه  .نسبت داد

                                         
1 Isaacs 
2. Maximal implies prime 
3. Prime ideal principle 
4. Oka  
5. K. Oka 
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هایی از توابع مختلط چندگانه بیان شده است، مخفی شده با تولید متناهی که فقط براي حلقه

ظاهرا براي اولین بار  ،هاي جایجاییاز نتیجه اوکا در حالت کلی براي حلقهیک بیان روشن . بود

ی را اثباتبا استفاده از این نتیجه، ناگاتا . آمده است] 20[ناگاتا "هاي موضعیحلقه "در کتاب

هاي آلدهد که یک حلقه جابجایی نوتري است اگر ایدهارائه می] 2، قضیه3[براي قضیه کوهن

) 1- 2( تعریف ما از یک خانواده اوکا در]. )4.3(، 20[اول آن همگی با تولید متناهی باشند

 1ما مفهومی را تحت عنوان خانواده آکو) 2-2( در. است هام گرفته شدهلمستقیما از بیان ناگاتا ا

براي هر دو نوع از این . باشدکنیم که بسیار مرتبط با خانواده اوکا میها معرفی میآلاز ایده

اثبات شده است و یک متمم مفید براي این اصل  آل اول بیان واصل ایده) 4-2( ها درخانواده

، وابستگی منطقی بین مفاهیم ) 8-2( همراه با نتیجه بنیادي هااین. ارائه شده است) 7-2(در

-را تشکیل می نامهدهد، که پایه و اساس این پایانرا توضیح می) و انواع قویتر آنها( اوکا و آکو

  .دهد

براي بدست آوردن تمام نتایج شناخته  را آل اولابتدا ما کاربردهایی از اصل ایده 3فصل در 

یک واقعیت نسبتا جالب  .دهیمارائه می "دهددن، اول بودن را نتیجه میماکسیمال بو "شده که

 اول هايآلبراي ایده 2اندرسون. د.که در اینجا مشاهده خواهیم کرد، این است که قضیه د

موارد جدید دیگري از کاربردهاي . آل اول خواهد شدحالت خاصی از اصل ایده] 1[مینیمال در

براي نمونه با کار کردن روي یک خانواده اوکا . خواهد آمد صلفاین اصل در قسمت دوم این 

هاي ماکسیمال در یک حلقه جابجایی دلخواه لآجدید مناسب، شرایط کافی زیر را براي ایده

   ) :را ببینید) 21-3(و) 22-3(،) 23-3(بترتیب، (  بدست خواهیم آورد

آلی ماکسیمال باشد، ایدهآلی که نسبت به جمعوند مستقیم نبودن ماکسیمال ایده )1(

 است؛

 آلی ماکسیمال است؛ان نبودن ماکسیمال باشد، ایدهآلی که نسبت به خودتوایده )2(

2 نسبت به خاصیتکه  Mآلی مانند ایده )3( ...M M   ،آلیایدهماکسیمال باشد 

 .ماکسیمال است

                                         
1 Ako  
2 D.D. Anderson 
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) کنیمفرض می )c RM مدولهاي دوري روي حلقه 1نماد رسته R 4فصل هاي در . باشد 

هایی ازو زیر رسته Rها در حلقه آلایدههایی از بعد از قرار دادن یک تناظر بین خانواده ،5و 

( )c RM معرفی کردیم را بازبینی  2فصل که در ها آلهایی از ایده، بسیاري از انواع خانواده  

نکته  .دهیمها ارائه میبراي شرایط تعریف شده براي این خانواده ايرستهکنیم و تعبیري می

)اي از با زیر رسته Rها در آلقابل توجه این است که یک خانواده اوکا از ایده )c RM که "

هاي هاي اوکا، نمونهاز خانواده ايبا این دید رسته. باشداظر میمتن ٢"تحت توسیع بسته است

)هایی از کنیم، متناظر با زیررستهبررسی می 3فصل ها که در ادي از این خانوادهزی )c RM 

براي نمونه خانواده . ها به  وضوح تحت توسیع بسته هستنددیدگاه نظریه مدول باشند که ازمی

هاي دوري با نمایش متناهی متناظر با رسته مدول Rهاي با تولید متناهی در آلاوکا از ایده

هاي دوري پروژکتیو متناظر با رسته مدول Rهاي مستقیم در است و خانواده اوکا از جمعوند

هاي دیگري از طرف دیگر، مثال. توان ارائه دادهاي دیگري نیز میاست و به همین ترتیب مثال

)هاي رستهزیراز  )c RM دانیم تحت توسیع بسته هستند، ما را به به خوبی می) از قبل(  که

 !کنندهدایت می Rهاي اوکا در نوادهلب بیشتري از خاهاي جامثال

Iنامه، ما نماد در سراسر این پایان R  را  براي نشان دادن اینکهI آلی از حلقهایده )

Iهمچنین  .بریماست، به کار می R) جابجایی Jآل ، یعنی ایدهI  به طور محض در

,....هاي مجموعهبراي زیر .قرار دارد Jآل ایده ,R J I توسط اجتماع آل تولید شده ایده

)آنها را با  , ,...)I J براي نمونه اگر . دهیمنمایش میa R و,I J R  داریم ،

( , )I J I J  و( , )I a I a   .  برايI R وA R ما ،( : )I A  را به

}صورت  : }r R rA I  نماد . کنیمتعریف می( )Spec R و( )Max R  به طور

  .باشدمی Rآل ماکسیمال از حلقهآل اول و طیف ایدهمعمول به ترتیب نمایانگر طیف ایده

R شد کهبا Rها در آلایدهخانواده از یک  Fکنیم فرض می F گوییم. باشد  

)1( F  هراست اگر براي  3فیلتر نیمیک,I J Rکه ،I J وJ F نتیجه دهد ،

I F؛ 

                                         
1 Category  
2 Closed under extension 
3 Semifilter   
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)2 (F  و اگر  فیلتر است اگر یک نیم فیلتر باشدیک,A B F آنگاهA B F؛ و 

)3( F  اگر ، است 1دالیمونوییک,A B F نتیجه دهدAB F؛ یعنی F  یک

  .تحت ضرب است ،Rهايآلایدهزیرمونویید از مونویید تمام 

Fما  متمم را براي نمایش F  هایی از آلایدهکه شامل تمامی ( گیریمنظر میدرR  است

)و) تعلق ندارند Fبه که  )Max F  را براي مجموعه عناصر ماکسیمالF  بریمبه کار می )

Fگوییم ). هاآلایدهنسبت به رابطه ترتیب جزئی شمول   یکMPاگراست  2خانواده

( ) ( )Max F Spec R  . دارد که، آل اول به سادگی بیان میایدهبا این نمادگذاري، اصل

F ،)در هر حلقه( Fبراي هر خانواده اوکا یا آکو مانند  یکMPخانواده است. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                         
1 Monoidal  
2 Maximal implies prime 
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 آل اولایدهها و اصل آلهایی از ایدهخانواده

  

  

  .کنیمنامه به آنها نیاز داریم، شروع میرا با دو تعریف مهم که در این پایان فصلاین 

Rهمراه با  Rدر حلقه  Fآل ایدهخانواده  :1-2 تعریف F را ،  

a هر وکا گوییم، هرگاه برايیک خانواده ا )الف R وI R اگر( : )I a F  و

( , )I a F،  آنگاه داشته باشیمI F.  

I, هر ه طور قوي اوکا گوییم، هرگاه برايیک خانواده ب) ب A R  اگر( : )I A F  و

( , )I A F آنگاه داشته باشیم ،I F.  

Rهمراه با  Rدر حلقه  F آلایدهخانواده  :2-2 تعریف F  ،را  

a,هر هرگاه براي  ،آکو گوییم یک خانواده) الف b R  وI R اگر( , )I a F  و

( , )I b F آنگاه داشته باشیم ،( , )I ab F.  

aهرگاه براي  ،به طور قوي آکو گوییم یک خانواده) ب R  و,I B R اگر

( , )I a F  و( , )I B F آنگاه داشته باشیم ،( , )I aB F.  

 .باشندواضح و بدیهی می) 2-2(و) 1-2(روابط زیر بین تعاریف ارائه شده در

  : 3-2گزاره 

اصلی باشد  آلایدهحلقه  Rر اي اوکا است، و اگیک خانواده به طور قوي اوکا، خانواده )1

 .برقرار است عکس آن نیز

آل اصلی باشد، ایدهحلقه  Rآکو است، و اگر ايخانواده قوي آکو،یک خانواده به طور  )2

  .برقرار است عکس آن نیز
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ذکر شده در تعاریف بالا  Aآل ، ایدهقسمت عکس در موارد بالا کافیست برهانبراي . برهان

A را به صورت a    وB b    ،در نظر بگیریم، آنگاه داریم

( , ) ( , ) , ( : ) ( : )I aB I ab I A I a   و( , ) ( , )I A I a.     

  .کنیمخانواده اوکا و آکو در اینجا ما نتیجه کلی زیر را بیان میبا استفاده از مفاهیم 

Fیک خانواده اوکا یا یک خانواده آکو باشد، آنگاه  Fاگر  :4-2اول  آلایدهاصل   یک

MP خانواده است؛ یعنی( ) ( )Max F Spec R .  

)کنیم فرض می. برهان )I Max F   وI چون . اول نباشدI R پس وجود دارد ،

,a b I ه کبقسمیab I.   

) چون. یک خانواده اوکا باشد Fفرض کنید ) الف , )a I a  پس( , )I I a  و چون

( : )b I a  داریم( : )I I a . حال از طرفی چون( )I Max F   پس

( , ),( : )I a I a F  در صورتی کهI F که این تناقض با فرض اوکا بودن ،F است.  

) چون .یک خانواده آکو باشد Fفرض کنید ) ب , )b I b  پس( , )I I b،  همچنین

)از قسمت قبل داشتیم  , )I I a.  حال از طرفی چون( )I Max F  پس 

( , ),( , )I a I b F  .اما از آنجا کهab I  داریم( , )I ab I F  که این با فرض آکو ،

  .  در تناقض است Fبودن 

کنیم براي نمونه، فرض می. در حالت کلی برقرار نیست) 4- 2(عکس قضیه :5-2نکته 

( ,( ))R  و 1یک حلقه ارزیاب مجزا باشد{( ) : 1,4}iF i  . آنگاه

4{(0) , ( ) , ( ) }F     یکMP خانواده است، زیرا

'( ) {( )} ( )Max F Spec R  . اماF  یک خانواده اوکا نیست، چون

4: ( )I F   در صورتی که
2 2 2( : ) ( , ) ( )I I F    .  

یک خانواده آکو هم نیست، زیرا  Fهمچنین 
2 2 4 4( : . ) ( , ) ( )I I F       در

که صورتی
2 2( , ) ( )I F  .  

  .لم زیر در ادامه این بحث مورد نیاز است

                                         
1 Discrete valuation ring 
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با  Fآل در ایدهکه هر بوده بقسمی Rها در آلایدهاي از خانواده F کنید فرض  :6-2لم 

Fدر  هاآلایدهآنگاه هر زنجیر صعودي از . تولید متناهی باشد   داراي کران بالایی درF  

  .است

}کنیم فرض می. برهان }S T   ها در آلایدهیک زنجیر دلخواه ازF  نشان . باشد

Tدهیم می

  یک کران بالا درF  برايS دهیم ابتدا نشان می. باشدمیT


  یک

x,کنیم می فرض. آل استایده y T


 1، پس 2,    وجود دارد بقسمیکه

1
x T  و

2
y T . چونS  یک زنجیر است پس یا

1 2
T T   یا

2 1
T T   . بدون

کنیم اینکه از کلیت برهان کاسته شود فرض می
2 1

T T  پس ،
1

,x y T  و از آنجاکه

1
T  آل است داریم ایدهیک

1
x y T  تیجه و در نx y T



  . از طرفی براي هر

r R  داریم
1

r x T T 


    . حال کافیست نشان دهیمT

  عضوي ازF  

Tکنیم فرض می. است

  عضوي ازF  1باشد، پس , ... , nT x x



    که

iix T  براي برخیi  . چونS  1,2}یک زنجیر است,..., }k n  وجود دارد

بقسمیکه 
i k

T T   براي تمامi 1پس . ها , ... ,
knx x T  و در نتیجه

1 , ... ,
knT x x T T  

  

      و از آن داریم ،
k

T T 


 که این ،

تناقض است، زیرا 
k

T F
 که در صورتیT F



.    

- 2(زیر آمده است که یک متمم براي هاي اوکا و آکو دریک بیان کلی دیگر در مورد خانواده

کند که تحت یک فرض زنجیري در حالت خاص، این متمم بیان می. شودمحسوب می )4

Fمناسب روي   اي رفتار خاصی باشند، آنگاه تمام ایدههاي اول از یک حلقه دارآلایده، اگر -

  .باشندهاي آن نیز همان رفتار را دارا میآل

فرض  .باشد Rیک خانواده اوکا یا آکو در  F کنید فرض :7-2ل اول آمتمم اصل ایده

Fها در آلهر زنجیر ناتهی از ایده کنید  )داراي یک کران بالا در ) نسبت به رابطه شمولF  
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هاي آن با تولید متناهی آلایدهکه تمام  Fبه عنوان نمونه، این شرایط براي خانواده .( باشد

    ) .است، صادق است

 0Fآل اول در ایدهاگر هر . باشد Rها در آلایدهنیم فیلتر از  یک 0Fفرض کنید ) 1(

0Fباشد، آنگاه  Fبه متعلق  F.  

Jفرض کنید ) 2( R . شامل ) به طور محض( هاي اول کهآلایدهاگر تمامJ  هستند در

F  شامل) به طور محض( که یهایآلایدهقرار داشته باشند، آنگاه تمام J  هستند درF  قرار

  .دارند

نیز در  Rي هاآلایدهباشند، آنگاه تمام  F، متعلق به R هاي اولآلیدهاگر تمام ا) 3(    

F گیرندقرار می.  

0Fفرض کنید )  1( .برهان F . آلی مانند ایدهپسI  وجود دارد بقسمیکه

0 \I F F  و این یعنیI F  . حال مجموعه{ : }J F I J     را در نظر

} کنید فرض. گیریممی }S J  یک زنجیر دلخواه در  باشد، که به وضوح زنجیري

Fدلخواه در   طبق فرض مسئله براي . باشدنیز میF  زنجیر ،S  0داراي کرانی بالا مانندJ 

Fدر   از آنجاکه به ازاي هر . باشدمیJ S  0، داریمI J J  0، پسJ  . پس

 طبق لم زرن . باشدداراي کرانی بالا در آن می بنابر آنچه گفته شد هر زنجیر دلخواه در 

Iباشد که می Pداراي عضوي ماکسیمال مانند  P .دهیم حال نشان می

( )P Max F  . فرض کنیدP Q F   . چونI P Q  پس ،Q   که این

)تا اینجا داریم . در تناقض است در  Pبا فرض ماکسیمال بودن  )I P Max F   ،

0Pیک نیم فیلتر است پس  0Fحال چون  F .ز آنجا که اما اF  یک خانواده اوکا یا آکو

)است و  )P Max F  گیریم نتیجه میPپس طبق فرض . است اول آلی، ایدهP F ،

Pکه این تناقض با  F  است.    

)2 (0F هايآلرا خانواده تمام ایده )ل شام) به طور محضJ 0. گیریمدر نظر میF  به

  .  بقیه اثبات بدیهی است) 1(حال با استفاده از قسمت. وضوح یک نیم فیلتر است


