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چ΋یده:

بنیادی جبرهای به باناخ جبرهای از ͳخواص تعمیم

ͳمیانده ͳاسلام زهرا

است. ͳضرب موضعا بنیادی جبرهای برای “ زلازکو ـ خان ، گلسن قضیه ” تعمیم ما هدف نامه، پایان این در
دهیم.سپس ͳم قرار مطالعه مورد را ͳضرب موضعا بنیادی ͳ΋توپولوژی جبرهای دوگان فضای ابتدا منظور، این برای
ͳفشردگ موضعا ͳبررس با و آوریم. ͳم بدست جبرها این روی ،ͳضرب ͳخط و ͳخط های Έتابع برای را ͳنتایج

رسانیم.. ͳم اتمام به را نامه پایان این ͳضرب موضعا بنیادی جبرهای از حامل فضای

واژه: کلید
. حامل فضای ، ͳضرب موضعا بنیادی ͳ΋توپولوژی جبرهای ، ͳضرب و ͳخط های Έتابع

ث



Abstract:

An extetion of some poropertise of Banach algebras to fun-
damental algebras

Zahra Eslami Miandehi

In this dissertation, we aim to extend the “Gleason, Kahane - Zelazko Theorem”
for fundamental locally multiplicative topological algebras. To achieve this, we study
the dual space of fundamental locally multiplicative topological algebras and prove
some resulte for linear and multiplicative linear functionals on these algebras. An
investigation on locally compactness of the carrier space of fundamental locally mul-
tiplicative topological algebras is the last part of this dissertation.

Key words:
Multiplicative linear functionals , fundamental locally multiplicative topological alge-
bras , carrier space.
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پیشΎفتار: J

ها چندجمله�ای� خانواده م�ͳباشد. �ها چند�جمله�ای تجزیه به مربوط بحث ریاضیات در مهم مسائل از ͳ΋ی

اولین برای دادند. توسی΄ جبرها به را تجزیه و داده قرار فراتر را پا ریاض�ͳدانان بنابراین م�ͳدهند جبر Έی تش΋یل

تجزیه ͳشرایط تحت هستند کامل و نرمدار که ͳ΋توپولوژی جبرهای اعضای داد نشان ١٩۵٩ سال در کهن بار

تجزیه قضیه کهن کار از گرفتن الهام با دانان ͳریاض سایر سپس شد. معروف کهن تجزیه قضیه به که م�ͳشوند،

گرفتند. نتیجه ͳ΋توپولوژی جبرهای سایر در را

سال است.در برقرار تجزیه قضیه داد نشان شرایط همان تحت کراندار موضعاً ͳ΋توپولوژی جبرهای برای زلازکو

قبل شرایط مشابه ͳشرایط تحت محدب موضعاً و کامل مترپذیر، جبرهای برای را تجزیه قضیه دی΋سون ١٩٨١

گرفت. نتیجه

سال در خیر. یا است برقرار تجزیه قضیه محدب،لزوماً موضعاً شرط حذف با آیا که شد مطرح سوال این ادامه در

تجزیه قضیه محدب، موضعاً شرط حذف با که داد نشان ”بنیادی” جدید مفهوم ارائه با انصاری دکتر ١٩٩٠

به هستند. کراندار موضعاً و محدب موضعاً جبرهای یافته تعمیم بنیادی جبرهای حقیقت در است. برقرار همچنان

م�ͳباشد.جبرهای بنیادی نیز کراندار موضعاً جبر هر همچنین و است بنیادی محدب، موضعاً جبر هر دیΎر عبارت

نیستند. محدب موضعاً و کراندار موضعاً که دارند وجود هم بنیادی

بنیادی جبرهای به باناخ جبرهای از دیΎری قضایای چه تجزیه قضیه بر علاوه که شد مطرح مهم سوال این بعد

بخش سه شامل و است [۶] اساس بر نامه پایان این م�ͳدهد. تش΋یل را نامه پایان این عنوان که است تعمیم قابل

است. موردنیاز بعدی فصل�های در که م�ͳپردازیم ͳمقدمات قضایای و تعاریف به اول فصل در م�ͳباشد.

باناخ جبرهای از ͳنتایج و م�ͳدهیم ارائه را بنیادی جبرهای مفهوم اول بخش در که است بخش سه شامل دوم فصل

موضعاً بنیادی جبرهای بین روابط دوم بخش م�ͳکنیم.در اثبات و بیان را داده�ایم تعمیم بنیادی جبرهای به که را

ͳ΋توپولوژی جبر هر م�ͳکنیم ثابت و م�ͳدهیم قرار مطالعه مورد را کراندار موضعاً ͳ΋توپولوژی جبرهای و ͳضرب

موضعاً بنیادی یΈجبر لزوما م�ͳدهیم نشان یΈمثال آوردن است.با ͳضرب موضعاً بنیادی یΈجبر کراندار موضعاً

موضعاً بنیادی جبرهای دوگان فضای از ͳفضای زیر روی نرم Έی سه، بخش نیست.در کراندار موضعاً ،ͳضرب

م�ͳکنیم. ͳمعرف ͳضرب

بنیادی جبرهای برای م�ͳتوان را ͳنمای نΎاشت م�ͳدهیم نشان اول بخش در که است بخش دو شامل سوم فصل



٢

قضیه تعمیم است نامه پایان این در ما ͳاصل کار که دوم بخش در و کرد تعریف ، کامل و مترپذیر ،ͳضرب موضعاً

حامل فضای ͳفشردگ موضعاً ͳبررس با آخر در و م�ͳباشد ͳضرب موضعاً بنیادی جبرهای به زلاس΋و - ،خان گلسن

م�ͳرسانیم. پایان به را رساله این ،ͳضرب موضعا بنیادی جبرهای

دارند. ͳمتوال شماره نتای;، و ملاحظه�ها قضایا، لم�ها، تعریف�ها، همه نامه پایان این در که است ذکر به لازم

م�ͳباشد. ۴-١-٣ شماره دارای عنوان چهارمین اول، فصل از ٣ بخش در مثال، بعنوان
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۴ نیاز�ها پیش .١ فصل

نیاز مورد دیΎر فصل�های بهتر درک برای که م�ͳپردازیم ͳمقدمات قضایای و تعاریف بیان به فصل این در

است.

مختلط آنالیز قضایای تعاریفو ١-١

است. شده گرفته [٢] از بخش این مفاهیم

نقطه در و باشد. مشتق�پذیر C نقطه�ی هر در f هرگاه گویند، ͳتحلیل C حوزه�ی روی را f تاب΄ تعریف١-١-١.

باشد. ͳتحلیل z ͳΎهمسای Έی در اگر گویند، ͳتحلیلz

صورت به و داده نشان Ep(z) نماد با را z اولیه باشد.عامل مختلط عدد Έی z فرض�کنید تعریف١-١-٢.

م�ͳکنیم تعریف زیر

Ep(z) = (۱− z) exp(z +
z۲

۲
+ · · ·+ zp

p
).

.E۰(z) = ۱− z م�ͳکنیم تعریف Pنیز = ۰ برای

ندارد. دیΎری صفر Ϳوهی دارد z = a نقطه�ی در ساده صفر Έی Ep(
z

a
) تاب΄

و شده�اند ت΋رار شان مرتبه طبق که باشد، {a۱, a۲, . . صفرهای{. با تام تاب΄ Έی f فرض�کنید تعریف١-١-٣.

طوری�که به باشد p ΀صحی عدد اگر است، ͳمتناه رتبه از f آنΎاه . |a۱| ⩽ | a۲| ⩽ . . . که شده�اند مرتب طوری

∞∑
n=۱

|an|−(p+۱) <∞.

است. p رتبه�ی از f آنΎاه کند، صدق بالا رابطه در که باشد ͳصحیح عدد کوچ΋ترین p اگر

p(z) =
∞∏
n=۱

Ep (
z

an
) آنΎاه باشد. {a۱, a۲, . . .} صفرهای با تام تاب΄ Έی f فرض�کنید تعریف١-١-۴.

است. f برای استاندارد ش΋ل به

f(z) = zm eg(z) p(z) صورت به و بوده ͳمتناه رتبه از اگر است، ͳمتناه رده از تام یΈتاب΄ تعریف١-١-۵.

g جمله�ای چند درجه q و باشد f رتبه p اگر است. جمله�ای چند Έی gو است استاندارد ش΋ل به p که باشد

م�ͳشود. نامیده f رده�ی µ = max(p, q) آنΎاه باشد

منحصر طور به g باشد استاندارد ش΋ل به p اگر زیرا است، ͳتعریف خوش ΀صحی عدد f ی رده که داریم توجه

شود. �ͳم مشخص فردی به

برای که طوری به باشد r۰ > ۰ Έی و aثابت عدد اگر است ͳمتناه مرتبه از f تام تاب΄ Έی تعریف١-١-۶.

باشیم: داشته |z| > r۰



۵ نیاز�ها پیش .١ فصل

|f(z)| < exp(|z|)α .

م�ͳنامیم. ͳنامتناه مرتبه از را آن نباشد ͳمتناه مرتبه از f اگر

عدد آنΎاه باشد ͳمتناه مرتبه از f اگر

λ = inf{ α : |f(z)| < ezp(|z|)α } .

شود. ͳم نامیده f ی مرتبه

رده f آنΎاه باشد، λ ͳمتناه مرتبه از تام تاب΄ Έی f فرض�کنید هادامارد١): تجزیه (قضیه .١-١-٧ قضیه

دارد. µ ≤ λ ͳمتناه

متری فضاهای ١-٢

است. شده گرفته [١] از بخش این مفاهیم

در که طوری به است، d : X × X −→ R صورت به تاب΄ ΈیX مجموعه بر متر Έی .١-٢-١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط

.d(x, y) ≥ ۰ .١

.d(x, y) = ۰ ⇐⇒ x = y .٢

.d(x, y) = d(y, x) .٣

.d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) .۴

م�ͳگوییم. متری فضای را (X, d)زوج صورت این در

باشد. همΎرا آن در ͳکش دنباله هر گاه هر م�ͳگوییم کامل را (X, d) متری فضای تعریف١-٢-٢.

١Hadamard factorization theorem



۶ نیاز�ها پیش .١ فصل

ͳ΋توپولوژی فضاهای ١-٣

است. شده گرفته [١۴] از بخش این مفاهیم

هرگاه: گوییم، X بر توپولوژی Έی را τ ⊆ P (X) باشد مجموعه Έی X فرض�کنید ����������������������������������������������������� تعریف١-٣-١.

باشد. τ به متعلق ϕ و X .١

باشد. بسته اعضایش دلخواه اجتماع به نسبت τ .٢

باشد. بسته اعضایش ͳمتناه اشتراک به نسبت τ .٣

گوییم. توپولوژی فضای ,X)را τ) زوج صورت این در

که {Ai}i∈I ⊆ τ خانواده هر ازای به گاه هر گوییم فشرده را (X, τ) ͳ΋توپولوژی فضای .١-٣-٢ تعریف

.X =
∪
i∈F
Ai طوری�که به باشد موجود F ⊆ I ͳمتناه مجموعه ، X =

∪
i∈I
Ai

بستار با ͳΎهمسای Έی آن نقطه هر هر�گاه گوییم ͳموضع فشرده را X ͳ΋توپولوژی فضای .١-٣-٣ تعریف

باشد. داشته فشرده

X به متعلق x, y متمایز نقطه دو هر ازای به گاه هر گوییم هاسدورف را X توپولوژی فضای تعریف١-٣-۴.

.U ∩ V = ϕ که ͳقسم به باشند موجود y, x شامل ترتیب Vبه و U همسای�ͳΎهای

:ͳ΋توپولوژی برداری فضای تعریف تعریف١-٣-۵.

است. زیر خواص با توپولوژی Έی با همراه F میدان روی برداری فضای Έی ، X ͳ΋توپولوژی برداری فضای

باشد. بسته {x} عضوی Έت ی مجموعه x ∈ X هر ازای به .١

باشد. پیوسته +(a, b) = a+ b ضابطه با + : X ×X −→ X نΎاشت ͳیعن جم΄ عمل .٢

باشد. پیوسته ×(a, x) = ax ضابطه با × : F ×X −→ X ͳیعن اس΋الر ضرب عمل .٣

اگر م�ͳگوییم، نرم α Έی را ρ : X −→ R∗ ∪ {۰} باشد،تاب΄ برداری فضای X اگر .۶-١-٣ تعریف

باشد. برقرار زیر شرایط و ۰ < α < ۱

۱)∀x ∈ A : ρ(x)α ≥ ۰ .

۲)∀x ∈ A ρ(x)α = ۰ ⇔ x = ۰ .

۳)∀x, y ∈ A : ρ(x+ y)α ≤ ρ(x)α + ρ(y)α .

۴)∀λ ∈ C : ρ(λx)α = |λ|α · ρ(x)α .



٧ نیاز�ها پیش .١ فصل

م�ͳنامیم. X روی نرم Έی ρرا ، α = ۱ برای

برای x ∈ X نقطه در ͳموضع پایه Έی β باشد، ͳ΋توپولوژی برداری فضای Έی (X, τ) اگر تعریف١-٣-٧.

موجود v مجموعه زیر و x شامل B ∈ β مانند عضوی v مانند x از ͳΎهمسای هر ازای به هرگاه است τ توپولوژی

باشد.

ͳموضع پایه Έی شامل هر�گاه م�ͳگوییم، ͳموضع محدب را X ͳ΋توپولوژی برداری فضای .١-٣-٨ تعریف

است. محدب پایه عضو هر که باشد صفر برای

مجموعه زیر E هر�گاه گوییم کراندار را X ͳ΋توپولوژی برداری فضای از E مجموعه زیر .١-٣-٩ تعریف

دیΎر: عبارت باشد،به صفر ͳΎهمسای هر بالای مضارب

∀V ∈ N (۰) , ∃s > ۰ , ∀t (t > s =⇒ E ⊂ tV ) .

ͳΎهمسای Έی دارای صفر اگر م�ͳگوییم، ͳموضع کراندار را X ͳ΋توپولوژی برداری فضای تعریف١-٣-١٠.

باشد. کراندار

باشد موجود نرم�� αΈی اگر ���فقط �و اگر است ͳموضع ،�کراندار Xͳ΋توپولوژی برداری فضای .١-٣-١١ قضیه

(۰ < α < کند.(۱ تولید را فضا توپولوژی که

تعریف X روی d مانند متری بتوان اگر است، مترپذیر (X, τ) ͳ΋توپولوژی برداری فضای تعریف١-٣-١٢.

باشد. τ-سازگار توپولوژی با متر این از حاصل توپولوژی که طوری به کرد

گاه گویند،هر پایا X ͳ΋توپولوژی برداری فضای روی را d متر تعریف١-٣-١٣.

∀x, y, z ∈ X d(x+ z , y + z) = d(x, y) .

ͳتابع آنالیز ۴-١

است. شده گرفته [١۴] از بخش این مفاهیم

٢ ͳخط تابع΋های ویژه به تابع�Έها١ بحث آنالیز بخصوص ریاضیات در مفاهیم اساس�ͳترین و مهمترین از ͳ΋ی

م�ͳباشد.

١functionals ٢linear functionals
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است، Φ زمینه میدان به X از ͳخطΈتابع Έی T باشد، ͳ΋توپولوژی برداری فضای X اگر تعریف١-۴-١.

کند. صدق زیر شرط در اگر

∀α ∈ F ; ∀x, y ∈ X T (αx+ y) = αT (x) + T (y) .

ضابطه با π : X × Y −→ X تصویر تاب΄ باشند، ͳ΋توپولوژی برداری فضاهای Y,X اگر .٢-۴-١ قضیه

است. باز و پیوسته ،ͳخط ،π(x, y) = x

است. ͳخط π م�ͳدهیم نشان ابتدا برهان.

π(α(x, y) + (x′, y′)) = π(αx+ x′, αy + y′)

= αx+ x′ = απ(x, y) + π(x′, y′) .

بنابراین است، باز X × Y در π−۱(u) = u× Y چون باشد X در بازی مجموعه u اگر زیرا است، پیوسته π

م�ͳباشد. پیوسته π

است. باز π م�ͳکنیم ثابت حال

طوری�که به است موجود y ∈ Y صورت این م�ͳکنیم.در اختیار x ∈ π(w) و باشد X×Yباز در w کنیم فرض

Έی تش΋یل است، باز Y در v و X در u که u× v صورت به ͳمجموعه�های از متش΋ل β ,x).گردایه y) ∈ w

. (x, y) ∈ u× v ⊂ w طوری�که به دارند وجود v ∈ Y uو ∈ X م�ͳدهد.پس X × Y برای ͳموضع پایه زیر

نتیجه: در

π(x, y) ∈ π(u, v) ⊂ π(w) .

.x ∈ u ⊂ π(w) بنابراین

. λB ⊂ B باشیم داشته |λ| ⩽ ۱ که ای λ برای اگر است، (بالانس) متعادل B ⊂ X تعریف١-۴-٣.

از متعادل ͳΎهمسای Έی X،شامل ͳ΋توپولوژی برداری فضای در صفر ͳΎهمسای هر .١ .۴-۴-١ قضیه

است. صفر

است. صفر از متعادل و محدب ͳΎهمسای Έی شامل صفر از محدب ͳΎهمسای هر .٢

کرد. رجوع م�ͳتوان [١۴] از (۱۴ · قضیه(۱ به اثبات مشاهده برای برهان.

به باشد موجود ای λ > ۰ ، x ∈ A هر برای هر�گاه گوییم جاذب را A ⊆ X مجموعه .۵-۴-١ تعریف

.λ−۱x ∈ A طوری�که
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X در جاذب مجموعه هر و است جاذب ،X ͳ΋توپولوژی برداری فضای از صفر ͳΎهمسای هر .۶-۴-١ نتیجه

م�ͳباشد. صفر عضو شامل

V متقارن ͳΎهمسای آنΎاه باشد، صفر ͳΎهمسای Έی U و ͳ΋توپولوژی برداری فضای ΈیX اگر .٧-۴-١ لم

. V + V ⊆ U طوری�که به است موجود صفر از

موارد ΛآنΎاه ̸= ۰ که باشد ͳخط ͳ΋تابع Λ : X −→ F و ͳ΋توپولوژی برداری فضای X اگر .٨-۴-١ قضیه

ارزند. هم زیر

است. پیوسته Λ .١

است. بسته ای مجموعه N (Λ) .٢

نیست. چΎال X در N (Λ) .٣

است. کراندار صفر از V ͳΎهمسای روی Λ .۴

کرد. رجوع م�ͳتوان [١۴] از ،(۱۸ · قضیه(۱ به اثبات مشاهده برای برهان.

اگر باشد، ͳخط نΎاشت Λ : X −→ Y و ͳ΋توپولوژی برداری فضاهای Y,X کنید فرض .٩-۴-١ قضیه

ارزند. هم زیر های گزاره صورت این در باشد Xمترپذید

است. کراندار {Λxn → ۰ n = ۱, ۲, . . .} مجموعه آنΎاه xn → ۰ و {xn} ⊆ X اگر .١

.Λxn → ۰ آنΎاه xn → ۰ اگر .٢

است. Λپیوسته نΎاشت .٣

کرد. [١۴]رجوع از ،(۳۲ · ۱) قضیه به م�ͳتوان اثبات مشاهده برای برهان.

Xباشد،آنΎاه روی پایا متر Έی d و ͳ΋توپولوژی برداری فضای X اگر .١٠-۴-١ قضیه

∀x ∈ X ; ∀n ∈ N d(nx, ۰) ≤ nd(x, ۰)

برهان:

d(nx, ۰) ≤ d(nx, (n− ۱)x) + d((n− ۱)x, ۰)

≤ d(nx, (n− ۱)x) + d((n− ۱)x, (n− ۲)x) + d((n− ۲)x, ۰)
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≤
n∑

k=۱
d(kx , (k − ۱)x) =

n∑
k=۱

d(x+ (k − ۱)x , (k − ۱)x+ ۰)

=
n∑

k=۱
d(x, ۰) = nd(x, ۰) .

روی پیوسته و ͳخط تابع�Έهای همه X،فضای ͳ΋توپولوژی برداری فضای دوگان، فضای تعریف١-۴-١١.

م�ͳدهیم. نشان X∗ با را آن که است X

که X روی X∗ توسط شده تولید باشد.توپولوژی X نرمدار فضای دوگان X∗ کنید فرض تعریف١-۴-١٢.

م�ͳدهیم. نشان σ(X,X∗) با را آن و م�ͳنامیم X روی ضعیف توپولوژی را باشد پیوسته آن در Λ ∈ X∗ هر

آنΎاه: باشد Λ ∈ X∗ ، ε > ۰ ، x۰ ∈ X اگر .١٣-۴-١ توجه

U(Λ, x۰, ε) = { x : |Λ(x)− Λ(x۰)| < ε } .

است. ضعیف توپولوژی به نسبت x۰ از باز ͳΎهمسای Έی

به نسبت x۰ برای پایه زیر Έی تش΋یل {U(Λ, x۰, ε) : x۰ ∈ X, n > ۰ ,Λ ∈ X∗} گردایه حقیقت در

: طوری�که به موجودند Λ۱, . . . ,Λm ͳخط تابع�Έهای و . ε۱, . . . , εm دهد ͳم X در ضعیف توپولوژی

B =
m∩
۱
{x ∈ X : |Λi(x)− Λi(x۰)| < εi} .

م�ͳدهد. X در ضعیف توپولوژی به نسبت x۰ برای پایه�ای تش΋یل

که باشد، f : X → Yf نΎاشت�های از ͳته غیر Fخانواده�ای و XیΈمجموعه فرضکنید تعریف١-١۴-۴.

f−۱(V ) مجموعه��های ͳمتناه اشتراک�های همه اجتماع�های مجموعه را τ است. ͳ΋توپولوژی فضای Έی Yf هر

کوچ΋ترین حقیقت در است. X روی توپولوژی Έی τ آنΎاه م�ͳکنیم. تعریف است Yf در باز V و f ∈ F که

م�ͳگوییم. X روی F − topology را τ م�ͳدارد. نΎاه پیوسته را f ∈ F هر که است X روی توپولوژی

(X∗, X − topology)صورت این در باشد. آن ∗Xدوگان و نرمدار Xفضای کنید فرض تعریف١-١۵-۴.

گویند. ستاره ضعیف توپولوژی را X∗روی توپولوژی X.است ͳ΋توپولوژی برداری فضای Έی

بر ͳخط Έتابع عنوان به را X اعضای همه که است X∗ روی توپولوژی کوچ΋ترین ستاره ضعیف توپولوژی

م�ͳدارد. نΎاه پیوسته ϕ توی به X∗

آنΎاه باشند. شده داده Λ۰ ∈ X∗ و x ∈ X، ε > ۰ اگر .١۶-۴-١ ملاحظه

U(Λ۰, x, ε) = {Λ ∈ X∗ : |φ(x)(Λ)− φ(x)(Λ۰)| < ε} .

است. ستاره ضعیف توپولوژی در X∗ در Λ۰ از باز ͳΎهمسای Έی
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و باشد X ͳ΋توپولوژی برداری فضای در صفر ͳΎهمسای ΈیV الاقلو١):اگر باناخ (قضیه .١٧-۴-١ قضیه

K = {Λ ∈ X∗ : |Λ(x)| ⩽ ۱ ∀x ∈ V } .

است. فشرده ستاره ضعیف K صورت این در

کرد. رجوع م�ͳتوان [١۴] ۱۵)،�از · ۳) قضیه به اثبات مشاهده برای برهان.

باناخ جبرهای ۵-١

است. شده گرفته [١٠] از بخش این مفاهیم

ضرب نΎاشت آن در که است F میدان روی A ͳخط فضای Έی ،F میدان روی جبر Έی تعریف١-۵-١.

م�ͳکند: صدق زیر خواص در α ∈ F هر و x, y, z ∈ A هر برای و است شده تعریف A به A× Aاز

. x(yz) = (xy)z .١

. (x+ y)z = xz + yz و x(y + z) = xy + xz .٢

. (αx)y = α(xy) = x(αy) .٣

مختلط اعداد میدان F اگر و گوییم ͳحقیق جبر Έی را A باشد ͳحقیق اعداد میدان F اگر .٢-۵-١ ملاحظه

م�ͳگوییم. مختلط جبر را A باشد

T (xy) = T (x)T (y) ,x؛ y ∈ A هر برای گاه هر گوییم ͳضرب A جبر روی را T Έتابع تعریف١-۵-٣.

.xy = yx باشیم Aداشته عضو y, x هر ازای به هر�گاه جای�ͳگوییم جابه را A جبر تعریف١-۴-۵.

y و xهر برای طوری�که به است A از برداری فضای زیر Έی B چون A از جبر زیر Έی تعریف١-۵-۵.

باشد. xy ∈ B ، B عضو

Kشامل که A از B جبر زیر ترین Έباشد.�کوچ A جبر از مجموعه زیر Έی K کنید فرض تعریف١-۶-۵.

م�ͳگوییم. K مجموعه توسط شده تولید جبر زیر را باشد

١Banach Alaoglu



١٢ نیاز�ها پیش .١ فصل

نرمدار جبر

x, y ∈ A هر برای هر�گاه م�ͳشود، نامیده جبری نرم Έی A جبر روی ρ نرم تعریف١-۵-٧.

ρ(xy) ≤ ρ(x) ρ(y) .

م�ͳگوییم. نرمدار جبر Έی را (A, ρ) ͳدوتای

متری فضای Έی به را آن نرم، توسط شده تعریف متر گاه هر گوییم باناخ را X نرمدار فضای تعریف١-۵-٨.

کند. تبدیل کامل

کامل نرمدار یΈجبر را باشد کامل P نرم با A نرمدار فضای طوری�که به (A,P ) نرمدار جبر تعریف١-۵-٩.

م�ͳگوییم. باناخ جبر یا

پذیر جم΄ را
∞∑
n=۱

xn سری آنΎاه ، X در دنباله�ای (xn) و باشد نرمدار فضای Έی X اگر تعریف١-۵-١٠.

. x = lim
n→∞

n∑
k=۱

xk که باشد موجود x ∈ X ͳباشد.یعن همΎرا X در ای نقطه به هرگاه گوییم

باشیم داشته a هر برای و e ̸= ۰ اگر م�ͳنامیم A ͳهمان عضو را A جبر از e عنصر تعریف١-۵-١١.

م�ͳنامیم. ی΋دار جبر Έی است ͳهمان عنصر دارای که را A .جبر a = ea = ae

نشان Inv(A) با را A مع΋وس�پذیر عضوهای همه�ی مجموعه�ی باشد، جبر Έی A اگر .١٢-۵-١ تعریف

داشت: خواهیم لذا م�ͳدهیم نشان Sing(A) با را ناپذیرند مع΋وس که A عضوهای مجموعه�ی و م�ͳدهیم

Sing(A) = A \ Inv(A) .

م�ͳشود تعریف زیر صورت به A در ١ ͳکواس ضرب باشد، جبر Έی A فرض�کنید تعریف١-۵-١٣.

∀a, b ∈ A a ◦ b = a+ b− ab .

است. A جبر روی ضرب ͳهمان عنصر صفر ͳکواس ضرب در ͳعبارت به a ◦ ۰ = ۰ ◦ a = a داریم لذا

طوری به شود یافت y ∈ A مانند عضوی اگر است راست ͳکواس مع΋وس دارای x Aباشد، جبر از عضوی x اگر

.z ◦ x = ۰ طوری�که به شود یافت z Aمانند از عضوی اگر است چپ ͳکواس مع΋وس دارای .و x ◦ y = ۰ که

مع΋وس دارای هر�گاه م�ͳگوییم مع΋وس�پذیر ͳکواس را x ∈ A باشد، AیΈجبر فرض�کنید تعریف١-١۴-۵.

ͳباشد.یعن راست و چپ ͳکواس

∃a ∈ A : a ◦ x = x ◦ a = ۰ .

١Quasi-Inverses
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م�ͳکنیم تعریف چنین هم و�� م�ͳدهیم نشان q − Inv(A) با را A مع΋وس�پذیر ͳکواس اعضای همه�ی مجموعه�ی

q − Sing(A) = A \ q − Inv(A) .

یا SPA(a) با را a طیف صورت این در باشد، C میدان با A جبر از aعضوی فرض�کنید تعریف١-١۵-۵.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به و داده نشان SP (A, a)

باشد ی΋دار A جبر اگر .١

SPA(a) = {λ ∈ C : λ · e− a ∈ Sing(A)} .

نباشد ی΋دار A جبر اگر .٢

SPA(a) = {۰}
∪
{λ ∈ C : λ−۱a ∈ q − Sing(A)} .

داده نشان r(a) با را a ∈ A عنصر ١ ͳطیف باشد،شعاع نرمدار جبر Έی (A, ∥ · ∥) اگر تعریف١-١۶-۵.

م�ͳکنیم. تعریف زیر صورت به و

r(a) = inf { ∥an∥ ۱
n : n ∈ N } .

١spectral radius


