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ͳقدردان

آشنایی و ͳهست دانش از ͳپرتوئ آموختن توفیق من به که منان خداوند از فراوان سپاس و حمد با
فرمود. عطا را آفرینش حقایق از ای گوشه با

است ناتوان بزرگوار دوستان و گرانقدر اساتید های مساعدت و زحمات حق نگارش از قلم
نمایم. ͳدان قدر و تشر توان حد در ͳول ناچیز چند هر که کند ͳم حم وظیفه اما ،

های افق خود حیمانه های راهنمایی با که زیره دکتر آقای جناب بزرگوارم استاد از ابتدا در
کمال ͳهاشم دکتر آقای جناب مشاور استاد از همچنین و نمودند ایجاد اینجانب برای ای تازه

دارم. را تشر
و تقدیر کردند، یاری مهم این در مرا که ͳدوستان تمام و خانواده از دانم ͳم لازم همچنین

نمایم. تشر



چیده
ͳم گون ستاره و ارز تک توابع های رده به مربوط قضایای و تعاریف بیان به ، پایان�نامه این در
ͳم قرار مذکور های رده در آنها که را ͳشرایط عملΎرانتگرال، چند ͳبامعرف چنین هم پردازیم.
ͳم ارائه عملΎرها این ارزی تک برای معیارهایی واق΄ در دهیم ͳقرارم مطالعه مورد را گیرند

دهیم.

عملΎرانتگرال گون، ستاره توابع ارز، تک توابع ،ͳتحلیل توابع کلیدی: واژه�های



پیشΎفتار

مشتق ارز تک تابع ͳتحلیل نظر از نامیم. ͳم ارز تک را باشد ͳم Έی به Έی که ͳتحلیل تابع

نگارد. ͳم ساده های خم بر را ساده های خم ارز تک تابع ͳهندس نظر از و دارد صفر مخالف

عملΎرهای ارزی تک های Έمح نامه پایان این در تا داریم قصد رده این اهمیت دلیل به

دهیم. قرار ͳبررس مورد را انتگرال

ایم. پرداخته ͳمقدمات ومفاهیم اولیه تعاریف بیان به اول، درفصل ، راستا این در

و داشته نظر مد را ͳمختلف انتگرال عملΎرهای طورجداگانه به هربخش در دوم، درفصل

، Jγ١,γ٢,...,γn عملΎر اول، دربخش دیΎر عبارت به ایم. تفسیرکرده را آنها ارزی تک های Έمح

عملΎرهای چهارم، دربخش Jγ,βرΎعمل سوم، دربخش Hγ١,γ٢,...,γ|[Reη]|,β,η عملΎر دوم، دربخش

Fα(z)رΎعمل هفتم، دربخش و Hγ١,...,γn,β(z)رΎعمل ششم، و پنجم دربخش Gn,α(z)و Fn,α(z)

نتایج بندی جم΄ به ارزی، تک ومحΈهای قضایا مقایسه با پایان در چنین هم و اند شده ͳمعرف

ایم. پرداخته
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١ فصل
ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش

این برای کنیم. ͳم مطالعه انتگرال عملΎرهای برای را ارزی تک های Έمح نامه پایان این در

ایم: آورده را پایه قضیه چند و ͳمقدمات مفاهیم ، تعاریف فصل این در ، منظور

تعاریف و گذاری نماد ١.١

است. شده استفاده درمتن زیر نمادهای از

ͳحقیق اعداد مجموعه R

ͳطبیع اعداد مجموعه N

اعدادمختلط مجموعه C

اعدادمختلط ͳحقیق قسمت Re

اعدادمختلط ͳموهوم قسمت Im

باز واحد Έدیس U = {z ∈ C, |z| < ١}

نمایش D با معمولا را میدان شود. ͳم نامیده میدان باز، و همبند هرمجموعه تعریف١.١.١.

دهیم. ͳم

مشتق z٠ نقطه از ͳΎدرهمسای f هرگاه نامیم ͳم ͳتحلیل zنقطه٠ در را fتابع تعریف٢.١.١.

١



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ٢فصل

باشد. پذیر

، z ∈ Cهر برای و است پذیر مشتق همواره f.گیریم ͳنظرم در را f(z) = z٢ تابع مثال.

است. ͳتحلیل همواره f بنابراین f ′(z) = ٢z

است. ͳغیرتحلیل f بنابراین است پذیر مشتق z = در٠ فقط f(z) = |z|٢ تابع مثال.

ͳم ͳتحلیل D دامنه بر را f تابع باشد ͳتحلیل D دامنه نقاط تمام در f هرگاه تعریف٣.١.١.

نامیم. ͳم تام تابع را f گاه آن باشد ͳتحلیل C برروی f وتابع D = C اگر نامیم.

است. تام درنتیجه و ͳتحلیل همواره ای هرچندجمله ͳکل درحالت و f(z) = z٢ مثال.

ارز تک تابع f اگر بنابراین نامیم. ͳم ارز تک را Έی به Έی ͳتحلیل تابع هر تعریف١.١.۴.

. z١ = z٢ دهد ͳم نتیجه f(z١) = f(z٢) باشد

ارز، تک تابع ͳهندس نظر از دارند. صفر مخالف مشتق ͳتحلیل نظر از ارز تک توابع تذکر:

نگارد. ͳم ساده های خم بر را ساده های خم

[۴] ١ شوارتز) (لم .۵.١.١ لم

f(٠) = f ′(٠) = ... باشدو= ͳتحلیل UR = {z ∈ C, |z| < R} Έبردیس f(z) که کنید فرض

f (m−١) = ٠

گاه آن |f(z)| < Mباشیم |z|،داشته < R اگربرای

|f(z)| ≤ M
Rm |z|m z ∈ UR

اگر تنها و اگر برقراراست تساوی و

f(z) = eiθ M
Rm z

m

است. ثابت θکه
١Schwarz



A رده .٢.١٣

A رده ٢.١

Έدیس در که گیریم ͳم نظر در f(z) = z+
∑∞

k=٢akz
k فرم به f توابع رده را A تعریف١.٢.١.

. f(٠) = f ′(٠)− ١ = و٠ اند ͳتحلیل U = {z ∈ C, |z| < ١} باز

دارد. تعلق A رده به f(z) = z + ٣z٢ تابع مثال.

f(٠) = ٠ و باشد Uدر ͳتحلیل fتابع که کنید فرض ([١]) ٢ کاراتئودوری) (لم .٢.٢.١ لم

گاه، آن Ref(z) ≤M که باشد موجود M > ٠ مقدار اگر

(١− |z|)|f(z)| ≤ ٢M |z| (z ∈ U)

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت رابه h(z) تابع اثبات.

h(z) = f(z)
٢M−f(z)

(|f(z)| ≤ |٢M − f(z)|)زیرا |h(z)| ≤ ١ و h(z) ∈ A تابع

داریم: شوارتز لم بنابر حال

|h(z)| ≤ |z| z ∈ U

چنین هم

|f(z)| ≤ |z||٢M − f(z)| ≤ |z|(٢M + |f(z)|)

دهد ͳم نتیجه که

(١− |z|)|f(z)| ≤ ٢M |z|

٢Caratheodory



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ۴فصل

S رده ٣.١

رده واق΄ در کنیم ͳم تعریف ارزند، تک Uدر که f ∈ A توابع زیررده را S رده تعریف١.٣.١.

باشند. ͳم شده نرمال و Έی به Έی ، ͳتحلیل |z| < ١ واحد قرص در که f(z) توابع

g(z) = z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S ، آنگاه f(z) ∈ S اگر .٢.٣.١ لم

داریم: لذا ، f(z) = z + a٢z٢ + ... کنیم فرض اثبات.

g(z) = z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + ... (١.١)

.g′(٠) = ١ و g(٠) = ٠ و باشد ͳم ͳتحلیل واحد Έدیس بر g(z) تابع

اینصورت: در z١
√

f(z٢١)

z٢١
= z٢

√
f(z٢٢)

z٢٢
ͳیعن g(z١) = g(z٢) اگر ارزی: تک اثبات

.z١ = −z٢ یا z١ = z٢ :ͳیعن z٢١ = z٢٢ داریم: باشد، ͳمΈی یΈبه f چون و f(z٢١) = f(z٢٢)

را g(z١) = −g(z٢) تساوی z١ = −z٢ لذا است فرد تابع g(z) که شود ͳم ملاحظه (١.١) از و

� شود. ͳم اثبات g(z) ارزی تک و z٢١ = z٢٢ پس است تناقض در فرض با که دهد ͳم نتیجه

.|a٢| ≤ ٢ آنگاه ، باشد g(z) = z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S اگر .٣.٣.١ قضیه

شود. ͳم ثابت قبل لم به توجه با اثبات.

، آنگاه باشد Ͷحقيق α و a٢ = ٢eiα اگر قبل ي قضيه در کوئب) (تابع مثال.

لذا g(z) = z
١−eiαz٢ = z

√
f(z٢)
z٢

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + ...

رسيم: Ͷم زير تابع به α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١− z)٢
=
١
۴(
١+ z

١− z
)٢ − ١

۴



S رده .٣.١۵

Ͷحقيق محور امتداد در که اي صفحه بر را |z| < قرص١ تابع اين است معروف کوئب تابع به که

نگارد. Ͷم است شده بريده ∞ تا −١
۴ از Ͷمنف

آنگاه f(z) ̸= cاگر |z| < ١ و مختلط عدد c،f(z) ∈ S کنید فرض (پوشش) .۴.٣.١ قضیه

.|c| ≥ ١
۴

S به متعلق نيز g(z) = cf(z)
c−f(z)

تابع پس f(z) ̸= c چون f(z) = z + a٢z٢ + ... دانيم Ͷم اثبات.

باشد Ͷم
cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + ...

:Ͷطرف از |a٢ + ١
c
| ≤ ٢ داريم: قبل ي قضيه به بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|

داريم: لذا |a٢| ≤ ٢ پس f(z) ∈ S چون و

|١
c
| ≤ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴ .

�

آنگاه: z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .۵.٣.١ لم

Re{zf
′′(z)

f ′(z)
} = r

∂

∂r
log |f ′(z)|

در |z| < ١ برای را log f ′(z) از ای شاخه توان ͳم پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون اثبات.

لذا: f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال گرفت. نظر

∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ۶فصل

داریم: r در فوق ی رابطه طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=
zf ′′(z)

f ′(z)

داریم: ͳحقیق های قسمت ی محاسبه با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re{zf

′′(z)

f ′(z)
}.

�

آنگاه، f(z) ∈ S اگر .۶.٣.١ قضیه

١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

واحد قرص و پوشاست و Έي به Έي ،Ͷتحليل w = z+z٠
١+z٠z

(|z٠| < ١) تابع دانيم Ͷم اثبات.

(|z| < ١) ازاي به نيز g(z) = f( z+z٠
١+z٠z

) = b٠ + b١z + b٢z٢ تابع لذا نگارد. Ͷم خودش بر را

:ͳازطرف است، ارز تک و Ͷتحليل

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢(f ′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠))

تابع اينکه به توجه با باشد، Ͷنم S به متعلق پس باشد Ͷنم نرماليزه g(z) چون

:Ͷيعن | b٢
b١
| ≤ ٢ قبل قضيه بنابر لذا گيرد Ͷم قرار S در g(z)−g(٠)

g′(٠) = z + b٢
b١
z٢ + ...

١
٢ |f

′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠| ≤ ٢

داريم: ٢|z٠|
١−|z٢|٠

در طرفين ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

|z٠f
′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

| ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠



S رده .٣.١٧

دهيم: Ͷم قرار است دلخواه z٠ چون حال

|zf
′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

| ≤ ۴r
١− r٢

لذا: است واق΄ ٢r٢
١−r٢ مرکز به و ۴r

١−r٢ شعاع به اي دايره در zf ′′(z)
f ′(z)

Ͷيعن

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

:Ͷيعن Re zf ′′(z)
f ′(z)

= r ∂
∂r

log |f ′(z)| دانیم ͳم قبل لم به بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢

گيريم: Ͷم انتگرال r تا ٠ از نامساوي طرفين از حال

log(١− r)− ٣ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣ log(١− r)

و

log
١− r

(١+ r)٣
≤ log |f ′(z)| ≤ log

١+ r

(١− r)٣

نتيجه: در

١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

�

در (۶.٣.١) ي قضيه بالاي کران لذا ، k′(z) = ١+z
(١−z)٣ با است برابر کوئب تابع مشتق مثال.

شود. Ͷم تعيين z = −r در پايين وکران z = r در تابع اين مورد



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ٨فصل

آنگاه، f(z) ∈ S اگر .٧.٣.١ قضیه

r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
(|z| = r < ١).

خط Έي با z به را ٠ ي نقطه ،|z| = r ≤ ١ براي |f ′(z)| ≤ ١+r
(١−r)٣ داريم قبل لم از . اثبات

گيريم: Ͷم انتگرال خط پاره اين روي و کرده وصل مستقيم

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(z)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢

اگر و r
(١+r)٢ ≤ |f(z)| آنگاه |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است، برقرار همواره r
(١+r)٢ ≤ ١

۴ نامساوي

آن تصوير که است موجود z تا ٠ از يه ي دايره داخل c مسير Ͷپوشش ي قضيه طبق |f(z)| < ١
۴

اينصورت: در پوشاند Ͷم را f(z) تا ٠ از c٠ مستقيم خط پاره

|f(z)| =
∫
c٠
|dw| =

∫
c

|f ′(s)||ds|

قبل: ي قضيه به بنا Ͷطرف از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

داريم: لذا
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
.

�

اين مورد در قبل ي قضيه بالاي کران k(z) = z
(١−z)٢ = z + ٢z٢ + ... کوئب تابع براي مثال.

شود. Ͷم تعيين z = −r در پايين کران و z = r در تابع

.|an| ≤ en ،n هر براي آنگاه باشد S در f(z) = z+
∑∞

n=٢ anz
n اگر (Littlewood) قضیه٨.٣.١.



S رده .٣.١٩

Ͷکوش انتگرال فرمول به توجه با اثبات.

an =
١
٢πi

∫
|z|=r

f(z)

zn+١
dz (n = ٢,٣, ...;٠ < r < ١)

داريم:

|an| ≤
١

٢πrn
∫ ٢π

٠
|f(reiθ)|dθ

٠ < r < ١ فاصله در r هر براي چون |an| ≤ ١
rn−١(١−r)

پس ١
٢π

∫ ٢π
٠ |f(reiθ)|dθ ≤ r

١−r
ͳطرف از

بالا ي رابطه در که اينست آيد Ͷم بدست روش اين با که Ͷکران بهترين است برقرار نامساوي

لذا: کنيم سازي کمينه

|an| ≤
nn

(n− ١)n−١ = n(١+
١

n− ١)n−١ < en.

�

باشد، داشته Ͷحقيق ضرايب و باشد S ی رده در f(z) = z+
∑∞

n=٢ anz
n تابع اگر .٩.٣.١ قضیه

.|an| ≤ n داريم: n هر براي آنگاه

دهیم: ͳم قرار z = reiθ ،r < ١ برای اثبات.

Imf(z) = v(reiθ) =
∞∑

k=١
akr

k sin kθ

داریم: π تا ٠ از یابی انتگرال و sinnθ در فوق ی رابطه طرفین ضرب با

٢
π

∫ π

٠
v(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n (٢.١)

ی رابطه به توجه با

| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ١٠فصل

ͳم نتیجه (٢.١) ی رابطه از لذا | sinnθ| ≤ n| sin θ| که داد نشان توان ͳم استقرایی روش به و

که: شود

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|v(reiθ)| sin θdθ (٣.١)

:(٠ < r < ١,٠ < θ < π)، v(reiθ) ̸= ٠ دهیم ͳم نشان سپس

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑

n=١
anr

n(einθ−e−inθ

) = ٢i
∞∑

n=١
anr

n sinnθ = ٢iv(reiθ)

جبری علامت ٠ < θ < π ی فاصله در بایست ͳم است پیوسته ͳتابع θ به نسبت v(reiθ) چون

لذا: باشد داشته ثابت

r = |a١r| = |٢
π

∫ π

٠
v(reiθ) sin θdθ| = ٢

π

∫ π

٠
|v(reiθ)| sin θdθ. (۴.١)

ثابت قضیه r → ١ ͳوقت و آید ͳم بدست |anrn| ≤ nr ی رابطه (٣.١) در (۴.١) ͳزینΎجای با

� گردد. ͳم

S∗ رده ۴.١

خط هرپاره و ٠ ∈ D اگر گوییم ͳم گون ستاره (z = ٠) به نسبت را D میدان تعریف١.۴.١.

بیفتد. D داخل در کند ͳم وصل رابه٠ Dاز هرنقطه که ͳمستقیم

نگاشته میدان Έی بر f(z) تابع توسط |z| < قرص١ هرگاه نامیم گون ستاره را f(z) ∈ S تابع

دهیم. ͳم نشان S∗ با را S های زیررده این باشد. گون ستاره مبدا به نسبت که شود

قرص هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ اینصورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٢.۴.١ لم

بنگارد. گون ستاره میدان بر را |z| < r < ١


