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قدردانͬ و تشͺر

است. بوده حقیر این حال شامل همواره لطفش که شاکرم را منان خالق

را ایشان محضر در شاگردی افتخار که علͬ�پناه امجد دکتر آقای جناب بزرگوارم راهنمای استاد از

جناب گرامیم مشاور استاد از و سپاسͽذارم بی�نهایت راهنمایی�هایشان و زحمات خاطر به داشته�ام

دکتر جنابآقای از همچنین و نمودند یاری نامه پایان� این انجام در مرا که قاسمͬ محمد دکتر آقای

داشتند عهده به را را نامه پایان این داوری که اسماعیلͬ شاهرخ دکتر آقای جناب و شانظری کمال

دارم. را قدردانͬ و سپاس نهایت

پشتیبان زندگͬ مراحل تمام در مادرمکه و پدر ویژه به خانواده�ام اعضای تکتک زحمات از همچنین

مͬ�کنم. تشͺر بوده�اند یاورم و
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مقدمه

مͬ�شود. گفته مرزی١ مقدار مسأله�ی ͷی باشد معلوم مرزی شرایط دارای که دیفرانسیلͬ معادله�ی به

مرزی شرایط و دیفرانسیل معادله در که است توابعͬ از دسته ͷی کردن پیدا ما هدف مسائل این در

آدمیان٢[١]، روشتجزیه مانند مختلفͬ عددی روش�های با را منفرد مرزی مقدار مسائل �کنند. صدق

کرد. حل مͬ�توان گرین۴[٣] تابع از استفاده روش یا و اسپلاین٣[٢] روش

روش است. ۵ متناهͬ تفاضلات روش دارد کاربرد مسائل این حل برای که دیͽری عددی روش

رفته به�کار مسائل گونه این حل برای که است روش�هایی از نیز ،[۴] چهارم مرتبه متناهͬ تفاضلات

است.

این در مͬ�باشند. پرکاربرد ۶بسیار جزئͬ مشتقات با معادلات حل در متناهͬ تفاضلات روش�های

مͬ�شود. ساده�تر نیز آن حل و شده تبدیل تفاضلͬ حالت به مسأله مشتقات، زدن تقریب با معادلات

روش���های کرد. رجوع ،[۶ ،۵] به مͬ�توان متناهͬ تفاضلات روش مورد در بیشتر اطلاع کسب برای

تفاضلات روش کار اساس شدند. معرفͬ ١٩٢٠ سال در تام٧ توسط بار اولین متناهͬ تفاضلات

ترکیب ͷی وسیله به مشتقات روش�ها این در مͬ�باشد. مسأله دامنه�ی در گره�بندی نوع ͷی متناهͬ،

آن�ها مͬ�توان معادلات، حل برای و مͬ�شوند زده تقریب شده، گره�بندی نقاط در تابع مقادیر از خطͬ

کرد. تبدیل جبری فرم به را

از مقدماتͬ تعاریف و تفاضلͬ عملͽرهای تفاضلͬ، معادلات ابتدا ،١ فصل در پایان�نامه، این در

و خطاها سپس و کرده معرفͬ مرزی مقدار مسأله�ی ͷی همراه به را متناهͬ تفاضلات روش�های
١Boundary value problem
٢Adomian decomposition method
٣B-spline method
۴Green’s function
۵Finite difference method
۶Partial differential equation
٧A.Thom

ت 



را دوم مرتبه� متناهͬ تفاضلات روش ،٢ فصل در نمود. خواهیم بررسͬ را روش این همͽرایی دقت

مͬ�دهیم. توضیح منفرد مرزی مقدار مسأله�ی ͷی حل برای

مقدار مسأله�ی این مͬ�گیریم. نظر در مرزی شرط دو با را منفرد مرزی مقدار مسأله ͷی ،٣ فصل در

فصل در ما شد. خواهد اشاره آنها به که مͬ�باشد فیزیولوژی در کاربردهایی دارای منفرد مرزی

روش ͷی ͷکم با مسأله، بر حاکم کلͬ شرایط گرفتن نظر در با و نقاط یͺنواخت گره�بندی با ،٣

برای را مسأله مͬ�توان روش این ͷکم با که دید خواهیم و مͬ�پردازیم مسأله حل به متناهͬ تفاضلات

روش همͽرایی همچنین، فصل این در نمود. حل و کرده تبدیل تفاضلͬ معادلات به مرزی شرط دو

است. دو مرتبه�ی از دقت دارای روش این مͬ�دهیم نشان و مͬ�شود بررسͬ متناهͬ تفاضلات

به و کرده بررسͬ را روش این عددی نتایج مثال، دو حل با و کدنویسͬ از استفاده با پایان، در

مͬ�پردازیم. دیͽر روش�های با روش این مقایسه��ی

ث 



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

آن کاربردهای و تفاضلͬ معادلات ١.١

تابع ͷی مقدار محاسبه�ی اجازه�ی ما به که هستند معادلاتͬ بر مبتنͬ ریاضیات مͺرر محاسبات

١ تفاضلͬ معادلات معادلات، این�گونه مͬ�دهند. مقادیر از شده داده مجموعه�ی ͷی از را بازگشتͬ

مͬ�شوند. نامیده

مدارهای تحلیل کامپیوتر، آمار، در فراوانͬ کاربردهای و مͬ�دهند رخ زیادی حالات در معادلات این

معادلات از کاربردهایی به زیر در دارند. رشته�ها دیͽر و شناسͬ زیست اقتصاد، علم ،ͬͺتریͺال

مͬ�پردازیم: تفاضلͬ

نام�گذاری بلمن ریچارد آن یابنده�ی نام به که ،[٧] بلمن معادله�ی اقتصاد: در کاربرد و ٢ معادله�یبلمن

شناخته نیز پویا نویسͬ برنامه نام به که است سازی بهینه ریاضͬ روش�های در ضروری یͷشرط شد،

اعمال ریاضیاتکاربردی در مباحث دیͽر و کنترل نظریه� مهندسͬ در ابتدا در بلمن معادله�ی مͬ�شود.

شد. مبدل اقتصاد نظریه�ی در قدرتمند ابزار ͷی به متعاقبا و

مدل در مرتون اصلͬ ١٩٧٣ سال مقاله�ی بلمن، معادله�ی اقتصادی کاربرد اولین اقتصاد: در کاربرد

سرمایه�گذاران آن در که مرتون نظری مدل جواب .[٨] است میان�گذرا حیاتͬ دارایی قیمت�گذاری

بلمن معادله�ی از صورت ͷی مͬ�کنند، انتخاب دارایی عواید یا آینده درآمد و امروز درآمد میان از

مͬ�رسد بلمن معادله�ی ͷی به معمولا پویا نویسͬ برنامه� اقتصادی کاربردهای که دلیل این به است.

یاد بازگشتͬ روش ͷی عنوان به پویا نویسͬ برنامه از دانان اقتصاد است، تفاضلͬ معادله�ی ͷی که
١Difference equations
٢Bellman equation

١



مͬ�کنند.

آوردن با دقیق جزئیات با را تصادفͬ غیر و تصادفͬ پویای نویسͬ برنامه پریسͺات و لوکاس استوکͬ،

.[٩] مͬ�کنند توصیف اقتصاد، نظریه در پویا نویسͬ برنامه از استفاده چͽونگͬ از فراوان مثال�های

است. شده گرفته به�کار اقتصاد در نظری مسائل از وسیعͬ دامنه�ی حل برای پویا نویسͬ برنامه [٩] در

شناسͬ زیست علم در تفاضلͬ معادلات از دیͽری نوع زیستشناسͬ: در تفاضلͬ معادلات کاربرد

داشته�اند جمعیت شناسͬ پویایی مدل برای تلاش در مبدأ و مͬ�باشند کاربرد پر بسیار (بیولوژی)

.[١٠]

دارای است، 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . صورت به اعداد از دنباله�ای که نیز ٣ فیبوناچͬ دنباله�ی

مͬ�باشد. زیستͬ محیط�های در کاربرد

تفاضلͬ معادله�ی در Fn آن�گاه باشد، n = 1, 2, . . . برای فیبوناچͬ دنباله�ی nام Fnجمله�ی اگر

تفاضلͬ معادله�ی این عمومͬ جواب مͬ�کند. صدق ،F1 = 1, F2 = 1 که Fn+2 −Fn+1 −Fn = 0

است: زیر صورت به

Fn =
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n

− 1√
5

(
1−

√
5

2

)n

.

زیست در تفاضلͬ معادله�ی این کاربرد مورد در بیشتر جزئیات و عمومͬ جمله�ی آوردن بدست برای

کرد. رجوع [١١] به مͬ�توان شناسͬ

ارتعاشͬ سیستم�های در کاربرد بلور، �بندی شبͺه مانند تفاضلͬ معادلات از دیͽری کاربردهای

چپیشف چندجمله�ایهای از استفاده احتمال، در کاربرد ،ͬͺتریͺال شبͺه�های در کاربرد (نوسانͬ)،

زیر: nام جمله�ی با ۴

Tn(x) = cos(n cos−1 x), n ≥ 0.

نمود. ملاحظه [١٢ ،١١] در مͬ�توان را دیͽر کاربردهای خیلͬ و ،T0(x) = 1, T1(x) = x که
٣Fibonacci sequence
۴Chebyshev polynomials

٢



۵ تفاضلͬ عملͽرهای ١.١.١

نمود. حل تفاضلͬ عملͽرهای بردن به�کار با مͬ�توان را پیچیده تفاضلͬ معادلات از زیادی تعداد

اکثر مͬ�شوند. محسوب نیز متناهͬ تفاضلات پیچیده�ی محاسبات از اساسͬ اجزای عملͽرها این

است. شده گرفته [١٢ ،١١] از بخش این مطالب

انتقال عملͽر E باشد، مثبت یͷعدد h و مختلط یا حقیقͬ متغیر با تابع ͷی y(t) اگر تعریف١.١.

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ۶

Ey(t) = y(t+ h),

Eky(t) = y(t+ kh),

است. ثابت مقدار ͷی k که

نمایش ∆ با را ٨ پیشرو تفاضلͬ عملͽر این�صورت در باشد، ٧ همانͬ عملͽر I اگر .٢.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به و داده

∆ = E − I, E = ∆+ I,

داریم: و

∆y(t) = y(t+ h)− y(t).

حالت این در مͬ�برند. به�کار نیز متغیره چند یا دو تابع ͷی برای را تفاضلͬ عملͽر ͷی اوقات گاهͬ

مثال: برای مͬ�رود. به�کار نویس زیر ͷی مͬ�شود، داده انتقال جلو به که متغیری مشخصکردن برای

∆tte
n = (t+ h)en − ten = hen,

∆nte
n = ten+h − ten = ten(eh − 1).

۵Difference operators
۶Shift operator
٧Identity operator
٨Forward difference operator

٣



نوشت: مͬ�توان خودش با تفاضلͬ عملͽر ترکیب و ساختن با نیز را بالاتر مراتب تفاضلات

∆2y(t) = ∆
(
∆y(t)

)
= ∆

(
y(t+ h)− y(t)

)
=
(
y(t+ 2h)− y(t+ h)

)
−
(
y(t+ h)− y(t)

)
= y(t+ 2h)− 2y(t+ h) + y(t).

nام: مرتبه تفاضل برای ریاضͬ استقرای با و

∆ny(t) = y(t+ nh)− ny
(
t+ (n− 1)h

)
+

n(n− 1)

2!
y(t+ (n− 2)h

)
+ · · ·+ (−1)ny(t)

=
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
y
(
t+ (n− k)h

)
.

داریم: را زیر روابط ٢.١ تعریف از همچنین

∆ny(t) = (E − I)ny(t) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−I)kEn−ky(t)

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)ky

(
t+ (n− k)h

)
.

:Eny(t) برای

Eny(t) = (∆ + I)ny(t) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Ik∆n−ky(t)

=
n∑

k=0

(
n

k

)
∆n−ky(t).

عملͽر ویژگͬ�های عنوان به زیر احͺام آن�گاه باشد، پیشرو تفاضلͬ ∆عملͽر فرضکنید .٣.١ قضیه

مͬ�باشند: برقرار پیشرو تفاضلͬ

∆at = (ah − 1)at :aثابت برای الف)

∆m
(
∆ny(t)

)
= ∆m+ny(t) :n و mمثبت صحیح اعداد همه�ی برای ب)

∆
(
cy(t)

)
= c∆y(t) :cثابت برای پ)

۴



∆
(
y(t) + z(t)

)
= ∆y(t) + ∆z(t) ت)

∆
(
y(t)z(t)

)
= y(t)∆z(t) + Ez(t)∆y(t) ث)

∆

(
y(t)

z(t)

)
=

z(t)∆y(t)− y(t)∆z(t)

z(t)Ez(t)
ج)

ث: رابطه�ی اثبات

∆
(
y(t)z(t)

)
= y(t+ h)z(t+ h)− y(t)z(t)

= y(t+ h)z(t+ h) + y(t)z(t+ h)− y(t)z(t+ h)− y(t)z(t)

= ∆y(t)Ez(t) + y(t)∆z(t).

کرد. رجوع [١١] به مͬ�توان روابط دیͽر اثبات برای

اول مرتبه مشتق بنابراین باشد، پیشرو تفاضلͬ عملͽر ∆ اگر :( D ٩ مشتق (عملͽر .۴.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را f(x) تابع

Df(x) = f ′(x) = lim
∆x→0

∆f(x)

∆x
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به نیز دوم مرتبه مشتق

D2f(x) = D
(
Df(x)

)
= f ′′(x).

نقطه�ی ͷی در ،n+1مرتبه�ی حداقل تا f(x) تابع مشتقات تمام اگر :( ١٠ تیلور (سری تعریف١.۵.

طوری به دارد وجود بازه آن از x نقطه�ی هر و a بین ξ عدد ͷی آن�گاه باشند، موجود بازه ͷی از a

که:

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)(x− a)2

2!
+ · · ·+ f (n)(a)(x− a)n

n!
+Rn(x).

برابر: و است باقیمانده جمله�ی Rn(x) که

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)(x− a)n+1

(n+ 1)!
.

است. مرسوم تیلور قضیه�ی به اغلب تعریف این

٩Derivative operator
١٠Taylor series

۵



آن�گاه: باشد، انتقال عملͽر E و مشتق عملͽر D اگر .۶.١ قضیه

E = ehD.

:۵.١ تعریف از آن�گاه باشد، f دامنه�ی روی تحلیلͬ تابع ͷی f(x) کنید فرض برهان.

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) + . . . ,

مشتق: عملͽر و انتقال عملͽر از و

Ef(x) =

(
1 + hD +

h2D2

2!
+

h3D3

3!
+ . . .

)
f(x) = ehDf(x).

بنابراین:

E = ehD.

مͬ�شود: حاصل زیر نتایج ۶.١ قضیه�ی از .٧.١ نتیجه

∆ = ehD − 1. یا ehD = 1 +∆.

صورت به آن�را f(x) شده داده تابع برای و داده ∇نمایش با را ١١ پسرو تفاضلͬ عملͽر تعریف٨.١.

مͬ�کنیم: تعریف زیر

∇f(x) = f(x)− f(x− h).

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ١٢ مرکزی تفاضلͬ عملͽر δ و

δf(x) = f(x+
h

2
)− f(x− h

2
).

زیر روابط صورت این در باشند، مرکزی تفاضلͬ عملͽر δ و پسرو تفاضلͬ عملͽر ∇ اگر .٩.١ لم

هستند: برقرار
١١Backward difference operator
١٢Central difference operator

۶



∇ = ∆E−1 = 1− E−1 الف)

δ = E
1
2 − E− 1

2 = ∆E− 1
2 = ∇E

1
2 ب)

. کنید رجوع [١٢] به بالا روابط اثبات برای

آن�ها حل روش�های و تفاضلͬ معادلات تعریف�های ٢.١

بازگشتͬ یͷرابطه�ی تعریفمͬ�شود، صورتبازگشتͬ به که را دنباله�ای ریاضیات، در تعریف١٠.١.

[١٢] از بخش این مطالب اکثر است. بازگشتͬ رابطه�ی از خاصͬ نوع تفاضلͬ معادله�ی مͬ�نامند.

است. شده انتخاب

زیر صورت به را تفاضلͬ معادله� ͷی d مرتبه�ی از خطͬ بازگشتͬ رابطه�ی کلͬ فرم .١١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ cdan−d,

گفته باشند n از مستقل ها cj تمام اگر مͬ�باشند. ثابت jها همه�ی برای cj ضرایب این�جا در که

است. ثابت ضرایب دارای رابطه این مͬ�شود

کرد: تعریف زیر فرم به رابطه�ای با مͬ�توان را تفاضلͬ معادله�ی ͷی .١٢.١ تعریف

G
(
x, f(x), f(x+ h), f(x+ 2h), . . . , f(x+ nh)

)
= 0. (١.١)

ͷی نشان�دهنده�ی G ،(١.١) تفاضلͬ معادله�ی در

است. هم با x, f(x), f(x+ h), f(x+ 2h), . . . , f(x+ nh) پیوستن از رابطه

بین تفاضل صورت به را تفاضلͬ معادله�ی ͷی مرتبه�ی :
(
تفاضلͬ معادله�ی مرتبه�ی

)
.١٣.١ تعریف

مͬ�کنیم. تعریف شده�اند، تقسیم h بر که f تابع آرگومان�های کوچͺترین و بزرگترین

زیر صورت به مرتبه شوند ظاهر رابطه در دو هر f(x+ nh) و f(x) اگر (١.١) معادله�ی در بنابراین

است:

[(x+ nh)− x]

h
= n.

٧


