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چͺیده

باشند. مͬ یͺانͬ ها مدول تمام و یͺدار و جابجایͬ ها حلقه تمام نامه پایان این در
مدول Nاز زیرمدول رادیͺال برای توصیفمناسب ͷی کردن پیدا اخیر سالیان در چالشͬ یͷمسئله
N شامل که M از اول های زیرمدول تمام اشتراک N زیرمدول رادیͺال است. بوده M (نوتری)
رادیͺال از توصیفͬ است، [١٣] آن اصلͬ مرجع که نامه پایان این در است. شده تعریف هستند،
های دستͽاه وسیله به حالات دیͽر در و دستͬ ساده حالات در Mکه نوتری مدول از N زیرمدول

شود. مͬ ارائه است، محاسبه قابل کامپیوتری جبری

یافته تعمیم وابسته های اول اول، تجزیه رادیͺال، وابسته، های اول کلیدی: واژگان
٧٧ نامه: پایان صفحات تعداد
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تشͺر و تقدیر
با که اکنون سایید. نتوان درگاهش خاک به جز خضوع پیشانͬ که را لایزالͬ خدای ستایش
نهم مͬ درگاهش به شͺر سجده شد نصیبم علمش کران بͬ دریای از ای قطره منتهایش، بͬ الطاف

نمایم. مͬ تشͺر نمودند یاری مرا نامه پایان این نشستن بار به در که بزرگوارانͬ از و
مقیمͬ فضائلͬ حسین دکتر آقای جناب خردمندانه های راهنمایͬ و تلاش ثمره نامه پایان این

آقای جناب مشاورم استاد از همچنین و نمایم مͬ قدردانͬ و تشͺر ایشان از قلب صمیم از و باشد مͬ
دارم. را سپاسͽزاری کمال حسینͬ حسین محمد دکتر

به اقدامͬ، حسین دکتر آقای جناب و نصرآبادی مهدی محمد دکتر آقای جناب گرانقدر اساتید از
تشͺر نهایت رساندند یاری مرا نامه پایان این تصحیح و بازنͽری در که داور، محترم اساتید عنوان

دارم. را قدردانͬ و
این طͬ در دلسوزانه و بزرگوارانه که نمایم مͬ عزیزم خانواده نثار را خود سپاسͽزاری ترین صمیمانه

نمودند. یاری مرا راه

ণیدهرویارરویୈاد
৘඼ෙ७ور۱۳۹۱
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گفتار پیش
افراد شد، مطرح ،١٩٨◦ سال اوایل در زیرمدول ͷی M-رادیͺال) ) رادیͺال عبارت که وقتͬ از
به هم را آن) شامل اول های زیرمدول همه (اشتراک زیرمدول ͷی رادیͺال کردند تلاش مختلفͬ
ها تلاش همه تر، پیش کنند. توصیف تجزیه نوع ͷی شͺل به هم و عناصرش از عبارت ͷی شͺل
مثال برای بود. شده معطوف رادیͺال عناصر از معروف فرمول برای یͺسانͬ توصیف یافتن برای

.
√
I = {r ∈ R : ∃n ∈ Z+; rn ∈ I} آنͽاه باشد، R حلقه از ال ایده ͷی I اگر

حالات در است. شده داده [٩] در F آزاد مدول از N زیرمدول رادیͺال محاسبه برای روش ͷی
شده داده است، مرتبط اصلͬ مدول به فقط محاسبات که جاهایͬ در رادیͺال فرمول دیͽری خاص

ببینید. را [١٢] و [١١] و [۶] و [۵] مثال برای است.
تولید با مدول ͷی از زیرمدول ͷی رادیͺال برای جدیدی فرمول نامه پایان این ،٨.٢.٣ قضیه در
قدرت ها فرمول سایر به نسبت فرمول این حسن است. شده داده نوتری حلقه ͷی روی متناهͬ

است. آن خوب محاسباتͬ
رادیͺال فرمول در R روی مدول هر آنͽاه باشد، حلقه ͷی R اگر کردند، ثابت ٢ نمازی و شریف١
R اگر دادند، نشان ها آن همچنین . [١٨] است زیرمدول ͷی رادیͺال از تعبیری که کند مͬ صدق
آنͽاه ، (dimR = ◦ معادل طور به یا ) است ماکسیمال آن ال ایده هر که طوری به باشد حلقه ͷی

کند. مͬ صدق رادیͺال فرمول در R-مدول هر
رادیͺال فرمول در نوتری های حلقه روی R-مدول هر که ثابتکردند مور۴، ٣و مͷکاسلند همچنین

کند. مͬ صدق
مطرح زیرمدول ͷی رادیͺال و اول زیرمدول جمله از مختلفͬ مفاهیم اول فصل از اول بخش در

.radQ = rad(Q+pM) ،M Qاز p-اولیه زیرمدول برای که دهیم مͬ بخشنشان این در شود. مͬ
Q و R از ماکسیمال ال ایده m متناهͬ، تولید با R-مدول ͷی M اگر که کنیم مͬ ثابت همچنین

و است m-اول زیرمدول ،radQ آنͽاه باشد، m-اولیه زیرمدول

radQ = rad(Q+mM) = Q+mM

قضیه در شود. مͬ بررسͬ و تعریف زیرمدول ͷی به وابسته های اول فصل این از دوم بخش در
از N سره زیرمدول هر دهیم مͬ نشان باشد، نوتری R-مدول ͷی M که فرض این با ،۴۶.٢.١
pi-اولیه ،Qi هر که ،pi =

√
(Qi :M) و N = ∩n

i=١Qi اگر و است نرمال اولیه تجزیه Mدارای
١Sharif
٢Namazi
٣McCasland
۴Moore



٢ مطالب فهرست

.AP (N) = {p١, · · · , pn} آنͽاه است،
حلقه اگر که دهیم مͬ نشان و کنیم مͬ تعریف Nرا زیرمدول ͷی p-بستار اول بخش دوم، فصل در

و Mفرضشود متناهͬ تولید با R-مدول از سره زیرمدول N و نوتری R

AP (radN) = {p١, · · · , pn}

است. radN از نرمال اول تجزیه اشتراک این علاوه، به .radN = ∩n
i=١clpi(N + piM) آنͽاه

شͺل به ای مانده باقͬ بستاری معادله برای جواب وجود فصل این از دوم بخش در
N و R از اول ال ایده p که فرض این با ،۵.٢.٢ گزاره در شود. مͬ مطرح clp(N) = (N :M −)

متناهͬ تولید با زیرمدول clp(N) اگر که شود مͬ نتیجه ،(N : M) = p که است M از زیرمدولͬ
.clp(N) = (N :M r) که طوری به دارد وجود r ∈ R− p آنͽاه باشد،

را اول های ال ایده این مجموعه کنیم. مͬ تعریف را یافته تعمیم وابسته های اول سوم فصل در
از سره زیرمدول N و نوتری ای حلقه R اگر که کنیم مͬ ثابت و دهیم. مͬ نشان GAP (N) با

.AP (radN) ⊆ GAP (N) آنͽاه Mباشد، متناهͬ تولید با R-مدول
تعمیم وابسته اول های ال ایده از استفاده با ،N زیرمدول رادیͺال توصیف به فصل این از دوم بخش

دارد. اختصاص N از یافته



١ فصل

وابسته های اول

٣
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.

لم و گزاره قضیه، چندین و اولیه و اول های زیرمدول به راجع مقدماتͬ مفاهیم فصل این در
[۴] مرجع از نرمال اولیه تجزیه به راجع مثال ͷی همچنین نرمال، اولیه تجزیه و اولیه تجزیه درباره
چند در است. شده آورده [٣] و [١] مراجع از سازی موضعͬ به راجع مطالبͬ است. شده آورده
است. شده آورده آن رادیͺال و اولیه های زیرمدول به راجع مطالبͬ [٧] مرجع از فصل این لم و گزاره
از ،١۶ و ١۵ و ١۴ صفحات در آن ادامه گزاره و لم چند و h-ماکسیمال های زیرمدول تعریف
آورده [١۶] مرجع از فصل آخر های مثال از ͬͺی و لم و گزاره چندین است. شده آورده [١٠] مرجع
از نیز مطالب مابقͬ است. شده آورده [٢] مرجع از وابسته های اول به راجع مطالبͬ است. شده

است. شده آورده [٢١] و [٢◦] و [١٩] و [١٨] و [١٧] و [١٣] مراجع

ها زیرمدول رادیͺال و اول های زیرمدول ١.١

ال ایده صورت این در Mباشند. R-مدول از هایͬ زیرمدول N و L کنید فرض .١.١.١ تعریف

{r ∈ R | rN ⊆ L}

را (◦ : N) ال ایده نامیم. مͬ N وسیله به L باقیمانده را آن و دهیم مͬ نمایش (L : N) با را R از
دهیم. مͬ نشان نیز ann(N) با را آن و نامیم مͬ N پوچساز

صورت دراین باشد. r ∈ R و حلقه R کنید فرض .٢.١.١ تعریف

(N :M r) = {m ∈M : rm ∈ N} .

نامیم. مͬ N در r کالن را
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Mرا R-مدول از N زیرمدول صورت این در باشد. MیRͷ-مدول کنید فرض .٣.١.١ تعریف
.r ∈ (N : M) یا m ∈ N آنͽاه ،rm ∈ N اگر m ∈ M و r ∈ R هر برای هرگاه نامند، مͬ اول

.p = (N :M) هرگاه شود مͬ نامیده p-اول زیرمدول ͷی N اول زیرمدول این بر علاوه

ͷی Z حلقه از اول ال ایده هر بͽیرید نظر در Z-مدول ͷی عنوان به را Z حلقه .۴.١.١ مثال
باشد. مͬ نیز Z از اول Z-زیرمدول

ͷی N = ⟨(٢,٣)⟩ صورت این در بͽیرید. نظر در را M = Z × Z آزاد Z-مدول .۵.١.١ مثال
Mاست. از اول Z-مدول

چون باشد. Mمͬ از (◦)-اول زیرمدول ͷی N دهیم مͬ نشان

r(◦,١) = x(٢,٣) ⇒ (◦, r) = (٢x,٣x)

⇒ ◦ = ٢xوr = ٣x

⇒ x = ◦ ⇒ r = ◦.

و

r(١, ◦) = x(٢,٣) ⇒ (r, ◦) = (٢x,٣x)

⇒ r = ٢xو◦ = ٣x

⇒ x = ◦ ⇒ r = ◦.

صورت این در . r(a, b) ∈ N باشیم داشته و باشد دلخواه r ∈ R و (a, b) ∈ M کنید فرض
که طوری به xای ∈ Z دارد وجود لذا .r(a(١, ◦) + b(◦,١)) ∈ N

(ra(١, ◦) + rb(◦,١)) = x(١)٢, ◦) + (١,◦)٣)

پس .r = ◦ که کند مͬ ایجاب این ٣x = ◦ و rb = ٣x و ٢x = ◦ و ra = ٢x نتیجه در
عنصر پس .r(a, b) ∈ N که باشند ای گونه به (a, b) ∈ M و r ∈ Z کنید فرض .(N : M) = (◦)

.r(a, b) = x(٢,٣) که طوری به دارد وجود x ∈ Z
.(a, b) = (◦, ◦) ∈ N آنͽاه ،a = b = ◦ اگر .r ̸= ◦ (r /∈ (N : M) = (◦)) کنید فرض
نتیجه در و x ̸= ◦ لذا .ra = ٢x ̸= ◦ پس ،(b ̸= ◦ (یا a ̸= ◦ اگر یعنͬ صورت، این غیر در
دارند وجود c و d صحیح اعداد درنتیجه ،(٢b = ٣a (یا r = ٢x/a = ٣x/b چون .rb = ٣x ̸= ◦
بنابراین .c = dپس .٢b = ۶d = ٣a = ۶c که این به توجه با .a = ٢c و b = ٣d که طوری به

(a, b) = (٢c,٣c) = c(٢,٣) ∈ N

است. اول مدول یͷ(◦)-زیر N پس
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است. اول نیز (N :M) ال ایده آنͽاه باشد، M R-مدول از اول زیرمدول ͷی N اگر .۶.١.١ لم

،N ̸= M که این به توجه با باشد. M R-مدول از اول زیرمدول ͷی N کنید فرض برهان.
بنابراین ١ /∈ (N : M) پس .١M ⊈ N درنتیجه و است موجود m ∈ M − N عنصر پس
پس ،y /∈ (N : M) و xy ∈ (N : M) که باشند ای گونه به x, y اگر حال .(N : M) ̸= R

بودن اول به توجه با .x(ym′) = (xy)m′ ∈ N و ym′ /∈ N که طوری به است موجود m′ ∈ M

است. اول (N :M) ال ایده لذا و x ∈ (N :M)پس .xM ⊆ N که شود مͬ نتیجه ،N زیرمدول

در باشد. N های زیرمدول از خانواده ͷی {Ni}i∈I و R-مدول ͷی M کنید فرض .٧.١.١ لم
.(∩i∈INi :M) = ∩i∈I(Ni :M) صورت این

درنتیجه .(∩i∈INi :M) ⊆ (Ni :M) ،i ∈ I هر ازای به که است واضح برهان.

(١) (∩i∈INi :M) ⊆ ∩i∈I(Ni :M)

.t ∈ (∩i∈INi :M) لذا .tM ⊆ Ni ، i ∈ I هر ازای به پس .t ∈ ∩i∈I(Ni :M) فرضکنید اکنون
بنابراین

(٢) ∩i∈I (Ni :M) ⊆ (∩i∈INi :M)

.(∩i∈INi :M) = ∩i∈I(Ni :M) که شود مͬ نتیجه (٢) و بنابر(١) لذا

هرگاه شود مͬ نامیده ضربͬ بسته ،R جابجایͬ حلقه از S زیرمجموعه .٨.١.١ تعریف

١؛ ∈ S (١)

.s١s٢ ∈ S آنͽاه ،s١, s٢ ∈ S اگر (٢)

است. ضربͬ بسته مجموعه ͷی صحیح، دامنه ͷی از ناصفر عناصر تمام مجموعه .٩.١.١ مثال
ضربͬ بسته مجموعه ͷی نیز S = R− p آنͽاه باشد، R جابجایͬ حلقه از اول ال ایده ͷی p هرگاه

است.

MیRͷ-مدول Rو جابجایͬ حلقه از ضربͬ بسته یͷزیرمجموعه S فرضکنید تعریف١٠.١.١.
صورت به (m, s), (n, t) ∈M ×S هر برای که Mرا ×S روی ∼ رابطه دید توان مͬ [١] در باشد.

(m, s) ∼ (n, t) ⇔ ∃u ∈ S;u(tm− sn) = ◦
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ارزی هم رده (m, s) ∈M ×S هر ازای به Mاست. ×S روی ارزی هم رابطه ͷی شود مͬ تعریف
لذا دهند. مͬ نمایش S−١M با را ∼ ارزی هم های رده مجموعه و m/s با را عنصر

S−١M = {m/s : m ∈M, s ∈ S}

حلقه روی مدول ͷی زیر، ضرب و جمع اعمال تحت S−١M مجموعه دید توان مͬ [١] در همچنین
است). S به نسبت R کسرهای از متشͺل حلقه S−١R) باشد. مͬ S−١R

m/s+ n/t = (mt+ ns)/st , r/s · n/t = rn/st

S به Mنسبت کسرهای مدول ،S−١M ١R−S-مدول ،r ∈ R و s, t ∈ S و m,n ∈M آن در که
است. برابر ◦M/s با s ∈ S هر ازای به که است ◦M/١ مدول این صفر عضو شود. مͬ نامیده

S = R − p ،٩.١.١ مثال طبق صورت دراین باشد. R جابجایͬ حلقه از اول ال ایده p کنید فرض
نشان Rp نماد با ،S = R − p که زمانͬ را S−١R حلقه است. R از ضربͬ بسته زیرمجموعه ͷی

دهند. مͬ Mpنمایش با را S−١M Rp-مدول حالت این در و دهند مͬ

به اسͺالر ضرب تعریف با آنͽاه باشد، M R-مدول از ضربͬ بسته زیرمجموعه ͷی S اگر
صورت

R× S−١M −→ S−١M

(r,m/s) 7−→ rm/s

باشد. مͬ ١R−S-مدولͬ ساختار دارای S−١M

،s ∈ S هر ازای به باشد. R حلقه از ضربͬ بسته زیرمجموعه ͷی S کنید فرض .١١.١.١ قضیه
R-مدولͬ همریختͬ

ψs :M −→ S−١M

m 7−→ sm/s

صورت دراین بͽیرید. درنظر را

.N ⊆ ψ−١
s (S−١N) آنͽاه باشد، M R-مدول از زیرمدولͬ N اگر (١)

.K = S−١N آنͽاه باشد، S−١M ١R−S-زیرمدول ͷی K آن در که N = ψ−١
s (K) اگر (٢)

ͷی N که باشد مͬ S−١N شͺل به ،S−١M از ١R−S-زیرمدول هر دیͽر عبارت به
است. M R-زیرمدول
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ی١Rͷ−S-زیرمدول ،S−١P آنͽاه ،S∩(P :M) = ∅ و Mباشد از اولͬ زیرمدول P هرگاه (٣)
.ψ−١

s (S−١P ) = P و است S−١M از اول

شود. مراجعه ٨ صفحه ،٣ فصل ،[١٧] به برهان.

تناظر صورت دراین باشد. R حلقه از ضربͬ بسته زیرمجموعه ͷی S کنید فرض .١٢.١.١ قضیه
مجموعه و S∩(P :M) = ∅ Mکه از P اول های زیرمدول از متشͺل U مجموعه بین ͬͺی به ͷی
شود. مͬ داده P 7−→ S−١P با که است برقرار S−١M اول های ١R−S-زیرمدول از Vمتشͺل

کنید فرض برهان.

φ : U −→ V

P 7−→ S−١P

که این به توجه با حال .S−١P١ = S−١P٢ آنͽاه ،φ(P١) = φ(P٢) و P١, P٢ ∈ U اگر

S ∩ (P١ :M) = S ∩ (P٢ :M) = ∅

که شود مͬ نتیجه ،(٣) ١١.١.١ قضیه از

P١ = ψ−١
s (S−١P١) = ψ−١

s (S−١P٢) = P٢

١R−S-زیرمدول از اول زیرمدول ͷی P کنید فرض باشد. مͬ ͷی به ͷی نͽاشت ͷی φ بنابراین
کافͬ ،P = S−١Q ،(٢) ١١.١.١ قضیه طبق چون ،Q = ψ−١

s (P ) دهیم مͬ قرار و باشد S−١M

.S ∩ (Q : M) = ∅ که طوری به است M R-مدول از اول زیرمدول ͷی Q که دهیم نشان است
کنید فرض حال باشد. مͬ تناقض ͷی که P = S−١M صورت این درغیر زیرا ،Q ̸= M اولا˟،
و rm ∈ ψ−١

s (P ) پس ،Q = ψ−١
s (P ) چون .rm ∈ Q که باشند ای گونه به m ∈ M و r ∈ R

درنتیجه

rψs(m) = ψs(rm) ∈ P

یا m ∈ ψ−١
s (ψs(m)) ⊆ Q لذا .r ∈ (P : S−١M) یا ψs(m) ∈ P که کند مͬ ایجاب این و

درنتیجه و r ∈ (Q : M) یا و m ∈ Q بنابراین r = r/١ ∈ (P : S−١M) = (S−١Q : S−١M)

است. اول زیرمدول ͷی Q
،(١) ١١.١.١ قضیه طبق آنͽاه ،S ∩ (Q : M) ̸= ∅ اگر .S ∩ (Q : M) = ∅ دهیم مͬ نشان حال
از اول زیرمدول ͷی Q) باشد، مͬ S−١Q زیرمدول بودن اول با تناقض در این و S−١Q = S−١M

نͽاشت ͷی φپس باشد). مͬ S−١M از اول زیرمدول ͷی S−١Q وضوح به است، M R-مدول
است. برقرار حͺم و باشد مͬ نیز پوشا
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تناظر صورت دراین باشد. R حلقه از ضربͬ بسته زیرمجموعه ͷی S کنید فرض .١٣.١.١ نتیجه
V مجموعه و کند نمͬ قطع را S که R اول های ال ایده از متشͺل U مجموعه بین ͬͺی به ͷی

شود. مͬ داده نشان p 7−→ S−١p با که دارد وجود S−١R اول های ال ایده از متشͺل

های R-زیرمدول همان ،p ∩ S = ∅ که ،R حلقه از p اول های ال ایده که این به توجه با برهان.
و هستند R اول

S ∩ (p :M) = S ∩ p = ∅

نظر در S−١R اول های ١R−S-زیرمدول عنوان به توان مͬ نیز را S−١R اول های ال ایده نیز و
است. برقرار حͺم قبل، قضیه به بنا گرفت

که طوری به باشند M R-مدول از اول زیرمدول دو P٢ و P١ اگر .١۴.١.١ لم

(P١ :M) = (P٢ :M)

است. M از اول زیرمدول ͷی نیز P١ ∩ P٢ آنͽاه

m /∈ P١ صورت این در .m /∈ P١∩P٢ و rm ∈ P١∩P٢ mو ∈M و r ∈ R فرضکنید برهان.
پس Mاست. از اولͬ زیرمدول P١ چون .m /∈ P١ کنید فرض کلیت از کاستن بدون .m /∈ P٢ یا

.r ∈ (P١ :M) ∩ (P٢ :M) = (P١ ∩ P٢ :M) بنابراین r ∈ (P١ :M)

صورت این در باشد. R-مدول ͷی M و صحیح دامنه ͷی R کنید فرض .١۵.١.١ تعریف
زیرمجموعۀ

T (M) = {m ∈M | ∃◦ ̸= r ∈ R; rm = ◦}

مدول ͷی Mرا مدول T (M) =M اگر همچنین شود. مͬ نامیده آن تابͬ Mزیرمدول R-مدول از
نامیم. مͬ تاب بدون مدول ͷی Mرا مدول T (M) = ◦ اگر و تابدار

و Z۶ Z-مدول ولͬ هستند. تاب بدون های مدول برداری، فضاهای و Z Z-مدول .١۶.١.١ مثال
هستند. تابدار ،Z(p∞)

اول ال ایده ͷی p = (N :M) اگر فقط و اگر است Mاول R-مدول از N زیرمدول .١٧.١.١ لم
باشد. تاب بدون ،M/N R/p-مدول و R از
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ͷی (N :M) = p ،۶.١.١ لم به بنا Mباشد. R-مدول از اول زیرمدول ͷیN فرضکنید برهان.
M/NیR/pͷ-مدول پس ،ann(M/N) = p که این به توجه با باشد. مͬ R حلقه از اول ال ایده
طوری به دارد وجود ◦ ̸= r + p ∈ R/p عنصر بنابراین .m + N ∈ T (M/N) کنید فرض است.

.(r + p)(m+N) = N که
.m ∈ N پس است، اول زیرمدول ͷی N چون حال .r /∈ p = (N :M) و rm+N = N لذا

باشد. مͬ تاب بدون مدول ͷیM/N R/p-مدول درنتیجه و T (M/N) = ◦ بنابراین
اولا˟ باشد. تاب M/Nبدون R/p-مدول و اول ال ایده ͷی p = (N :M) فرضکنید برعͺس
که باشند ای گونه به r ∈ R و m ∈ M کنید فرض ثانیاً .N ̸= M پس (N : M) ̸= R چون

و ◦ ̸= r + p ∈ R/p بنابراین .r /∈ p = (N :M) و rm ∈ N

rm+N = N ⇒ (r + p)(m+N) = N ⇒ m+N ∈ T (M/N) = ◦

باشد. Mمͬ R-مدول از اول Nیͷزیرمدول رو این از .m ∈ N درنتیجه m+Nو = N پس

ال ایده ͷی p = (N : M) که طوری به باشد M R-مدول از زیرمدول ͷی N اگر .١٨.١.١ لم
است. اول زیرمدول ͷی N آنͽاه باشد، R از ماکسیمال

R/p-مدول که دهیم مͬ نشان حال باشد. مͬ اول پس است، ماکسیمال ال ایده p چون برهان.
عنصر و m+N ∈M/N کنید فرض .T (M/N) = ◦ دیͽر عبارت به یا است تاب بدون ،M/N

.(r + p)(m+N) = N که طوری به است موجود ◦ ̸= r + p ∈ R/p

ماکسیمال p و p ⫋ p + rR ⊆ R چون حال .r /∈ p = (N : M) و rm ∈ N بنابراین
.y + sr = ١ که طوری به دارد وجود s ∈ R و y ∈ p لذا .p + rR = R بنابراین باشد، مͬ
یعنͬ .m ∈ N که شود مͬ نتیجه ،yM ⊆ N و rm ∈ N چون اکنون .ym + srm = m پس

باشد. Mمͬ R-مدول از اول Nزیرمدول ،١٧.١.١ لم طبق پس .T (M/N) = ◦

از سره زیرفضای ͷی W و باشد F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .١٩.١.١ مثال
V از اول زیرفضای ͷی W قبل، لم به بنا پس .(W : V ) = ◦ وضوح به صورت این در باشد. V

است. آن از اول زیرمدول ͷی برداری فضای ͷی از سره زیرفضای هر بنابراین است.

،Zp Z-مدول اول زیرمدول تنها صورت این در باشد. اول عدد ͷی p کنید فرض .٢٠.١.١ مثال
زیرمدول ͷی (◦) ،١٨.١.١ لم به بنا پس است. ماکسیمال (◦ : Zp) = (p) زیرا است. (◦) زیرمدول

باشد. مͬ Zp از اول
قرار باشد. اول باید (K : Zp) ،۶.١.١ لم به بنا آنͽاه Zpباشد، از اول یͷزیرمدول �K فرضکنید
((q)Zp ⩽ Zp). است Zp زیرمدول (q)Zp است. اول یͷعدد q آن در که (K : Zp) = (q) دهیم مͬ
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q١ = ◦ پس .qZp = ◦ آنͽاه ،|qZp| = ١ اگر .|qZp| = p یا |qZp| = پس١ | qZp | | | Zp | لذا
آنͽاه ،|qZp| = p اگر .q = p دهد مͬ نتیجه که p | q درنتیجه .q ≡ ◦ یعنͬ .q = ◦ پس
یعنͬ |qZp| = ١ پس است. تناقض که K = Zp درنتیجه .Zp = qZp ⊆ K یعنͬ .qZp = Zp

پس .◦ ̸= K ̸= Zp کنید فرض خلف برهان به .K = ◦ کنیم مͬ ثابت .(K : Zp) = (p)

که طوری به است موجود y ∈ Zp −K و ◦ ̸= x ∈ K

(x+ (p))(y +K) = (y + (p))(x+K) = xy +K = K

بنابراین باشد. مͬ K بودن اول با تناقض در ،١٧.١.١ لم به بنا این و T (Zp/K) ̸= ◦ درنتیجه
.K = (◦)

که طوری به باشد R از ماکسیمال ال ایده ͷی m و R-مدول ͷی �M کنید فرض .٢١.١.١ لم
است. M R-مدول از اول زیرمدول ͷی mM صورت این در .mM ̸=M

لم به بنا حال .(mM : M) = m پس ،(mM : M) ̸= R و m ⊆ (mM : M) چون برهان.
Mاست. از اول زیرمدول ͷی mM ،١٨.١.١

از اول زیرمدول ͷی K آنͽاه باشد، M R-مدول از ماکسیمال زیرمدول ͷی K اگر .٢٢.١.١ لم
است. M

به m ∈ M و r ∈ R کنید فرض حال .K ̸= M پس است. ماکسیمال زیرمدول K چون برهان.
پس است، ماکسیمال K چون .K ⫋ K + (m) ⊆M لذا .m /∈ K و rm ∈ K که باشد ای گونه

نتیجه در .K + (m) =M

rM = r(K +Rm) ⊆ K ⇒ r ∈ (K :M)

است. اول زیرمدول ͷی K یعنͬ این و

تناظری صورت این در باشد. آن از زیرمدولͬ N و باشد MیRͷ-مدول کنید فرض .٢٣.١.١ لم
زیرمدول همه مجموعه و هستند N شامل که M اول های زیرمدول همه مجموعه بین ͷی به ͷی
اگر است، M/N R-مدول از اول زیرمدول ͷی K/N خصوص به است. برقرار M/N اول های

باشد. N شامل و M از اول زیرمدول ͷی K اگر فقط و

کنید فرض برهان.

A = {K;N ⊆ K ≤M} و B = {L;L ≤M/N}



١٢ وابسته های اول .١

آن در که ،f(K) = π(K) ضابطه با f : A −→ B که شود مͬ دیده سادگͬ به صورت این در
است. ͷی به ͷی تناظر است، R-مدولͬ طبیعͬ بروریختͬ π :M −→M/N

از K زیرمدول رو این از .L ∈ B آنͽاه باشد، M/N از دلخواهͬ زیرمدول L اگر خصوص به
بنابراین .f(K) = L که طوری به دارد وجود N شامل Mو

L = f(K) = π(K) = K/N

K/N دهیم مͬ نشان باشد. N شامل و M R-مدول از اول زیرمدول ͷی K کنید فرض حال
m ∈M کنید فرض .K/N ̸=M/N که دهد مͬ نتیجه K ̸=M اولا˟ M/Nاست. اول زیرمدول

صورت این در .r(m+N) ∈ K/N و r ∈ R

rm+N ∈ K/N ⇒ ∃t ∈ K; rm+N = t+N

⇒ rm− t ∈ N ⊆ K

⇒ rm ∈ K ⇒ m ∈ K یا r ∈ (K :M)

⇒ m ∈ K rMیا ⊆ K

⇒ m+N ∈ K/N rM/Nیا ⊆ K/N

⇒ m+N ∈ K/N rیا ∈ (K/N :M/N).

M/N از اول K/Nیͷزیرمدول فرضکنید برعͺس، M/Nاست. از اول K/Nیͷزیرمدول پس
.K ̸=M وضوح به ،K/N ̸=M/N چون Mاست. از اول زیرمدول ͷیK دهیم مͬ نشان باشد.

صورت این در .rm ∈ K و m ∈M −K و r ∈ R کنید فرض حال

r(m+N) ∈ K/N و m+N ∈M/N −K/N.

.rM/N ⊆ K/N درنتیجه .r ∈ (K/N : M/N) پس است، M/N از اول زیرمدول K/N چون
ایجاب این .rm+N = k +N که طوری به دارد وجود k ∈ K عنصر ،m ∈M هر ازای به پس
rm ∈ K ،m ∈M هر ازای به که شود مͬ Nنتیجه ⊆ K که این از حال .rm−k ∈ N که کند مͬ

.r ∈ (K :M) یعنͬ این و

تمام اشتراک صورت این در Mباشد. R-مدول از زیرمدول ͷی N کنید فرض .٢۴.١.١ تعریف
اگر دهند. مͬ نمایش radN با را آن و نامند مͬ N رادیͺال را N شامل M اول های زیرمدول
.radM = M ویژه به .radN = M کنیم مͬ تعریف نباشد، موجود N شامل اولͬ زیرمدول هیچ
R اول های ال ایده تمام اشتراک I رادیͺال طبیعͬ طور به آنͽاه باشد، R حلقه از الͬ ایده I اگر

دهیم. مͬ نشان
√
I با را آن که شود مͬ تعریف I شامل و (R اول های (R-زیرمدول
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از I ال ایده مشابه طور به .radN = N هرگاه نامیم، رادیͺالͬ را M R-مدول از N زیرمدول
.
√
I = I هرگاه نامیم، مͬ رادیͺالͬ را R حلقه

اول های زیرمدول که این به توجه با بͽیرید. نظر در Z-مدول عنوان به را Z حلقه .٢۵.١.١ مثال
خواهیم لذا است، اول صفر ال ایده صحیح دامنه هر در نیز و هستند آن اول های ال ایده همان Z

.rad(◦) = داشت(◦)

همچنین است. اول ال ایده ͷی (◦) زیرا است. رادیͺالͬ (◦) ال ایده ،Z حلقه در .٢۶.١.١ مثال
زیرا است. رادیͺالͬ ولͬ نیست اول که این وجود با (◦) ال ایده Z۶ حلقه در

√
◦ = {◦,٣} ∩ {◦,٢,۴} = (◦)

.√◦ = {◦,٢} زیرا نیست. رادیͺالͬ (◦) ال ایده ،Z۴ حلقه در که حالͬ در

صورت دراین باشند. R حلقه از هایͬ ال ایده J و I کنید فرض .٢٧.١.١ لم

رو این از باشد. مͬ برابر است I شامل که R حلقه اول های ال ایده همه اشتراک با
√
I (١)

است. R حلقه از الͬ ایده
√
I

است. R از اولͬ ال ایده
√
I آنͽاه باشد، اولیه الͬ ایده I اگر (٢)

است. R از ای اولیه ال ایده I آنͽاه باشد، R از ماکسیمالͬ ال ایده
√
I اگر (٣)

.I + J = R اگر فقط و اگر
√
I +

√
J = R (۴)

اولͬ ال ایده I اگر بنابراین .(
√
I)n =

√
In خصوص به .

√
I
√
J =

√
IJ =

√
I ∩

√
J (۵)

.
√
In = I آنͽاه باشد، R از

شود. مراجعه ،٩ صفحه ،١۴.١ گزاره ،[١] به (١) برهان.

شود. مراجعه ،۵١ صفحه ،١.۴ گزاره ،[١] به (٢)

شود. مراجعه ،۵١ صفحه ،٢.۴ گزاره ،[١] به (٣)

شود. مراجعه ،١٢ صفحه ،۶.١ گزاره ،[١] به (۴)

و xn ∈ IJ که است موجود n مثبت و صحیح عدد صورت این در .x ∈
√
IJ کنید فرض (۵)

صورت این در .x ∈
√
I ∩ J فرضکنید حال .IJ ⊆ I ∩ J ،IوJ ال ایده دو هر برای چون

.x ∈
√
IJ مشابه طور به



١۴ وابسته های اول .١

xn ∈ I∩J که است موجود nمثبت و صحیح صورتعدد این در .x ∈
√
I ∩ J فرضکنید

.x ∈
√
I ∩

√
J درنتیجه و x ∈

√
J و x ∈

√
I لذا .xn ∈ J و xn ∈ I یعنͬ

.radQ = rad(Q+ pM) آنͽاه باشد، p-اولیه ،M از Q زیرمدول اگر .٢٨.١.١ لم

آنͽاه باشد، Q Mشامل از اول زیرمدول ͷی P اگر .radQ ⊆ rad(Q + pM) وضوح به برهان.
لذا .rad(Q + pM) ⊆ P درنتیجه .Q + pM ⊆ P بنابراین .p =

√
(Q :M) ⊆ (P : M)

.rad(Q+ pM) ⊆ radQ

N صورت این در باشد. M از زیرمدول ͷی N و MیRͷ-مدول کنید فرض .٢٩.١.١ تعریف
هرگاه نامیم، مͬ h-ماکسیمال را

N)؛ :M) = h (١)

باشد. ماکسیمال ،(L :M) = h Mکه از L های زیرمدول همه مجموعه در N (٢)

شده تولید R-مدول ͷی M و R حلقه از ال ایده ͷی I حلقه، ͷی R کنید فرض .٣٠.١.١ لم
آنͽاه کند، صدق xM ⊂ IM شرط در و بوده R حلقه از عنصری x اگر باشد. عنصر n توسط

.(xn + y)M = ◦ که طوری به است موجود y ∈ I

yij ∈ I عناصر ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به صورت دراین .M = (m١, ...,mn) کنید فرض برهان.
گرفتن نظر در با لذا .xmi =

∑n
j=١ yijmj که است موجود

δij =

{
١ i = j

◦ i ̸= j

داریم ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به
n∑

j=١
δijxaj =

n∑
j=١

yijaj

پس .
∑n

j=١(δijx− yij)aj = ◦ درنتیجه و

TX =

 δ١١x− y١١ ... δ١nx− y١n
... ...

...
δn١x− yn١ ... δnnx− ynn


 m١

...
mn

 = ◦

نتیجه adjT.T = detT.In×n که این و T الحاقͬ ماتریس در فوق تساوی طرفین ضربکردن با حال
که ،detT = xn + y که این به توجه با اکنون .detT.mj = ◦ ،١ ≤ j ≤ n هر ازای به که شود مͬ

.(xn + y)M = ◦ درنتیجه و (xn + y)mj = ◦ بنابراین ،y ∈ I آن در



١۵ ها زیرمدول رادیͺال و اول های زیرمدول .١.١

باشد. R از رادیͺالͬ ال ایده ͷی I و متناهͬ تولید با MیRͷ-مدول کنید فرض .٣١.١.١ گزاره
.ann(M) ⊆ I اگر فقط و اگر (IM :M) = I صورت دراین

.I ⊆ (IM : M) وضوح به .(IM : M) = I کنیم مͬ ثابت .ann(M) ⊆ I کنید فرض برهان.
لم به بنا آنͽاه شود، تولید عنصر n توسط M اگر .rM ⊆ IM پس ،r ∈ (IM : M) اگر حال
چون و (IM :M) ⊆

√
I لذا .rn ∈ I بنابراین .rn + y ∈ ann(M) که دارد وجود yای ،٣٠.١.١

.(IM :M) ⊆ I است رادیͺالͬ I
داریم ،(◦ :M) = ann(M) که این به توجه با ،(IM :M) = I کنید فرض برعͺس،

ann(M) = (◦ :M) ⊆ (IM :M) ⊆ I.

که طوری به باشد M متناهͬ تولید با R-مدول از زیرمدولͬ N کنید فرض .٣٢.١.١ لم
،L و N ⊆ L که طوری به است موجود M از L زیرمدول صورت دراین .(N : M) = h

است. h-ماکسیمال

.(N : M) = h و باشد M متناهͬ تولید با R-مدول از زیرمدول ͷی N کنید فرض برهان.
مجموعه

T = {P | N ⊆ P, (P :M) = h}

زنجیر ͷی {Ci | i ∈ I} کنید فرض .N ∈ T زیرا T ̸= ∅ بͽیرید. درنظر را M های زیرمدول از
و N ⊆ ∪i∈ICi لذا .(Ci : M) = h و N ⊆ Ci ،i ∈ I هر ازای به باشد. T عناصر از دلخواه
ͷی زنجیر هر بالای کران بنابراین .(∪i∈ICi :M) = ∪i∈I(Ci :M)است متناهͬ تولید Mبا چون
h-ماکسیمال ،L لذا است. L ماکسیمال عنصر دارای T زرن لم به بنا رو این از باشد. مͬ T از عنصر

.N ⊆ L و است

N از اول زیرمدول ͷی P و R-مدولͬ همریختͬ ͷی f : M → N کنید فرض .٣٣.١.١ قضیه
است. M از اول زیرمدول ͷی f−١(P ) صورت دراین .f−١(P ) ̸=M که طوری به باشد

x ∈ M و r ∈ R عناصر برای اگر صورت دراین باشد. N از اولͬ زیرمدول P کنید فرض برهان.
یا rN ⊆ P پس .rf(x) ∈ P یعنͬ این .f(rx) ∈ P آنͽاه ،rx ∈ f−١(P ) باشیم داشته

.x ∈ f−١(P ) یا rM = rf−١(N) ⊆ f−١(P ) درنتیجه .f(x) ∈ P

صورت این در باشد. M متناهͬ تولید با R-مدول از زیرمدولͬ N کنید فرض .٣۴.١.١ قضیه
N ⊆ P که دارد Mوجود از P اول زیرمدول ،(N :M) ⊆ p که Rحلقه از p اول ال ایده هر برای

.(P :M) = p و


