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ণتاীش
੪ऩی (و ৳ماज़ࢹّتیاभه او حࢇم ।نو ا॥ت. رൕॐࢾش(൛ࠞୀࢻش)भඟ໋ه و ൕࢾش່اوان؛ ൾّঃࢾش࣓ࠝما॥تو  را ਈইی ࣒م ণتاীشਗی

ا॥ت)؛ऒوا॥تاوतฬذوিୀشرساوحࢇࢡشୀࠛداॻࢌا॥ت.
وازজناهऒوীش(ୀیده)نده॰دهوଘوনیداوا້ارਗی৶ماید. ণتاীشਗی࣒م،ଘسانণپاسآنනොग़رفଘرরوൿّࢾشوआوعభندਛیاو॥ت.
وازوࣅیدو࣓مࠛذاযشऒଘوداوসناهਗیୀد.وازభگاهوردگارشاঃیدوارآජ໑زیا॥تاوراجاتমࡑشد،భروزی(اিسانراभඟ໋ଘتاری

ऒوীشज़ࡰ࠸ولو)ازுنو່ز৯داিشغاयلਗیسازد.
ଘ اورا وনید)দواਘیਗیدকمو ଘ(ایاوୀ،ن൜ اخلاصو ازඵ෩ઽریبا وউّلਗیඅ࣓م. ا৷ماندارموୀاو গداশࢌਗیओوగوଘاو یاریو ازاو
ଡداردوఇرودऒیਘپادشاభଡ.عندهایخانಶඌিداଡگا گاਗଡیॷمارم،৾ ৾ واورا তناਉی່دیड़ؤૼنواਬࣥوار(൜భن). یൊتا یൊتاਪیਗیতنا३م.
با॰دوපෂزّها॥تازداಶඍنঙماষندوඵোریඟ໊ୀدار௧گاਘییاभࢌووতیدهدا८ت భآඔ່ࣁࡦشیاوری.ୀୃازآنا॥تज़شاورووزୌیداতه
عඟ໋دیدودان௧گاها॥تواमتداروඵرਛیدارد.່ฬمایঝࡤتوآජ໑زید،طاࠥتوندਛیاش৶ࢤود৯دواوشࢁචඟ໋اری৶ࢤود. واز৩ھاناड़ورॡطّ

রودهوࡣتو ൕঙࣂه ड़່ود. شاീীهیඵଽزیরود،ଘاو)ࠝطا ່مانرواਪیඟ໊دوࠛداॻࢌනේঝرد؛وୀୃازشاهیଽࡻصوࢼਞඇیا॥تو(آه
گاଡوदଘدرت وردگاریا॥تସّଘ়ش৾ واوஅازඵଽزیا॥توাسازඵଽزی. ඵزیঙماষندشඓࣂࡣت. و گاهزوالਖ৶ییاد
భ)یඟندونࢂඇඏیਖ৶مارد.دیدهایاوراॷیਗرگБЗودراऒ(قऑଘ)شज़قاग़ّعوଘت.و॥ا(زّهපෂو)شپاکিୃیشأୀଘو.(تدرग़و)شپادشاهীوऒ
భ،آیدୀࣣفاوીوଘآنଽ.ت॥ฬندوداേ৳ସّبانوෙय़وفو࣓مورൊୃوحୀࣨواوਭو लویوग़تدروඇඏنا ਖ৶یند. ग़ࡁभජࢌ)ୀاواحاসକیدا

وબࡶشඵළرانما৯د.(ଘآ່یدگان)େدیکا॥تو(భرन࠽تग़قام،ازآฬن)دورا॥ت..
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نام೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر ملَم˂ و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.

واعظͬ حمید دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ زحماتبی از مͬ�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
انجام به مجموعه این ایشان ارزنده�ی های راهنمایی بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه ،

نمͬ�رسید.
و فرمودند تقبل را گردایه این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که امامعلͬ�پور دکترحسین آقای جناب از
دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی آماده در
وقت صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که آقابابا دکترپورمحمود آقای جناب از همچنین

مͬ�نمایم. تشͺر دادند، انجام زیاد
نیز و محض ریاضͬ مدیرگروه رنجبری اصغر دکتر ریاضͬ، علوم دانشͺده ریاست حجتͬ دکتر آقای
تحصیلات مدت در که تبریز دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات و ریاضͬ علوم دانشͺده�ی محترم کارکنان

مͬ�نمایم. تشͺر شده�اند، متحمل را فراوانͬ زحمات اینجانب دانشͽاهͬ
قدردانͬ و تشͺر کمال خواهرانم و برادر و مادرم پدرم، دریغ بی حمایتهای و زحمات از پایان در

مͬ�زنم. بوسه پرمهرشان دستان بر و دارم را

ીࣤوریاલل േॶه
۱۳۹۲

چهار



سمیه نام: اصل صبوری دانشجو: خانوادگͬ نام

برگمن فضای بتوی مرتب کران�دار وزن�دار ترکیبی عملͽرهای عنوان:

واعظͬ حمید : راهنما استاد

امامعلͬ�پور حسین : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه ریاضͬ آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

۵۵ صفحات: تعداد ١٣٩٢ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

بلاخ فضای برگمن، فضای مرتب، کران�دار عملͽرهای وزن�دار، ترکیبی عملͽرهای واژه�ها: کلید

چͺیده

برزین تبدیل�های از استفاده با برگمن فضای روی وزن�دار ترکیبی عملͽرهای فشردگͬ کران�داری،
برقرار برگمن فضای و هاردی فضاهای برای بدست�آمده نتایج اغلب شده�اند. سرشت�نمایی عمومͬ
بررسͬ را L۲

a برگمن فضای روی وزن�دار ترکیبی عملͽر مرتب کران�داری پایاننامه این در هستند.
مͬ�دهیم. تعمیم وزن�دار برگمن فضای و هاردی فضای به را آن و مͬ�کنیم
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مقدمه

بعداً گردید معرفͬ ٢ ریدج و ١ نوردگرین توسط ͷکلاسی به�طور شصت دهه در ترکیبی عملͽرهای

عوامل از ͬͺی شاید معطوفساختند. عملͽرها نظریه از حیطه این به را خود توجه زیادی ریاضیدانان

روی کران�دار عملͽرهای از وسیعͬ رده برداشتن در مͬ�کند جلوه مهم عملͽرها از نوع این که مهمͬ

که فضایی اول است بوده توجه مورد دیدگاه دو از عملͽرها نوع این معمولا˟ مͬ�باشد. باناخ فضای

خواص دوم غیره، و Lp
a برگمن فضای ،Hp ،C(X) مانند مͬ�شوند تعریف آن روی عملͽرها نوع این

مقالات و ... و شاتن کلاس در عضویت داشتن، بسته برد فشردگͬ، کران�داری، مانند عملͽرها این

خصوصاً و کران�داری عملͽرها، این خواص بین از است. رسیده چاپ به دیدگاه دو این با زیادی

فشردگͬ و کران�داری ریاضیدانان است. بوده برخوردار ویژه�ای توجه از داشتن بسته برد و فشردگͬ

داده�اند. قرار مطالعه مورد مختلف فضاهای روی را عملͽرها این

عنوان: با مقاله�ای اساس بر پایان�نامه این

Order Bounded Weighted Composition Operators Mapping into the Bergman Space

Complex Analysis and Operator Theory مجله: در که

uCφ وزن�دار ترکیبی عملͽر مرتب کران�داری که است شده تهیه رسیده، چاپ به ٢٠١١ سال در

بتوی Bα بلاخ نوع از فضای یا H∞
α وزن�دار نوع از فضای ،Lp

a(dAα) وزن�دار برگمن فضای از

است: فصل چهار شامل پایان�نامه این مͬ�دهد. قرار مورد�بررسͬ را Lq
α(dAβ)

کران�داری دوم فصل در است. اختصاصیافته آنالیز مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم بررسͬ به اول فصل

١Nordgren
٢Ridge

٢



٣ مقدمه

کران�داری بررسͬ به سوم فصل در مͬ�کنیم. بررسͬ را برگمن فضای در وزن�دار ترکیبی عملͽرهای

عملͽر مرتب کران�داری چهارم فصل در و مͬ�پردازیم uCφ : Lp
a(dAα) −→ Lq

a(dAβ) عملͽر

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد uCφ : H∞
α orBα −→ Lq

a(dAβ)



١ فصل

مقدماتͬ وتعاریف مفاهیم

۴



۵ مقدماتͬ وتعاریف مفاهیم .١ فصل

مقدمه ١.١

است. شده پرداخته آنالیز اولیه تعاریف و مفاهیم بررسͬ به فصل این در

τ هرگاه گوییم، Xدر توپولوژی ͷی را X مجموعه زیرمجموعه�های از τ گردایه .١.١.١ تعریف

باشد زیر خاصیت سه دارای

X ∈ τ و ϕ ∈ τ (١

V ∈ τ آنگاه V =
∩n

i=۱ vi و vi ∈ τ ،۱ ≤ i ≤ n ،i هر برای ٢)اگر

.
∪
vα ∈ τ آنگاه ،{vα} ⊂ τ ٣)اگر

باز مجموعه�های را τ اعضای و ͷتوپولوژی فضای ͷی را X باشد X روی توپولوژی ͷی τ هرگاه

مͬ�نامیم. X در

باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .٢.١.١ تعریف

q از V و p از U همسایͽͬ�های ،p, q ∈ X هر برای اگر گوییم، هاسدورف فضای ͷی را X (١

.U ∩ V = ∅ به�طوری�که باشد موجود

باشد. داشته فشرده بست با ͬͽهمسای نقطه�اش، هر اگر است، فشرده موضعͬ به�طور X (٢

باشد. شمارش�پذیر چͽال زیرمجموعه� دارای هرگاه گوئیم، پذیر جدائͬ Xرا فضای تعریف٣.١.١.

ͷتوپولوژی فضای ͷی بر وسعت�یافته) حقیقͬ حقیقͬ(یا تابع ͷی f کنید فرض .۴.١.١ تعریف

اگر و پائینͬ نیم�پیوسته را f باشد باز {x : f(x) > α} مجموعه حقیقͬ α هر به�ازای اگر باشد.

گوئیم. بالائͬ نیم�پیوسته را f بازباشد {x : f(x) < α} مجموعه حقیقͬ α هر به�ازای

X روی -جبر σ ͷی را X مجموعه مجموعه�های زیر از Σ الف)گردایه .( (σ-جبر ۵.١.١ تعریف

هرگاه نامیم

, X ∈ Σ (١

, Ac ∈ Σ آنگاه A ∈ Σ ٢)اگر

.A ∈ Σ آنگاه , Ai ∈ Σ ،i هر برای و A =
∪∞

i=۱Ai اگر (٣



۶ مقدماتͬ وتعاریف مفاهیم .١ فصل

مجموعه�های را Σ اعضای و اندازه�پذیر فضای ͷی را X خلاصه، به�طور یا (X,Σ) اینصورت در

نامند. اندازه�پذیر

اندازه تابع ͷی را Y ͬͺتوپولوژی فضای Xبه�توی اندازه�پذیر فضای روی تعریفشده f تابع ب)

باشد. اندازه�پذیر X در f−۱(v) ،Y در v باز مجموعه هر برای هرگاه گوئیم پذیر

شمارش�پذیر {Ai} ⊂ Σبرای که باشد به�گونه�ای µ : Σ −→ [۰,∞] تابع فرضکنیم تعریف١.١.۶.

باشیم: داشته جدا هم واز

µ(
∞∪
i=۱

Ai) =
∞∑
i=۱

µ(Ai)

فضای و مثبت اندازه ͷی را µاین�صورت در باشد. µ(A) < ∞ ،A ∈ Σ ͷی کم دست �ازای به و

مͬ�نامیم. اندازه فضای شده، تعریف آن -جبر σ روی µ که را X اندازه�پذیر

X در τ شامل -جبر σ کوچͺترین β و ͷتوپولوژی فضای ͷی (X, τ) کنید فرض .٧.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. بورل مجموعه�های را β اعضای اینصورت در باشد.

X فشرده موضعͬ به�طور هاسدورف فضای در β -جبر σ بر شده تعریف µ اندازه .٨.١.١ تعریف

دارد. نام بورل اندازه ͷی

{Ei}∞i=۱ ⊆ Σ داشته وجود هرگاه نامیم -متناهͬ σ را (X,Σ, µ) اندازه فضای .٩.١.١ تعریف

.µ(Ei) <∞ و X =
∪∞

i=۱Ei به�طوری�که،

و اندازه�پذیر n = ۱,۲,۳, ... ازای به fn : X −→ [۰,∞] هرگاه .١٠.١.١ قضیه

f(x) =
∞∑
n=۱

fn(x) , (x ∈ X)

آن�گاه

∫
X

fdµ =
∞∑
n=۱

∫
X

fndµ.

.[۱۶] ر.ک. برهان.



٧ مقدماتͬ وتعاریف مفاهیم .١ فصل

و باشد اندازه�پذیر f : X −→ [۰,∞] کنید فرض .١١.١.١ قضیه

φ(E) =

∫
E

fdµ , (E ∈ Σ).

داریم: اندازه�پذیر g : X −→ [۰,∞] هر برای و است
∑

روی اندازه ͷی φصورت این در ∫باشد.
X

gdφ =

∫
X

gfdµ.

.[۲۱] ر.ک. برهان.

اندازه�پذیر فضای به�توی (X,
∑

X , µ) اندازه�ی فضای از اندازه�پذیر تبدیل ͷی T اگر .١٢.١.١ قضیه

آن�گاه g : Y −→ [−∞,+∞] و T−۱(
∑

Y ) ⊆
∑

X یعنͬ باشد، (Y,
∑

Y )∫
Y

gd(µoT−۱) =

∫
X

gTdµ.

باشند. موجود طرفین انتگرال اینکه به مشروط

.[۱۷] ر.ک. برهان.

صورت، این در باشد. اندازه�پذیر F ⊂ Y کنید فرض .١٣.١.١ ∫تبصره
F

g(y)dµoT−۱(y) =

∫
T−۱(F )

g(T (x))dµ(x).

وقتͬ کنیم استفاده χF تابع از بالا قضیه در است کافͬ برهان.

χF (y) =


۱ y ∈ F

۰ y /∈ F.

�طوری�که به ۱ < p, q < ∞ و باشد اندازه فضای ͷی (X,
∑
, µ) کنید فرض .١۴.١.١ گزاره

داریم: اندازه�پذیر f, g : X −→ [۰,∞] هر برای آن�گاه .۱
p
+ ۱

q
= ۱

∫
X

fgdµ ≤
(∫

X

f pdµ

) ۱
p
(∫

X

gqdµ

) ۱
q

برقرار نیز p = ۱ ، q = ∞ ازای به بالا نامساوی است. معروف هولدر نامساوی به نامساوی این

است.
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.[۱۹] ر.ک. برهان.

- σ اندازه فضای دو (Y,
∑

Y , λ) و (X,
∑

X , µ) کنید فرض فوبینͬ): (قضیه .١۵.١.١ قضیه

باشد. X × Y بر -اندازه�پذیر (
∑

X ×
∑

Y ) تابع ͷی f و متناهͬ

آنگاه , f y = f(x, y) و fx(y) = f(x, y) ،۰ ≤ f ≤ ∞ هرگاه (۱

-
∑

Y , ψ و -اندازه�پذیر
∑

X , φ آن�گاه ،ψ(y) =
∫
X
f ydµ و φ(x) =

∫
Y
fxdλ اگر (i)

و اندازه�پذیرند

.
∫
X
φdµ =

∫
X×Y

fd(µ× λ) =
∫
Y
ψdµ (ii)

و باشد مختلط f هرگاه (۲∫
X

∫
Y

|f |xdλdµ <∞

آن�گاه

f ∈ L۱(µ× λ).

،, y ∈ Y هر تقریباً ازای به و fx ∈ L۱(λ) ،x ∈ X هر به�ازای تقریباً آن�گاه f ∈ L۱(µ×λ) هرگاه (۳

و L۱(µ) در ترتیب به شده�اند تعریف (i) با جا همه تقریباً که ψ و φ توابع مͬ�باشند. f y ∈ L۱(µ)

مͬ�باشد. برقرار (ii) رابطه�ی و دارند قرار L۱(λ)

.[۲۱] ر.ک. برهان.

X بر اندازه�پذیر توابع از ای دنباله fn کنیم فرض :(لب یͺنوای همͽرایی (قضیه .١۶.١.١ قضیه

و باشد

,∀x ∈ X, ۰ ≤ f۱(x) ≤ f۲(x) ≤ ... ≤ fn(x) ≤ ∞ (آ)

.∀x ∈ X, limn−→∞ fn(x) = f(x) (ب)

و است اندازه�پذیر f صورت این در

lim
n−→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.
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[۲۱] ر.ک. برهان.

باشد پذیر اندازه fn : X −→ [۰,∞] ،n ∈ N هر ازای به کنیم فرض : ( فاتو (لم .١٧.١.١ لم

∫آن�گاه
X

(lim inf
n→∞

fn)dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fndµ.

[۲۱] ر.ک. برهان.

را u تابع باشد. شده تعریف صفحه در Ω باز مجموعه�ی روی u تابع کنید فرض .١٨.١.١ تعریف

هرگاه گوییم توافقͬ زیر

,−∞ ≤ u(z) <∞ ،z ∈ Ω هر برای (۱

باشد، بالایی نیم�پیوسته Ω در u (۲

آن�������گاه ،D̄(a : r) ⊂ Ω اگر (۳

u(a) ≤ ۱

۲π

∫ π

−π

u(a+ reiθ)dθ,

نباشد. −∞ مساوی ( در٣) شده ذکر انتگرال (۴

D̄(a, s) ⊂ D, و ( یͺه باز قرص ) D روی زیرتوافقͬ تابع ͷی u کنید فرض .١٩.١.١ نتیجه

آن�گاه، باشد ۰ < s < ۱,

u(a) ≤ ۱

s۲

∫
D̄(a,s)

u(z)dA(z),

.dA(z) = ۱
π
rdrdθ آن در که

داریم: r ≤ s هر برای , E(a) = D̄(a, s) ⊂ D چون زیرتوافقͬ تابع تعریف بر بنا برهان.

u(a) ≤ ۱

۲π

∫ π

−π

u(a+ reiθ)dθ

⇒
∫ s

۰

u(a)rdr ≤ ۱

۲π

∫ s

۰

∫ π

−π

u(a+ reiθ)rdθdr
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⇒ u(a)s۲

۲
≤ ۱

۲π

∫ π

−π

∫ s

۰

u(a+ reiθ)rdrdθ

⇒ u(a) ≤ ۱

s۲

∫
E(a)

u(z)dA(z).

متحد f و (Ω روی تحلیلͬ توابع فضای ) f ∈ H(Ω) بوده، ناحیه ͷی Ω هرگاه .٢٠.١.١ قضیه

است. زیرتوافقͬ ،۰ < p <∞ برای ،|f |p آن�گاه نباشد، صفر

.[۲۱] ر.ک. برهان.

توابع دنباله�ی اگر Xباشد. نرم�دار فضای از فشرده�ای مجموعه�ی Kزیر فرضکنید .٢١.١.١ قضیه

به یͺنواخت همͽرای K روی {fn} آن�گاه باشد f به نقطه�وار همͽرای و هم�پیوسته K روی {fn}

است. f

نظر در را دلخواه ε > ۰ است. یͺنواخت پیوسته�ی K روی f که مͬ�دهیم نشان ابتدا برهان.

∥x−y∥ < δ وقتͬ طوری�که به� دارد وجود δ > استپس۰ Kهمپیوسته روی {fn} چون مͬ�گیریم.

قدر به N برای است نقطه�وار همͽرای f به {fn} چون و ∥fn(x)− fn(y)∥ < ε , n هر برای آنگاه

بنابراین .∥fN(y) − f(y)∥ < ε و ∥fN(x) − f(x)∥ < ε ، (N = max{Nx, Ny}) بزرگ کافͬ

داریم: ∥x− y∥ < δ وقتͬ شده، معرفͬ ی δ برای

∥f(x)− f(y)∥ = ∥f(x)− fN(x) + fN(x)− fN(y) + fN(y)− f(y)∥

≤ ∥f(x)− fN(x)∥+ ∥fN(x)− fN(y)∥+ ∥fN(y)− f(y)∥ < ۳ε.

مͬ�خواهیم باشد دلخواه ε > ۰ کنیم فرض است. یͺنواخت همͽرای {fn} که مͬ�دهیم نشان حال

است. برقرار x ∈ K هر برای ∥fn(x)− f(x)∥ < ε رابطه�ی بزرگ کافͬ قدر به n برای دهیم نشان

آن�گاه ∥x− y∥ < δ وقتͬ که دارد وجود δ > ۰ پس است. یͺنواخت پیوسته�ی f و هم�پیوسته {fn}

.∥f(x)− f(y)∥ < ε نیز و ∥fn(x)− fn(y)∥ < ε
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مجموعه ͷی Ny
δ صورت این در .N (y)

δ = {x ∈ X; ∥x− y∥ < δ} ، y ∈ K برای کنیم فرض

x ∈ K حال .K ⊂
∪m

i=۱N
(yi)
δ پس است، فشرده K چون ،K ⊂

∪
y∈K N

(y)
δ و است X در باز

بنابراین، .x ∈ Nyi
δ طوری�که به� دارد وجود yi ∈ K پس مͬ�گیریم، نظر در دلخواه

∥fn(x)− f(x)∥ = ∥fn(x)− fn(yi) + fn(yi)− f(yi) + f(yi)− f(x)∥

≤ ∥fn(x)− fn(yi)∥+ ∥fn(yi)− f(yi)∥+ ∥f(yi)− f(x)∥.

.∥fn(x) − f(x)∥ < ۳ε داریم n > Nyi برای پس , fn(yi) −→ f(yi) و ∥x − yi∥ < δ چون

هر ازای به صورت این در کنیم. انتخاب N = max{Ny۱ , ..., Nym} ،δ > ۰ برای است کافͬ پس

f به یͺنواخت همͽرای K روی {fn} یعنͬ این .x ∈ K هر برای ∥fn(x)− f(x)∥ < ε ، n > N

است.

را T باشد. خطͬ عملͽر T : X −→ Y و نرم�دار فضاهای Y و X کنید فرض .٢٢.١.١ تعریف

, X Mاز کران�دار زیرمجموعه هر برای هرگاه نامیم فشرده

باشد. فشرده T (M) یعنͬ باشد؛ نسبی فشرده T (M)

است. کراندار T آن�گاه باشد، فشرده T : X −→ Y کنید فرض .٢٣.١.١ قضیه

نتیجه در و فشرده T (U) پس است کراندار U = {x ∈ X : ∥X∥ ≤ ۱} و فشرده T چون برهان.

است. کراندار T نتیجه در . sup∥x∥≤۱ ∥Tx∥ <∞ بنابراین است. کراندار

فضای توی Xبه نرم�دار فضای روی فشرده عملͽرهای از دنباله�ای {Tn} فرضکنید .٢۴.١.١ قضیه

است. فشرده نیز T آن�گاه ، ∥Tn − T∥ −→ ۰ طوری�که به باشد، Y باناخ

.[۱۴] ر.ک. برهان.

ͬͺتوپولوژی دوگان�های ترتیب به Y ∗ و X∗ و نرم�دار فضای دو Y و X فرضکنید تعریف١.١.٢۵.

به T ∗ : Y ∗ −→ X∗ الحاقͬ عملͽر ، T : X −→ Y کراندار و خطͬ عملͽر برای باشند. آن�ها

مͬ��شود: تعریف زیر شͺل

y∗(Tx) = (T ∗y∗)x, x ∈ X, y∗ ∈ Y ∗.
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کراندار و خطͬ نیز T ∗ الحاقͬ عملͽر آن�گاه باشد، کراندار و خطͬ عملͽر T اگر .٢۶.١.١ قضیه

.∥T ∗∥ = ∥T∥ و است

.[۱۸] ر.ک. برهان.

فشرده T : X −→ Y صورت این در باشند باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض .٢٧.١.١ قضیه

باشد. فشرده T ∗ : Y ∗ −→ X∗ تنهااگر و اگر است

.[۱۸] ر.ک. برهان.

آن�گاه ، yn −→ y و xn −→ x ،X داخلͬ ضرب فضای در کنید فرض .٢٨.١.١ قضیه

. < xn, yn >−→< x, y >

برهان.

| < xn, yn > − < x, y > | = | < xn, yn > − < xn, y > + < xn, y > − < x, y > |

≤ | < xn, yn − y > |+ | < xn − x, y > |

≤ ∥xn∥∥yn − y∥+ ∥y∥∥xn − x∥.

و xn − x −→ ۰ ، n −→ ∞ وقتͬ چون و است کراندار ∥xn∥پس همͽراست {xn} دنباله�ی چون

مͬ�شود. اثبات حͺم yn − y −→ ۰ همچنین

ضرب از حاصل نرم به نسبت هرگاه نامیم هیلبرت را H داخلͬ ضرب فضای .٢٩.١.١ تعریف

باشد. کامل داخلͬ

خطͬ عملͽرهای S, T : H۱ −→ H۲ و هیلبرت فضای دو H۲ و H۱ کنیم فرض .٣٠.١.١ قضیه

داریم آن�گاه باشند. اسͺالر α و کراندار

, (x ∈ H۱, y ∈ H۲) < T ∗y, x >=< y, Tx > (١)

, (αT )∗ = ᾱT ∗ (٢)

, (T ∗)∗ = T (٣)
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.(H۱ = H۲ مͬ�کنیم فرض حالت این (در (ST )∗ = T ∗S∗ (۴)

در باشد. خطͬ نگاشت ͷی P : X −→ H و برداری فضای ͷی X کنید فرض .٣١.١.١ تعریف

P (y) = y و باشد P (X) = Y هرگاه مͬ�نامیم، H از Y زیرفضای روی به تصویر را P صورت این

.y ∈ Y هر برای

در باشد. P (H) روی به H هیلبرت فضای از کراندار خطͬ تصویر P کنید فرض .٣٢.١.١ گزاره

هم�ارزند. زیر گزاره�های صورت این

, (Ker(P ) ⊥ P (H))است متعامد تصویر P (۱

, (P ∗ = P است( خود�الحاق P (۲

.∥P∥ = ۱ (۳

.[۹] ر.ک. برهان.

و باشد پوشا و ͷی به ͷی T هرگاه گويیم یͺریختͬ را T ∈ B(X, Y ) عملͽر .٣٣.١.١ تعریف

.T−۱ ∈ B(Y,X)

را T این�صورت در .T ∈ B(X, Y ) و باشند باناخ فضای دو Y و X کنید فرض .٣۴.١.١ تعریف

باشد. یͺریختͬ T هرگاه نامیم وارون�پذیر

و باشد F مختلط یا حقیقͬ میدان روی باناخ فضای ͷی X کنید فرض .٣۵.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر �شͺل به را ،σ(T ) ،T طیف .T ∈ B(X)

σ(T ) = {λ ∈ F ; نباشد وارون�پذیر λI − T}

مͬ�شود. تعریف ρ(T ) = F \ σ(T ) شͺل به حلال مجموعه نیز و ،

ویژه مقدار ͷی را λ اسͺالر باشد. T ∈ B(X) و باناخ فضای ͷی X فرضکنید .٣۶.١.١ تعریف

مقدار با متناظر ویژه بردار را ۰ ̸= x ∈ Ker(λI − T ) و باشد. Ker(λI − T ) ̸= ۰ هرگاه گوییم T

مͬ�نامیم. λ ویژه
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و T ∈ B(X) باشد، مختلط باناخ فضای ͷی X کنید فرض .٣٧.١.١ قضیه

.σ(P (T )) = P (σ(T صورت(( این در .P (λ) = αnλ
n + ...+ α۱λ+ α۰

.[۱۰] ر.ک. برهان.

در .λ ∈ σ(T ) \ {۰} و باشد X باناخ فضای روی فشرده عملͽر ͷی T فرضکنید .٣٨.١.١ گزاره

است. T ویژه مقدار ͷی λصورت این

.[۹] ر.ک. برهان.

در باشد. شده تعریف X مختلط باناخ فضای روی T فشرده عملͽر کنید فرض .٣٩.١.١ نتیجه

باشد. T n ویژه مقدار ͷی λn اگر وتنها اگر است T ویژه مقدار ͷی (λ ̸= ۰) λصورت این

مͬ�آید. بدست گزاره(٣٨.١.١) و قضیه(٣٧.١.١) تلفیق از راحتͬ به حͺم برهان.

باشد H جدایی�پذیر هیلبرت فضای روی خودالحاق فشرده عملͽر T کنید فرض .۴٠.١.١ قضیه

است. T ویژه بردارهای از متشͺل یͺه، متعامد پایه ͷی دارای H آن�گاه

.[۱] ر.ک. برهان.

ضعیف طور به {xn} گوییم Xباشد. نرم�دار فضای در دنباله�ای {xn} فرضکنید تعریف۴١.١.١.

. limn→∞ f ∗(xn) = f ∗(x) باشیم داشته f ∗ ∈ X∗ هر برای هرگاه مͬ�کند میل x ∈ X به

صورت این در باشد. فشرده T ∈ B(X, Y ) و باناخ فضای دو Y و X کنید فرض .۴٢.١.١ قضیه

.∥Txn − Tx∥ −→ ۰ داریم کند میل x به X در ضعیف طور به {xn} دنباله�ی هرگاه

.[۱۳] ر.ک. برهان.

{Tα} ⊂ و باناخ فضاهای Y و X کنید فرض یͺنواخت): کرانداری (اصل .۴٣.١.١ قضیه

. supα ∥Tα∥ <∞ آن�گاه . supα ∥Tαx∥ <∞ ، x ∈ X هر برای که طوری به باشد B(X, Y )

.[۲۲] ر.ک. برهان.


