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ب

چكيده

نرخ از آن و ارائه مي شود استفاده از احتمال دم بيشينهثبات قانون قوي اعداد بزرگ با ك روش عمومي براي ايدر اين پايان نامه 

همگرايي 
n
Sn شود كه نرخ آيد و نشان داده ميمرتبط منفي به دست ميدنباله هاي ي هم براومرتبط مثبت براي دنباله هاي هم

همگرايي
n
Snدر اين حالتها نزديك به نرخ همگرايي در حالت متغير هاي تصادفي مستقل است .

.، نرخ همگرايي ادفي مرتبطبيشينه ، متغيرهاي تصهايمجموعاعداد بزرگ ، دم احتمال قانون قوي :كليد واژه ها 

يك روش  عمومي براي قانون قوي اعداد بزرگ و كاربردهاي آن: عنوان 

محمدرضا داودي گشتي 



ج

Abstract :

In this dissertation, a general method is given to prove the strong law of large numbers by 

using the maximal tail probability and the convergence rate of 
n
Sn for both positively

associated sequences and negatively associated sequences is obtained from this general 

method and also it has been shown that the convergence rate of 
n
Sn in these cases is close to 

the convergence rate of independent random variables.

Keywords : Strong Law of large numbers ; Tail Probability of Maximal Sums ; Associated 

Random Varible ; Rate of Convergence.

Title :A general method to the strong law of large numbers and its applications.

Mohamd reza Davoodi Ghashti
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مقدمه

كنون ارائه و مورد بررسي قرار گوناگوني از آن تاهاي صورت. قانون قوي اعداد بزرگ يكي از مفاهيم مهم در نظريه احتمال است

حالت خاصي از اين قانون براي متغير هاي . ن براي متغير هاي تصادفي مستقل و هم توزيع استآحالتساده ترين. گرفته است

اعداد بزرگ نام قانون هميد، ولي بعد ها باو اين قضيه را قضيه طلايي نا. اثبات شد1»ژاكوب برنولي«وسطبرنولي براي نخستين بار ت

هم اكنون اين قضيه با هر دو نام . نام قانون اعداد بزرگ توضيح داداين قانون را به»سيمون دنيز پواسون«1835در سال . مشهور شد

»5فولموگرك«و4»بورل«،3»چبيشف«، »2ماركف«دو پواسون رياضيدانان ديگري ماننبعد از برنولي. ذكر شده شناخته مي شود

.صادفي دلخواه آن را اثبات كردبراي هر متغير ت»6ينچينخرالكساند«براي بهبود اين تعريف و اثبات آن تلاش كردند در نهايت 

قانون ضعيف . عبارت است از قانون ضعيف و قوي حالت و اين د،ن تلاش ها منجر به پيدايش دو حالت مختلف از اين قانون شداي

از دو ديدگاه متفاوت موضوع همگرايي احتمال وقتي مقدار بلكه اين دو قانون .، و قوي اعداد بزرگ دو قانون متفاوت نيستند

در .قوي نتيجه گرفتهمچنين مي توان قانون ضعيف را از قانون. مقدار ميانگين را توضيح مي دهنددفعات آزمايش زياد است به

آن براي دنباله هاي مرتبط مثبت و دنباله هاي مرتبط منفي مي ر بردو كااين رساله به معرفي و بررسي مفاهيم قانون اعداد بزرگ

در  . فصل اول به مفاهيم و قضاياي آناليز حقيقي اختصاص يافته است . مطالب اين رساله در چهار فصل تنظيم شده است .پردازيم

عداد بزرگ و قانون قوي ااثباتبرايي عمومي ال سوم در مورد روش هفص. پردازيم ل دوم به مفاهيم نظريه احتمال ميفص

مرتبط مثبت و دنباله هاي مرتبط فصل چهارم نيز درباره ي قانون قوي اعداد بزرگ براي دنباله هايدر.كاربردهاي آن مي پردازيم

. منفي مي پردازيم 

.Jacob Bernoulli١

Markov.٢

Chebyshev                                                                               .٣

٤. Borel

Kolmogorov                                                                                                                   ٥.

Alexander khenchen.٦
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فصل اول

مطالب پيش نياز آناليز حقيقي
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پردازيم كه در مباحث ارائه شده در اين پايان نامه مورد استفاده در اين فصل به ياد آوري تعاريف و قضاياي اساسي مي.مقدمه

. گيرندقرار مي

فضاهاي اندازه -1-1

گوئيم »1حلقهنيم «را C. باشد Xدسته اي ناتهي از زير مجموعه هاي Cاي ناتهي ومجموعهXفرض مي كنيم .1-1-1تعريف 

Cدو بدو مجزاي متناهي از اعضايبرابر با اجتماعيرا بتوان Cاگر تحت اشتراك هاي متناهي بسته باشد و تفاضل هر دو عضو 

تحت Cگوئيم اگر »2حلقه−σ«را تحت اجتماعهاي  متناهي و تفاضل بسته باشد و آن Cرا حلقه گوئيم اگر Cو نوشت 

. اي شمارش پذير و تفاضل بسته باشدهاجتماع

را بتوان به صورت Cل هر عضو تحت  اشتراك هاي متناهي بسته باشد و مكمCگوئيم اگر »3نيم ميدان«را C-2-1-1تعريف 

تحت اجتماعهاي متناهي و مكمل بسته باشد Cرا يك ميدان گوئيم  اگر  Cو نوشت Cاي دو بدو مجزّمتناهي از اعضاياجتماع

. هاي شمارش پذير و مكمل بسته باشدتحت اجتماعCگوئيم اگر»4ميدان−σ«و آن را 

. حلقه يك حلقه و هر حلقه يك نيم حلقه است −σهر .1-1-1ملاحظه 

. است ميدان يك ميدان و هر ميدان يك نيم ميدان−σهر .2-1- 1ملاحظه

تابعي است ) Cدر (Cمنظور از يك اندازه روي .اتهي و دلخواه از مجموعه ها باشدندسته ايCفرض كنيد.3-1- 1تعريف 

≥≥∞، Cدر Aطوري كه براي هر ه بCبا دامنه µمانند  µ(A)o و هرگاه{ } 1nnA ≥
از ) متناهي يا نامتناهي(اي دنباله 

∋طوري كهه بباشد Cدوبدو مجزاي اعضاي
≥
U

1n
nA C  آنگاه∑

≥≥

=
11 n

n
n

A )()A( n µµ U . را خاصيت اخير»σ− جمع

. گويندµبراي »5پذيري

Semiring.١

σ- Semiring.٢

Semifield.٣

σ-field.٤

σ-additivite.٥



�

−σگوئيم كه كوچكترين Cده توسط ميدان توليد ش−σرا Cميدان هاي شامل −σاشتراك تمام .4-1-1تعريف 

. استCميدان شامل 

]تابع. مجموعه تواني آن باشد XP)(مجموعه ناتهي Xفرض مي كنيم . 5-1-1تعريف  )∞+→∗ .)(: oXPµ را يك

گوييم هرگاهاندازه خارجي مي
∗µ كنددر شرايط زير صدق

)1(0)( =∗ φµ

)()(باشد آنگاه ⊇BAاگر )2( BA ∗∗ ≤ µµ

}هرگاه  } 1≥nnAباشدءدنباله اي نامتناهي از اعضا)(XP  آنگاه)()(
11

n
nn

n AA ∑
∞

=

∗
∞

=

∗ ≤ µµ U

XEباشد ، مجموعه Xرجي روي مجموعه يك اندازه خاµ∗اگر . 6- 1-1تعريف  گوييم اگر براي اندازه پذير ميµ∗را ⊇

داشته  XزاBهر مجموعه دلخواه 

باشيم 

ه باشد بHHHHيك اندازه در µو Xزير مجموعه هاي نيم حلقه اي ازHHHHفرض كنيد .7-1-1» 1گسترش كاراتئودوري«ضيه ق

يگانه به يك اندازه روي يگسترش،µآنگاهرا بپوشاند ،X،متناهيبا اندازه ي HHHHطوري كه تعدادي شمارش پذير از اعضاء 

σ− ميدان توليد شده توسطHHHH درXدارد .

. رجوع كنيد] 2[به : برهان 

. جبر بورل ناميده مي شود−σجبر توليد شده توسط مجموعه هاي باز ، −σيك  فضاي توپولوژيكي ، در.8-1-1تعريف 

١.caratheodory extension theorem

).()()( BEBEB c II ∗∗∗ += µµµ



	

جبر بورل ناميده −σجبر توليد شده توسط مجموعه هاي باز −kR ،σيبه طور خاص ، در فضاي اقليدس.3- 1-1ملاحظه 

مي شود و با 
kBدهيمنشان مي.

ϑنسبت به µگوئيم مي. ن باشند آاندازه هايي روي ϑو µيك فضاي اندازه پذير و )X,AAAA(فرض مي كنيم.9-1-1تعريف 

ϑµي نويسيم پيوسته است و ممطلقاً A∋براي هر هرگاه ، >> AAAAاگر ،o=)(Aϑ آن گاهo=)(Aµ.

.استميدان بورل−R ،σروي ميدان مفروض −σ،در سراسر اين رساله .4-1-1ملاحظه 

باشد ، زير مجموعه ) يا تابع حجم(تابع طول µو ) يا جعبه ها(مجموعه ي بازه ها HHHHو ) Rnيا ( X=Rاگر . 10- 1-1تعريف 

. گوئيم»ميدان لبگ−σ«دهند كه آن را ميدان مي−σتشكيل يك µ∗نسبت به ) Rnيا (Rهاي اندازه پذير 

، AAAAميدان −σو Xمتشكل از يك مجموعه مانند ) X,AAAA(يك زوج » 1فضاي اندازه پذير«منظور از يك . 11-1-1يف تعر

.مي ناميم» جموعه ي اندازه  پذير م«را يك AAAAهر عضو . مي باشند Xاز زير مجموعه هاي 

X(تايي سه: عبارت است از » فضاي اندازه«منظور از . 12-1- 1تعريف  ,AAAA , µ ( كه)X ,AAAA ( يك فضاي اندازه پذير وµ

.استAAAAميدان −σيك اندازه روي 

AAAAنسبت به fرا تابع بورل مي گوييم اگر fباشد ، Rبه )X,AAAA(   تابعي از فضاي اندازه پذيرfكنيم فرض مي.12-1-1تعريف 

. اندازه پذير باشدميدان بورل −σو 

}اگر .13-1-1قضيه  }1≥n,f n
و sup   fnو inf  fnباشد ، آنگاه تابع هاي ) X,AAAA(دنباله اي  از فضاي اندازه پذير 

min fn و
nkn1
fmax

≤≤
و 

nfinflim
∞→n

و 
nsupflim

∞→n
. اندازه پذيرند 

. رجوع كنيد ]11[به :برهان 

X,AAAA(گوييم خاصيتي كه براي تمام اعضاي فضاي اندازه مي. 14-1-1تعريف  ,µ (جا مهتعريف شده است تقريبا ه)a.e. (

. ه پذير و داراي اندازه صفر باشندبرقرار است ، هرگاه مجموعه نقطه هايي كه داراي آن خاصيت نيستند ، انداز

Measurable space.١






انتگرال نسبت به يك اندازه -1-2

AIيا Aχا با عبارت رAيباشد ، تابع مشخصه ي مجموعه AAAAميدان −σمجموعه اي دلخواه از Aاگر . 1-2-1يف تعر

دهيم و به صورت نشان مي




∉
∈

=
Ax
Ax

A
o

1
χكنيمتعريف مي.

داشته باشد تابع عضو ي كه تعداد متناه) مقادير حقيقي گسترش يافته(اه و مقادير حقيقي به تابعي با  دامنه دلخو.2-2-1تعريف 

X,AAAA(تابعي ساده روي فضاي اندازه ي ϕكنيم فرض مي.گوييمساده مي ,µ ( 1با مقادير متمايزaan باشد مي توان نوشت ,...,

Nna iA
n

i
i ∈=∑

=
,

1
χϕ ن آكه در{ }ii axXxA =∈= )(:ϕ.

}م مجموعه هاي يمعادل است با اينكه بگويϕياندازه پذير } { }ii axXxxa =∈=− )(,: ϕϕ . اندازه پذيرند 1

كنيم را به صورت زير تعريف ميµنسبت به ϕانتگرال 

∫ ∑
=

=
X

n

i
ii Aad

1
)(µµϕ . يادآور مي شويم كه دامنه تابع فضاي اندازه)µ,AAAA,X (است .

ooكنيم كه قرار داد مي =∞×.

X,AAAA(فرض مي كنيم .3-2-1تعريف  ,µ ( يك فضاي اندازه و[ ]∞→ ,:f oXانتگرال وتابعي اندازه پذير باشدf نسبت به

.كنيمصورت زير تعريف ميرا به µاندازه 

}ϕواستتابعي ساده و اندازه پذير∫∫ ≤≤= f:sup{f ϕµϕµ odd

∫هرگاهگوييمانتگرال پذير مي−A،µمجموعه اندازه پذيريرا روfيك تابع اندازه نامنفي .4-2-1تعريف  ∞<
A

µdf.

ــ.5-2-1قضــيه  ــيم ف ــامنفي روي  fرض مــي كن ــذير و ن ــدازه پ ــابعي ان 12باشــد و Xت ,..., AA  ــدوي ــه اي از اعضــاي دوب دنبال

ــيمجزّ ــنداي ــا باش ــرض ب Uف
∞

=

=
1i

iAA ،  ــه ــورتي ك ــدازه   fدر ص ــه ان ــبت ب ــد  µنس ــذير باش ــرال پ  ــانتگ ــواهيم داش تخ

∑ ∫∫
∞

=
=

1i AA i

dd µµ ff.
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.رجوع كنيد] 11[به : برهان

12اگر .6-2-1: 1قضيه همگرايي يكنوا ff... fflimدنباله اي از تابع هاي نامنفي ، صعودي و ،، =
∞→ nn

در باشد ،

...f،ffصورتي كه توابع  12 آن گاه انتگرال پذير باشد ،µنسبت به ،،

.∫ ∫=∞→ A
A

nn
dd µµ fflim

. رجوع كنيد]11[به : برهان 

باشد داريم حقيقييك تابعfاگر .7-2-1تعريف 









<
≥

=+

oo

o

f
ff

f              و








<
≤−

=−

oo

o

f
ff

f

−+ −= fff                    و−+ += fff

نيز اندازه پذير f−و f+آن گاه ) يك فضاي اندازه و مقادير تابع حقيقيfدامنه (اندازه پذير باشد fاگر تابع .8-2-1تعريف 

∫طبيعي است كه . بود خواهند f را تعريف كنيم∫ ∫∫ −+ −= fff . پسf دست كم هرگاه را انتگرال پذير گوييم

∫مقدار هاي يكي از  −fيا∫ +f متناهي باشد .

X,AAAA(ي تابعي اندازه پذير روي فضاfفرض مي كنيم .9-2-1قضيه  ,µ (باشد.fداراي انتگرال متناهي است اگر و فقط اگر| f |

انتگرال پذير باشد آن گاهfداراي انتگرال متناهي باشد هم چنين اگر 

∫∫ ≤ µµ dffd

. رجوع كنيد] 11[به: برهان 

Monotone convergence theorem.١



٨

}اگر . 10-2-1قضيه همگرايي تسلطي لبگ  }1n, ≥nfاي اندازه پذير ، دنباله اي از تابع هg تابعي نامنفي و انتگرال پذير

X,AAAA(روي فضاي اندازه ي  ,µ ( هر براي باشد ، به طوري كهn ،..eagfn e.f.و ≥ afn ها fnو fآنگاه →

∫∫انتگرال پذيرند و  =
∞→

µµ fddfnn
lim.

.رجوع كنيد] 11[به : برهان 

}كنيم فرض مي .11-2-1قضيه  }1n,f ≥n دنباله اي از توابع انتگرال پذير و با انتگرال متناهي باشد به طوري كه

f ∞<∑ ∫
∞

=1n
n

∑در اين صورت سري 
∞

=1n
nf تقريباً همه جا همگراست و∑∫∫∑

∞

=

∞

=
=

11 n
n

n
n ff.

.رجوع كنيد] 11[به : برهان 

}هرگاه دنباله اي مانند متناهي گوئيم −σرا   µياندازه. 12-2-1تعريف }nI  از اعضايH وجود داشته باشد كه

n
n
IX

1≥
⊆ U  و∞<∀ )( nIn µ.

AAAAمتناهي روي −σاندازه ي علامتدار و ϑمتناهي و−σاندازه اي µاگر .13-2-1. 1»نيكوديم–قضيه رادون «

µϑباشند و  آنگاه تابع اندازه پذير و نامنفي >>
o
f وجود دارد بطوري كه∫ =

A

Ad )(f ϑµ
o

اگر . AAAAدر Aبراي هر 

gگري با خاصيت مذكور باشد آنگاه تابع اندازه پذير و نامنفي دي..f eag
o

fهر تابع مانند .=
o

–را يك مشتق رادون 

.گوييمميµنسبت به ϑنيكوديم

.رجوع كنيد] 11[به : برهان 

}اگر .14- 2-1. 2لبگ–قضيه فاتو  }1≥nn ,fتابع هاي اندازه پذير و دنباله اي ازg تابع نامنفي و انتگرال پذير روي

X,AAAA(فضاهاي اندازه هاي  ,µ(هر باشند به طوري كه به ازايn ،..f eagn <

Radon – Nikodym theorem.١

Fatou-lebesgue theorem.٢



٩

∫∫∫∫ →∞→∞→∞→∞
≤≤≤ nnnnnnnn

supflimfsuplimfinflimfinflim

. رجوع كنيد] 11[به : برهان 

فضاي حاصل ضربي -1-3

),,...,(),(فرض كنيد -1-3- 1تعريف  nn AXAX nXXZفضاهاي اندازه پذير باشند و 11 ××= ر مجموعه يز. 1...

nAAبه صورت Zهاي  ×× nnرا براي 1... XAXA ⊆⊆ nAAAA∈nAو براي حالتي) مستطيل(راست گوشه 11,...,

،... ،2AAAA∈2A ،1AAAA∈1A راست گوشه هاي يدستهودسته راست گوشه ها .گوييممياندازه پذيري راست گوشه آن را

ان راست توسط نيم ميد،Zميدان توليد شده  در−σ. د نمي باشZميدان و در نتيجه يك نيم حلقه دراندازه پذير هريك نيم 

نشان مي AAAAn�...�2�AAAA1AAAAنمادبا مي ناميم وAAAAn،...،2AAAA،1AAAAحاصل ضربي ميدان−σگوشه هاي اندازه پذير را

. دهيم

niاگر براي هر  ≤≤1iµ يك اندازه رويAAAA i باشد با قرار دادنoo تعريف مي كنيم ،∞×=

( ) )(....)(... 111 nnn AAAA µµλ ××=××

λاگر .وشه هاي اندازه پذير خواهد بودنيم حلقه راست گيك اندازه روي
iµ ها همهσ−در اين صورت .متناهي باشندλ نيز

σ−ي روي ايگانه به  اندازه يمتناهي است و لذا بنابه قضيه گسترش كاراتئودوري ، گسترشAAAAn�...�2�AAAA1AAAA دارد كه

nµµµحاصل ضربي ين را اندازهآ ,...,, 21
nµµمي ناميم و به صورت  ⊗⊗ ...1

. نشان مي دهيم

Xn,AAAA(را فضاي اندازه حاصل ضربي ) Zو AAAAn�...�2�AAAA1AAAA(ضاي ف n(و...و)1AAAA1وX (مي ناميم.

ϑµλمتناهي باشند و −σازه فضاهاي اندY,BBBB)(ϑ,و)X,A A A A ,µ(ر اگ. 2-3-1. قضيه فوبيني  و همچنين =⊗

RYXh نگاه آ،باشد) انتگرال متناهي(انتگرال پذير −λاندازه پذير و AAAA�BBBB، تابعي :×→

),(، تابع Xها در xبراي تقريباً تمام )1( yxhy a، به نسبتϑ انتگرال پذير است .



١٠

∫تابع )2(
Y

dyyxhx )( ),( ϑa رويX ،µ− انتگرال پذير است.

: بناميم ، داريم gمذكور در قسمت دوم را تابع اگر )3(

∫∫
×

=
YXX

dydxyxhdxxg ),(),()()( λµ

. رجوع كنيد ] 2[به : برهان 
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فصل دوم

نظريه احتمال
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لنظريه احتما

البته شانس، شرط بندي مفاهيمي .احتمال يكي ازچندين كلمه اي است كه براي اتفاقات با معلومات مشكوك به كار مي رود.مقدمه

امروزه نظريه احتمال به بسياري از شاخه هاي . ارائه مفهوم احتمال استنظريه احتمال سعي بردر . كنندمشابه احتمال را در ذهن ايجاد مي

ي احتمالي از نظريه احتمالات مطالعه رويدادها. ژي و اقتصاد مرتبط استبسياري از حوزه ها ي علوم طبيعي، تكنولوديگر رياضيات و

هسته .كار داردسروبه عبارت ديگر،نظريه احتمالات به شاخه اي از رياضيات گويندكه با تحليل وقايع تصادفي. ديدگاه رياضيات است

تئوري احتمالات علاوه بر توضيح پديده هاي . دهندهاي تصادفي و فرايند هاي تصادفي و پيشامد ها تشكيل ميتئوري احتمالات را متغير

ز الگويي مشخص اتصادفي، به بررسي پديده هاي تصادفي مي پردازد كه لزوماًتصادفي نيستند ولي با تكرار زياد دفعات آزمايش نتايج

. پيروي مي كنند

متغير تصادفي 2-1

عبارت است از » 1احتمالفضاي«يك .1-1-2ف تعري

Ω,FFFF(فضاي اندازه ي  ,P ( 1، به طوري كه=Ω)(P.

.گويند » 3پيشامد«را FFFFو اعضاي » 2فضاي نمونه«را Ω. بنابراين فضاي احتمال ، يك فضاي اندازه خاص است 

Ω,FFFF(اگر .2-1-2تعريف  ,P(بع اندازه پذير با دامنه ي يك فضاي احتمال باشد ، يك تاΩ ناميده » 4متغير تصادفي«و مقادير حقيقي

. شود دادن متغيرهاي تصادفي استفاده ميبراي نشان .... ،X،Y،Z ،Uمعمولا از حروف بزرگ لاتين مثل . شود مي

X(ω{به جاي . يك متغير تصادفي باشد Xاگر . قرارداد  ω. دارد Aخاصيت ( ∈Ω { از عبارت}X خاصيتAاستفاده } دارد

ω{كنيم مثلاً به جاي مي ∈Ω:X(ω )∈β  { مي نويسيم}X∈β{.

.Probability space١

.sample space٢

.Event٣

.Random VaribleH
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را به صورت Xتوسط ميدان توليدشده−σ.باشد يك متغير تصادفيXكنيم فرض مي.3-1-2تعريف 

( ) { }βσ ∈= − AAXX . كنيم عريف ميت1)(:

,...,1كنيم فرض مي.4-1-2تعريف  XX n متغيرهاي تصادفي روي يك فضاي احتمال باشند .σ− ميدان توليد شده به وسيله ي

(بردار تصادفي 
nXX ,...,1

ميدان هاي توليد شده ، به وسيله هريك از متغيرهاي −σميداني است كه شامل −σكوچكترين  ) 

تصادفي 
1XX n ),...,(را با عبارت  A A A A n. نشان مي دهيم A A A A nمي باشند كه آن را با ,..., 1 nXXσدهيم نيز نشان مي.

است داراي خواص زيرF.5-1-2قضيه 

. استغير نزولي F)الف

=o) ب
−∞↓

)(lim xF
x

=1و                     
∞↑

)(lim xF
x

. در هر نقطه از طرف راست پيوسته و از طرف چپ داراي حد است F) ج

. شوديك تابع توزيع احتمال ناميده ميهر تابع با خواص فوق

Pباشد در اين صورت يك اندازه ي احتمال يكتاي Rاحتمال روي با شرايط يك تابع توزيعF=F(x)كنيم ميفرض. 6-1-2قضيه 

,R(روي  BBBB(كه درآن وجود داردBBBB،σ−به طوري كه براي هردان بورل است،ميaوbكهحقيقيa < b،

( ] ( ) ( )aFbFbaP −=,

. رجوع كنيد] 13[به : برهان 

Ω,FFFF(اگر . 7-1-2تعريف  ,P (احتمال و اندازه فضايX يك متغير تصادفي باشد ، تابع توزيعXبا كه آن راFx دهيم به مينشان

. شودصورت زير تعريف مي

( ] { } .R,,)( ∈≤=∞−= xxXPxPxF xx

.استRروي Xي القا شده توسط اندازهxPكه در آن 


