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චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس
ابوالفضلطالشیان، دکتر آقای راهنمایخود، استاد زحماتب�ͳدری΅ از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه ، راد ͳرفیع مهدی دکتر آقای مشاورم، استاد و
خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در نم�ͳرسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای
م�ͳکنم تش΋ر و را مقدس�شان وجود م�ͳکنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر
سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم دوستان و برادر از

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران،

علاء ͳعل
١٣٩١ تیر

ଘم৤قدৎ
৮دروما඼ෙय़భباৣم



چ΋یده

در ͳداخل های ضرب از ای خانواده واق΄ در ͳریمان متر هر نادقیق بیان به ،ͳریمان متر مبحث در
Έی روی ͳمترهای شود. ͳم تعریف نقطه آن بر مماس فضای روی که باشد ͳم خمینه Έی هرنقطه
روی که دهد ͳم دست به نقطه آن به وابسته نرم Έی M نقطه هر در که است شده تعریف M خمینه
بسیاری از که نامند ͳم فینسلری هندسه را حاصل هندسه است. شده تعریف نقطه آن بر مماس فضای

شد، آغاز ساده انتΎرال Έی با فینسلر هندسه است. ͳریمان هندسه شبیه جهات
است. ͳریمان هندسه از ͳتعمیم فینسلر هندسه شود ͳم گفته .

∫
ds =

∫
F (x۱, ..., xn; dx۱, ..., dxn)

آغاز ریمان توسط ١٨۵۴ سال در ابتدا متری، چنین همراه به پذیر دیفرانسیل های خمینه مطالعه
و است تر مناسب ͳهندس مفاهیم مطالعه برای ͳریمان متر مفهوم بود معتقد وی که آنجا از گردید.
ادامه خود مطالعات به است، استفاده قابل ͳغیرهندس مطالعات برای تنها فینسلر متر از حاصل نتای;
سال در کرد. آغاز مدون صورت به را متر این مورد در مطالعه فینسلر پ. ،١٩١٨ سال در اما نداد.
فیبر های کلاف روی های همبندی نظریه مبنای بر را فینسلر فضاهای جدید نظریه اکبرزاده ،١٩۶٠
آن ماتسوموتو٣ ١٩٧٠ سال در و دادند ادامه را آن ٢ͳاوتسوک و کاشیوابارا١ مانند افرادی کرد. مطرح

کرد. ت΋میل را
برای تنها ͳطولان محاسبات و فراوان های ͳپیچیدگ وجود با فینسلر هندسه که شد ͳم ادعا ͳزمان
ͳهندس ͳدیدگاه فینسلر هندسه امروزه عقیده، این خلاف بر اما رود. ͳم کار به ای حاشیه مسائل حل
ت΋امل اکولوژی، ،Έاپتی ،Έترمودینامی در فینسلر هندسه های کاربرد و دهد ͳم دست به ͳ΋فیزی و

است. مطلب این گواه بیولوژی توسعه و
V در y و x هر برای آنΎاه باشد نرمدار برداری فضای Έی (V, ∥.∥) اگر دانیم ͳم که همانطوری
،(Rn, |.|) فضای برای خاص، حالت در کرد. تعریف V روی توان ͳم را d(x, y) = ∥y − x∥ متر

d۰(x, y) := |y−x| =
√
(x۱ − y۱)۲+ ...+ (xn − yn)۲

توانیم ͳم خم طول محاسبه برای ،Rn روی c خم داشتن با است. استانده) ͳاقلیدس) ͳمعمول متر
بدین بΎیریم. انتΎرال و یافته را ریمان مجموع و بیابیم i = ۱, ...n برای را c(ti+۱) − c(ti) فاصله
اینجاست سوال حال باشد. ͳم خم روی نقطه دو بین فاصله ،infc

∫
|ċ(t)|dt خم، کوتاهترین ترتیب

پذیر دیفرانسیل ای ت΋ه خمهای طول بتوان تا کرد تعریف M خمینه روی ساختاری توان ͳم آیا که
قرار ͳ΋وفس΋مین نرم بعنوان Fx مانند نرم Έی TxM مماس فضای هر روی چنانچه نمود؟ حساب را
مثال معروفترین نمود. تعریف را ساختاری چنین توان ͳم کند، تغییر M روی هموار طور به که داده

است. گرفته قرار ͳبررس مورد آسانتر محاسبات جهت به که است راندرز نرم ،ͳ΋وفس΋مین نرم از
١S. Kashiwabara
٢T. Otsuki
٣M. Matsumoto



کنیم: ͳم ارائه زیر صورت به را شده انجام کار چ΋یده اکنون
در که گرفت قرار ͳبررس مورد ،ͳریمان متر نظیر ،ͳمربع ریمان انحنای با راندرز متر نامه، پایان این در
خصوص به کنند. ͳمشخصم را ͳمربع-R و ͳمربع-Ricci راندرز مترهای آمده دست به معادلات آن
ͳمعرف با ادامه در باشند. ثابت S-انحنای دارای باید ͳمربع-R راندرز مترهای که است شده داده نشان

شد. یافته ͳمربع-W راندرز مترهای کننده مشخص معادلات ویل١ انحنای

کلماتکلیدی:
S-انحنا ویل، انحنای ریمان، انحنای ،ͳمربع متر فینسلر، متر

١Weyl

۶
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اولیه مفاهیم ١ فصل

آنها به بعدی های فصل در که پردازد ͳم ͳمقدمات های قضیه و ها تعریف به فصل این مقدمه:
تا پردازیم ͳم خمینه روی ساختاری ͳمعرف به متری فضای از ای ساده تعریف با ابتدا نیازمندیم.

خمینه روی را خم هر طول آن از استفاده با و کنیم تعریف را خمینه از نقطه دو میان فاصله بتوانیم

،ͳحجم فرم فصل این ادامه در پردازیم. ͳم فینسلر متر و ͳ΋وفس΋مین نرم تعریف به سپس بیابیم.

دهیم. ͳم قرار ͳبررس مورد را زرملو ناوبری مسئله و کارتان تاب فیبر، کلاف

متری فضای ١-١

ͳم متر Έی با است. فاصله) تاب΄ مفهوم (به متر Έی به مجهز نقاط از ای مجموعه متری فضای Έی

گفت: توان ͳم تر دقیق بطور بΎیریم. اندازه را مجموعه آن در دیΎر نقطه تا نقطه Έی فاصله توانیم

شرایط دارای که است d : M ×M → R مانند ͳتابع M مجموعه روی متر١ Έی تعریف١-١-١.

باشد: زیر

.p = q اگر اگروتنها است برقرار تساوی .d(p, q) ≥ ۰ باشیم: داشته p, q ∈ M هر برای .١

.d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, q) ،p, q, r ∈ M هر برای .٢

.d(p, q) = d(q, p) ،p, q ∈ M نقطه دو برای .٣

نامیده پذیر٢ برگشت متر d ،٣ شرط برقراری درصورت و متر شبه d نباشد، برقرار ٣ شرط اگر

.[٢٧] شود ͳم

ͳداخل ضرب ⟨, ⟩ کنیم فرض و گیریم ͳم نظر در را V بعد ͳمتناه برداری فضای .١-١-٢ مثال

d متر u, v ∈ V برای و گرفته نظر در را ∥y∥ :=
√

⟨y, y⟩ نرم ،y ∈ V برای همچنین باشد. V روی

متر و ͳاقلیدس نرم ترتیب به را d و ∥, ∥ کنیم. ͳم تعریف d(u, v) := ∥v − u∥ صورت به V روی را

نامند. ͳم V روی ͳاقلیدس
٣ͳمتعارف ͳاقلیدس نرم y ∈ Rn برای فوق، مطلب به توجه با گیریم. ͳم نظر در را V = Rn حال

وسیله، به

|y| :=

√√√√ n∑
i=۱

(yi)۲

١Metric
٢Reversible metric
٣Canonical

٢



اولیه مفاهیم ١ فصل

تعریف dE(u, v) := |v − u| ضابطه با را dE : Rn × Rn → [۰,∞) صورت این در شود. ͳم ارائه

ͳاقلیدس متر را آن که است Rn روی پذیر برگشت متر Έی dE که دید توان ͳم ͳآسان به کنیم. ͳم

این دهند. ͳم نمایش Rn با و گویند ͳم ͳمتعارف ͳاقلیدس فضای را (Rn, |.|) زوج نامند. ͳم ͳمتعارف

.[٢٧] هستند متری فضاهای ترین ساده فضاها

که را ͳپارخط هر درون٢ D هرگاه گویند محدب١ اکیدا را Rn در D مجموعه .١-١-٣ تعریف

شود[٨]. شامل است، D ͳ΋توپولوژی بستار از دلخواه نقطه دو کننده متصل

دو برای است. محدب اکیدا که باشد (Rn, |.|) در کراندار دامنه Έی Ω کنیم فرض .۴-١-١ مثال

اکیدا Ω چون باشد. q از گذرنده و p در ابتدا با ͳخط نیم Lpq کنیم فرض ،Ω در q و p مرتب نقطه

کنیم: ͳم تعریف و گرفته درنظر را zpq := Lpq ∩ ∂Ω مشترک نقطه است، محدب

d(p, q) := ln
|zpq − p|
|zpq − q|

. (١-١)

نامند. ͳم ٣Έفان متر را آن و است Ω روی ناپذیر) برگشت (متر متر شبه Έی d

Ω در Lpq خط :١-١ ش΋ل

نظر در است، Rn ͳاقلیدس فضای در استانده واحد گوی Ω = Bn(۱) که را ͳخاص حالت اکنون

که باشد zpq = p+ λ(q − p) ∈ ∂Bn(۱) کنیم فرض Bn(۱) در q و p مرتب نقطه دو برای گیریم. ͳم

داریم: |z|۲ = ۱ رابطه از است. λ > ۱ آن در

λ =

√
⟨p, q − p⟩۲ + |q − p|۲(۱− |p|۲)− ⟨p, q − p⟩

|q − p|۲

=

√
|p− q|۲ − (|p|۲|q|۲ − ⟨p, q⟩۲)− ⟨p, q − p⟩

|q − p|۲
.

١Strictly convex
٢Interior
٣Funk metric

٣



اولیه مفاهیم ١ فصل

صورت به Bn(۱) روی را Έفان متر توان ͳم (١-١) از استفاده با حال

d(p, q) = ln
λ

λ− ۱
= ln

√
|p− q|۲ − (|p|۲|q|۲ − ⟨p, q⟩۲)− ⟨p, q − p⟩√
|p− q|۲ − (|p|۲|q|۲ − ⟨p, q⟩۲)− ⟨q, q − p⟩

. [٢٧] آورد دست به

تاب΄ باشد. Ω ⊂ Rn محدب اکیدا دامنه Έی روی Έفان متر d کنیم فرض .۵-١-١ مثال

ضابطه با را dK : Ω× Ω → [۰,∞)

dK(p, q) :=
۱
۲

{
d(p, q)+d(q, p)

}
(١-٢)

،Ω در r و q ،p نقطه سه برای که کنیم ͳم مشاهده کنیم. ͳم تعریف

dK(p, q) ≤ dK(p, r)+dK(r, q).

.[٢٧] نامند ͳم کلاین١ متر را آن که است متر Έی نیز dK بنابراین

ای ت΋ه هموار خم c : I = [a, b] → M نΎاشت و ͳاقلیدس متر فضای Έی (M,d) کنیم فرض

خم، این برای باشد. M روی

Ld(c) :=

∫ b

a

∥ċ(t)∥dt (١-٣)

،L = Ld طول ساختار این نامند. ͳم d وسیله به شده تولید طول٢ ساختار را Ld کنیم. ͳم تعریف را

صورت به M روی dL متر Έی

dL(p, q) := inf
c
{Ld(c); c(a) = p, c(b) = q}

.[٢٧] گویند ͳم مسیر٣ متر را d باشد، d = dL اگر .d ≤ dL تعریف، بنابر که کند ͳم ارائه

ͳ΋وفس΋مین نرم ١-٢

F = F (y) مقدار ͳحقیق تاب΄ باشد. بعد ͳمتناه برداری فضای Έی V کنیم فرض تعریف١-٢-١.

کند: صدق ذیل شرایط در هرگاه گویند ͳم ۴ͳ΋وفس΋مین نرم Έی را V روی

.F (y) ≥ ۰ باشیم: داشته V در y هر ازای به .١

١Klein metric
٢Length structure
٣Path metric
۴Minkowski norm

۴



اولیه مفاهیم ١ فصل

. ( (ناتبهΎون١ y = ۰ اگر وتنها اگر F (y) = ۰ ،V در y هر ازای به .٢

.(١ درجه از مثبت ͳنΎهم) F (λy) = λF (y) ،λ > ۰ و V در y هر ازای به .٣

متقارن ͳخط دو فرم y ∈ V هر برای بطوری΋ه باشد C∞ ،V − {۰} روی F .۴

gy(u, v) :=
۱
۲

∂۲

∂s∂t

[
F ۲(y+su+tv)

]
s=t=۰

(۴-١)

باشد. ͳداخل ضرب V روی

نرم گویند. ͳم ͳ΋وفس΋مین فضای را (V, F ) زوج و y جهت در بنیادی٢ فرم را gy ͳداخل ضرب

.[١١] باشد F (−y) = F (y) ،V در y هر برای هرگاه گویند ͳم متقارن را F ͳ΋وفس΋مین

از ͳتابع بعنوان را F (y) = F (yibi) و باشد n بعد با V برای پایه Έی {bi}ni=۱ کنیم فرض

، y ̸= ۰ برای آنΎاه گیریم. ͳم نظر در (yi) ∈ Rn

gij(y) := gy(bi,bj) =
۱
۲
[F ۲]yiyj(y) (۵-١)

داریم: و هستند yj و yi به نسبت F ۲ ͳجزی مشتقات نمایشΎر [F ۲]yiyj که

gy(u, v) = gij(y)u
ivj, u = uibi, v = vjbj,

F ۲(y) = gij(y)y
iyj, y = yibi.

است. شده استفاده اینشتین جم΄ قاعده از نامه پایان این روابط همه در که است ذکر به لازم

متقارن ماتریس اگر اگروتنها است ͳداخل یΈضرب بالا در شده تعریف gy ([٢]) .١-٢-٢ گزاره

باشد. مثبت٣ معین (gij)

.gy(v, v) > ۰ داریم: v = vjbj برای اینصورت در باشد. ͳداخل ضرب Έی gy کنیم فرض برهان.

لذا:

vt[gij(y)]v = vj[gij(y)]v
i = gijv

ivj ≥ ۰

. شود ͳم برقرار مشابه بطور نیز برع΋س و است مثبت معین gij پس

،(V, F ) ͳ΋وفس΋مین فضای برای تعریف١-٢-٣.

SF :=
{
y ∈ V |F (y) = ۱

}
= F−۱(۱)

١non-degenerate
٢fundamental form
٣Positive definite

۵



اولیه مفاهیم ١ فصل

شاخص٢ را SF است. وابرریخت١ Sn−۱ ⊂ Rn استانده کره با که است مبدا حول بسته ابررویه Έی

.[١١] نامند ͳم F

اویلر٣) (قضیه ([١]) .۴-١-٢ قضیه

مثبت همΎن H آنΎاه باشد، پذیر دیفرانسیل Rn−{۰} نقاط تمام در H مقدار ͳحقیق تاب΄ کنیم فرض

.
∑

i y
iHyi(y) = rH(y) اگر وتنها اگر است r درجه از

،λ > ۰ هر برای ͳیعن باشد، r درجه از مثبت همΎن تاب΄ H کنیم ͳم فرض ابتدا برهان.

H(λy) = λrH(y). ‘

داریم: λ به نسبت فوق رابطه از مشتقΎیری و y داشتن نΎه ثابت با
dH(λy)

dλ
= rλr−۱H(y) (۶-١)

dH(λy)

dλ
=

∑
i

∂H(λy)

∂(λyi)

∂(λyi)

∂λ
=

∑
i

yi
∂H(λy)

∂(λy)
(١-٧)

شود: ͳم نتیجه (١-٧) و (۶-١) روابط ∑از
i

yi
∂H(λy)

∂(λyi)
= rλr−۱H(y)

داشت: خواهیم ،λ = ۱ دهیم قرار اگر ∑حال
i

yiHyi = rH(y) (١-٨)

نظر در را H(λy) تاب΄ و داشته نΎه ثابت را y هم باز باشد. برقرار (١-٨) رابطه کنیم فرض برع΋س،

گیریم. ͳم

dH(λy)

dλ
=

∑
i

∂H(λy)

∂(λyi)

∂(λyi)

∂λ
=

∑
i

yi
∂H(λy)

∂(λyi)
=

∑
i

۱
λ
(λyi)

∂H(λy)

∂(λyi)
=

۱
λ
rH(λy)

⇒ d

dλ
H(λy)− r

λ
H(λy) = ۰.

١diffeomorphic
٢Indicatrix
٣Euler’s theorem

۶



اولیه مفاهیم ١ فصل

داریم: ،x = λy دهیم قرار اگر حال

d

dλ
(
H(x)

λr
) =

dH(x)
dλ

λr − rλr−۱H(x)

λ۲r =
λr( d

dλ
H(λy)− r

λ
H(λy))

λ۲r = ۰

⇒ d

dλ
(
H(x)

λr
) = ۰ ⇒ H(x)

λr
= c ⇒ H(x) = cλr

. H(λy) = λrH(y) بنابراین و H(y) = c دهیم، قرار ۱ برابر را λ اگر اکنون

اویلر، قضیه طبق است Έی درجه از مثبت همΎن F ͳ΋وفس΋مین نرم چون

yiFyi(y) = F (y) ⇐⇒ yi

F
Fyi = ۱,

yjFyiyj(y) = ۰.

ͳ΋وفس΋مین نرم برای را ͳمثلث نامساوی باید حال است. شده استفاده اینشتین جم΄ قاعده از آن در که

روابط و اویلر قضیه از استفاده با کار این برای کنیم. ثابت

gij(y) =
۱
۲
[F ۲]yiyj(y) =

[
FFyiyj +FyiFyj

]
(y)

gij(y)y
iyj = F ۲(y) ⇐⇒ gij

yi

F

yj

F
= ۱

ͳمثلث نامساوی در V برداری فضای روی F ͳ΋وفس΋مین نرم هر که داد نشان توان ͳم

F (u+v) ≤ F (u)+F (v), u, v ∈ V

d(u, v) := F (v− u) وسیله به V روی d متر Έی u, v ∈ V هر برای F بنابراین .[٨] کند ͳم صدق

روی F ͳ΋وفس΋مین نرم Έی وسیله به هرگاه نامند ͳم ͳ΋وفس΋مین متر را V روی d متر کند. ͳم تولید

.[٢٧] شود تولید V

y = yibi و {bi} پایه با V برداری یΈفضای روی ͳداخل یΈضرب ⟨, ⟩ فرضکنیم مثال١-٢-۵.

در که گیریم ͳم نظر در α(y) :=
√

⟨y, y⟩ =
√
aijyiyj ضابطه با را α : V −→ [۰,∞) تاب΄ باشد.

است. C∞ رده از α ، V − {۰} روی و برقرارند فوق (٣) و (٢) ،(١) شرایط .aij = ⟨bi,bj⟩ آن

کنیم. ͳم محاسبه را gy(u, v) حال

٧



اولیه مفاهیم ١ فصل

داریم: (۴-١) از استفاده با

gy(u, v) =
۱
۲

∂۲

∂s∂t

[
α۲(y + su+ tv)

]
=

۱
۲

∂۲

∂s∂t

[
α۲(y۱ + su۱ + tv۱, ..., yn + sun + tvn)

]
=

۱
۲

∂۲

∂s∂t

[
⟨y + su+ tv, y + su+ tv⟩

]
=

۱
۲

∂۲

∂s∂t

[
aij(y

i + sui + tvi)(yj + suj + tvj)
]

=
۱
۲

∂

∂t

[
۲aijui(yj + suj + tvj)

]
= aiju

ivj = ⟨u, v⟩.

آورد: دست به را فوق نتیجه توان ͳم هم (۵-١) ب΋ارگیری با همچنین

gij(y) =
۱
۲
α۲
yiyj =

۱
۲

[
arsy

rys
]
yiyj

=
۱
۲

[
arsδ

r
i y

s + arsδ
s
i y

r
]
yj

=
۱
۲

[
۲aisys

]
yj

= aisδ
s
j = aij

⇒ gy(u, v) = aiju
ivj = ⟨u, v⟩.

V روی ١ͳاقلیدس نرم را آن که است ͳ΋وفس΋مین نرم Έی α بنابراین است. ͳداخل یΈضرب gy لذا

گویند. ͳم ͳاقلیدس فضای را (V, α) زوج و

بوسیله Rn روی |, | استانده ͳاقلیدس نرم خاص، حالت در

|y| :=

√√√√ n∑
i=۱

(yi)۲ =

√√√√ n∑
i=۱

δijyiyj , y = (yi) ∈ R۲

C∞ ی رده از Rn − {۰} روی و هستند برقرار (٣) و (٢) ،(١) شرایط ͳسادگ به شود. ͳم تعریف

داریم: و باشد ͳم

gy(u, v) =
۱
۲

∂۲

∂s∂t

[
n∑
i=۱

(yi + sui + tvi)۲

]
s=t=۰

=
n∑
i=۱

uivj =
n∑
i=۱

δiju
ivj = ⟨u, v⟩.

نرم Έی |, | بنابراین .gij(y) = δij آن در که است ͳداخل ضرب Έی gy(u, v) = giju
ivj نتیجه در

.[١١] است ͳ΋وفس΋مین

کنیم فرض دارند. وجود V برداری فضای Έی روی زیادی ͳنااقلیدس های نرم .۶-١-٢ مثال

ͳخط Έتابع Έی β(y) := biy
i ∈ V ∗ و قبل) (مثال V روی ͳاقلیدس نرم Έی α(y) :=

√
aijyiyj

١Euclidean norm

٨



اولیه مفاهیم ١ فصل

بطوری΋ه باشد V روی

∥β∥α = sup
y∈V−{۰}

β(y)

α(y)
< ۱.

Έی F دهیم ͳم نشان و کرده تعریف F (y) = α(y) + β(y) صورت به را F : V −→ [۰,∞) تاب΄

(٢) شرط برقرارند. (٣) و (١) شرایط نامند. ͳم راندرز١ نرم را آن و است V روی ͳ΋وفس΋مین نرم

کنیم: ͳم ͳبررس را

لذا ،F (y۰) = ۰ بطوری΋ه y۰ ̸= ۰ کنیم فرض حال .F (y) = ۰ آنΎاه باشد y = ۰ اگر

α(y۰)+β(y۰) = ۰ ⇒ β(y۰) = −α(y۰) ̸= ۰ ⇒ −β(y۰)

α(y۰)
= ۱ ⇒ β(−y۰)

α(y۰)
= ۱.

پس α(y۰) = α(−y۰) چون اما

۱ =
β(−y۰)

α(−y۰)
⩽∥ β ∥α< ۱

محاسبه را gy(u, v) حال است. برقرار نیز (٢) شرط و ندارد وجود y۰ای چنین پس است. تناقض که

ابتدا کنیم. ͳم

gij =
۱
۲
∂۲F ۲(y)

∂yi∂yj
=

α+ β

α

(
aij −

yi
α

yj
α

)
+
(
bi +

yi
α

)(
bj +

yj
α

)
(١-٩)

اگر وتنها اگر است مثبت معین (gij) که دید توان ͳم فوق رابطه از . yi = aijy
j آن در که

∥β∥α =
√
aijbibj = sup

β(y)

α(y)
< ۱

.([١١]) ،(aij) = (aij)
−۱ آن در که

تعریف F (y) برای شرط این اما است. برقرار E(−y) = E(y) رابطه E ͳاقلیدس های نرم برای

α آنجایی΋ه از همچنین است. ͳ΋وفس΋مین نرم ͳول نیست ͳاقلیدس F (y) لذا نیست، برقرار فوق شده

.[٢] است چنین نیز F پس اند، C∞ رده از V − {۰} روی β و

نیازمندیم: زیر لم به ،(gij) آن، مع΋وس و ͳ΋وفس΋مین نرم هر (gij) دترمینان محاسبه برای ادامه در

C = (ci) و متقارن n× n های ماتریس H = (hij) و G = (gij) کنیم فرض ([١١]) .١-٢-٧ لم

.gij = hij+δcicj H−۱،و = (hij) و باشد Hوارونپذیر فرضکنیم همچنین باشند. ͳتای-n یΈبردار

آنΎاه

det(gij) = (۱+ δc۲)det(hij),

به ،G−۱ = (gij) آن، مع΋وس و است مع΋وسپذیر G ،آنΎاه ۱ + δc۲ ̸= ۰ اگر .c :=
√
hijcicj که

.ci := hijcj که شود ͳم ارائه gij = hij − δcicj

۱+δc۲
وسیله

١Randers norm

٩



اولیه مفاهیم ١ فصل

صورت به راندرز نرم (gij) دترمینان (١-٩) برای فوق لم ب΋ارگیری با مثال، عنوان به

det(gij) =

(
α+ β

α

)n+۱

det(aij). (١-١٠)

بود. خواهد

فینسلری متر ١-٣

ͳمتناه و همبند ،C∞ ها خمینه کنیم ͳم فرض همواره و پردازیم ͳم فینسلر متر تعریف به بخش این در
مماس١ کلاف باشد. x نقطه Mدر مماس فضای TxM و باشد MیΈخمینه فرضکنیم هستند. بعد

π : TM −→ M صورت به نیز ͳطبیع تصویر نΎاشت .TM :=
∪

x∈M TxM از Mعبارتست بر TM

خمینه روی فینسلر متر Έی واق΄ در شود. ͳم تعریف است، TxM در y که (x, y) 7−→ x ضابطه با و

فضای هر به تحدیدش که باشد ͳم TM۰ = TM−{۰} شده سوراخ مماس کلاف روی C∞ ͳتابع ،M

است. ͳ΋وفس΋مین نرم Έی TxM

فینسلر٢ متر Έی TM روی F = F (x, y) تاب΄ باشد. خمینه Έی M کنیم فرض تعریف١-٣-١.

هرگاه: شود ͳم نامیده

باشد. C∞ رده از TM۰ روی F .١

باشد. ͳ΋وفس΋مین نرم Έی TxM روی Fx(y) = F (x, y) ، x ∈ M هر ازای به .٢

.[١١] نامند ͳم فینسلری خمینه Έی را (M,F ) زوج

،TxM به F : TM −→ [۰,∞) تاب΄ تحدید ،M خمینه در x هر برای کنیم فرض .١-٣-٢ مثال

ͳیعن باشد، TxM روی ͳاقلیدس نرم Έی ،Fx(y) = F (x, y) ͳیعن

Fx(y) =
√
⟨y, y⟩x , y ∈ TxM

٣ͳریمان متر را فینسلر متر این اینصورت در است. TxM روی ͳداخل ضرب Έی ⟨, ⟩x آن در که

روی gx(y) = ⟨y, y⟩x ͳداخل های ضرب از ای گردایه بوسیله ͳریمان متر Έی معمولا گویند. ͳم

.[١١] داریم را Fx(y) = Fx(−y) همواره مورد این در شود. ͳم داده نمایش TxM مماس فضاهای
١tangent bundle
٢Finsler metric
٣Riemannian metric

١٠



اولیه مفاهیم ١ فصل

است. فینسلر متر Έی قبل مثال در شده تعریف ͳریمان متر دهیم ͳم نشان مثال این در مثال١-٣-٣.

اینصورت در باشد. g = gijdx
idxj ͳریمان متر با C∞ بعدی n خمینه Έی M کنیم فرض

زیرا: است، M برای فینسلر متر Έی (x, y) 7−→
√

aij(x)yiyj ضابطه با F : TM −→ [۰,∞)

است: ͳ΋وفس΋مین نرم Fx دهیم ͳم نشان حال است. برقرار (١) شرط ͳراحت به اولا
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(۲)aij = aij.

.[٢] است ͳداخل ضرب gy ،(١-٢-٢) گزاره بنابر و بوده مثبت معین gij پس است، مثبت معین aij

خمینه Έی M کنید فرض دارند. وجود نیز ͳریمان غیر فینسلری مترهای ([٢]) .۴-١-٣ مثال

Έی β(x, y) = bi(x)y
i و فوق) مثال در F تاب΄ (همان α(x, y) =

√
aij(x)yiyj متر با ͳریمان

باشد. M روی ͳ۱-فرم

نظر در را F (x, y) = α(x, y) + β(x, y) ضابطه با را F : TM −→ [۰,∞) تاب΄ ،TxM در y برای

شد، بیان (١-٩) رابطه در که گونه همان صورت این در گیریم. ͳم

gij =
α + β
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اگروتنهااگر است مثبت معین (gij) که دید توان ͳم لذا

∥β∥α := sup
β(x, y)

α(x, y)
=

√
aij(x)bi(x)bj(x) < ۱

.Fx(y) ̸= Fx(−y) زیرا است ͳریمان غیر فینسلر متر Έی F تاب΄ .(aij) = (aij)
−۱ آن در که

گویند. ͳم راندرز متر را F

گویند ͳم ,α)-متر β) Έی را F باشد. فینسلری خمینه Έی (M,F ) کنیم فرض تعریف١-٣-۵.

باشیم: داشته M روی β = bi(x)y
i ͳ١-فرم و α =

√
aij(x)yiyj ͳریمان متر ازای به هرگاه

F := αϕ(s) , s =
β

α

برقرار b := ∥β∥α < r رابطه و بوده (−r, r) مانند ای بازه روی C∞ مثبت تاب΄ ϕ = ϕ(s) آن در که

صورت به ∥β∥α که است

∥βx∥α := sup
y∈TxM−{۰}

β(x, y)

α(x, y)
=

√
aij(x)bi(x)bj(x)

.[١١] شود ͳم تعریف

١١


